ENSEEIHT — 2éme année IMA, majeure mathématiques 2011-2012
CONTROLE OPTIMAL Examen

Examen

Durée 2H. Tous les exercices sont indépendants. Le baréme pré-
visionnel est indiqué pour chaque exercice. Rendre sur des co-
pies séparées les exercices 1 et 2 d’une part, 3 et 4 d’autre part.
Documents autorisés : une feuille de notes de cours recto-verso
manuscrite.

> Exercice 1 (5 points). On considere le probleme de controle optimal

tr
FO(z(t), u(t))dt — min, t; libre,
0

de dynamique
.%'(t) = f(x(t),u(t)), U(t) elU, te [O>tf])
ou fo et f sont lisses sur R™ x R™.

1.1. On pose t =ty -s, s € [0,1], en faisant de ¢ty un état supplémentaire
qui vérifie la dynamique triviale (" = d/ds)

th(s) = 0.

Poser = (z,tf) € R"! et montrer que le probleme se réécrit
1 ~
/ f2(@(s),u(s))ds — min,
0

#(s) = F@(s),u(s), u(s) €U, se0,1]
avec }70 (T,u) et f(EE, u) que l'on précisera.

1.2. Montrer que le hamiltonien de ce nouveau probléme est

H(i»%@ = tfH(:Uau?p)

ot H(z,u,p) = p° fO(x,u) + pf(x,u) et p= (p,p;) € (R"T1)*.

Soit w € £5°([0,1]) un contréle optimal, et soit T = (T,%s) la trajectoire
associée (resp. p = (P, p;,) I'état adjoint associé).

1.3. Montrer que p; (s) = cte, s € [0,1].
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1.4. Ecrire les relations de transversalité vérifiées par p, ; et conclure que

H(a(s),u(s), p(s)) = 0, s € [0,1] (p.p.)

Exercice 2 (5 points). Soient f : R" x R™ — R"™ et U C R™; soient
u e Z°([0,t¢]) (ou ty > 0 est fixé) une fonction essentiellement bornée a
valeurs dans U et soit T une trajectoire associée :

#(t) = f@(0),a(t), te[0.t5] (pp)

On fixe s €]0,¢f[, point de Lebesgue de @, et une valeur u € U ; pour € > 0
assez petit, on définit u. la fonction égale partout a @ sauf sur [s — ¢, s] ou
l'on pose u.(t) := u. On note z. la solution de

de(t) = flae(t),ue(t)), t€0,ts] (p.p.)

2.1. Donner sans la justifier ’expression de z(s) — Z(s).

On définit g : R x R" — R" par ¢(t,z) := f(z,u(t)). On remarque que
résoudre
.’L‘(t) = g(t,l‘(t)), te [Ovtf] (p-p')7 .’E(S) = T,

ol x5 est une condition initiale dans R", est équivalent a trouver un zéro

def] F - Wi ([0, 5]) x R™ — L32([0, ¢4]) x R™ définie parf]

F(z,2,) = [ & — g(t,z) ]

x(s) — x5
2.2. On admet que F de classe €' au voisinage de (Z,7(s)). Donner sans

les justifier les expressions de

oF _ _ OF
%(x,x(s)) -z et Oz,

(Z,7(s)) - 0xs

pour dz et dxg dans Wk’m([O,tf]) et R™, respectivement.

2.3. Justifier 'existence d’une fonction implicite ¢ : x5 — () de classe
%" telle que, sur un voisinage de (,Z(s)), F(z,rs) = 0 si et seulement si
x = p(xs), et donner expression de ¢'(Z(s)) - dzs pour dzs € R™.

2.4. En déduire I'expression de x(tf) — Z(ty).

1. On rappelle que W >°([0,¢f]) est 'ensemble des fonctions qui sont des primitives
de (classes de) fonctions dans L™ ([0, ty]).
2. Par  — g(¢,x) on entend la (classe de) fonction ¢ — @(t) — g(¢, z(t)).
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> Exercice 3 (5 points). Soit le probleme de controle optimal suivant :

Min fotf —x(t)u(t) dt
(Pl) :C(t) = x(t) - :L'(t)u(t), u(t) € [Ovumax]7 le [O’tf] (p-p-)
x(0) =29 >0, x(ty) libre,

ol ty > 0 et umax €0, 1] sont fixés. Résoudre (P;) en appliquant le prin-
cipe du maximum de Pontryagin. On commencera par montrer qu'un état
optimal solution vérifie z(t) > 0 pour t € [0,%¢].

>> Exercice 4 (5 points). Soit le probléeme de controle optimal suivant :

Min fgf u?(t) dt
(P)§ @(t)=wu(t), wu(t)eR, tel0,tf] (p.p.)
:C(O) =0, x(tf) = 2tf + 10,

ol ty > 0 est libre. Résoudre (FP») en appliquant le principe du maximum
de Pontryagin.



