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Avant-propos

Dans le numéro 83 (juillet 2007) de MATAPLI, 1 J.-M. Coron et E. Trélat
définissent ainsi en quelques lignes la théorie du contrôle :

Un système de contrôle est un système dynamique sur lequel on peut
agir au moyen d’une commande ou contrôle. La théorie du contrôle
analyse les propriétés de ce système dans le but de l’amener d’un état
initial donné à un certain état final, en respectant éventuellement cer-
tains critères : c’est l’étape de réalisation de la commande. Les systèmes
abordés sont multiples et leurs origines très diverses (mécanique, élec-
tricité, électronique, biologie, chimie, économie. . .). L’objectif peut être
aussi de stabiliser le système pour le rendre insensible à certaines per-
turbations (stabilisation), ou encore de déterminer des solutions opti-
males pour un certain critère d’optimisation (contrôle optimal). Pour
le modéliser, on peut avoir recours à des équations différentielles, in-
tégrales, fonctionnelles, aux différences finies, aux dérivées partielles,
etc. Pour cette raison la théorie du contrôle est à l’interconnexion de
nombreux domaines mathématiques.
Tout le monde sait maintenir en équilibre un balai sur son doigt (pro-
blème du pendule inversé). En revanche il est beaucoup plus difficile de
maintenir en équilibre sur son doigt un double pendule inversé, c’est-à-
dire un système composé de deux balais l’un sur l’autre, surtout si l’on
ferme les yeux. La théorie du contrôle permet pourtant de le faire. Mais
pour réaliser effectivement cet équilibre, mieux vaut disposer d’un bon
modèle et savoir résoudre des équations.

L’objectif de ce cours est de présenter des techniques d’analyse et de réso-
lution de problèmes de contrôle optimal dans les équations différentielles ordi-
naires non linéaires. On considère un système dynamique sur lequel on peut agir
au moyen d’un contrôle. Résoudre un problème de contrôle optimal consiste à
déterminer une trajectoire avec le contrôle associé permettant par exemple de
rejoindre une cible finale donnée, en partant d’une configuration initiale. Cette
paire trajectoire-contrôle doit être optimale au sens qu’elle doit minimiser un cer-
tain critère. La valeur du critère pour une paire trajectoire-contrôle représente ce
que coûte d’appliquer tel contrôle le long de la trajectoire. Avant de résoudre un
tel problème de contrôle optimal, il faut d’abord savoir si la cible est atteignable.
C’est le problème de contrôlabilité. Le Chapitre 1 introduit les notions essentielles
de solution et de contrôlabilité des systèmes dynamiques contrôlés. Dans le Cha-
pitre 2, nous donnons une définition générale d’un problème de contrôle optimal
et nous présentons quelques exemples avec leurs solutions pour mettre en avant
les différences de structure des contrôles optimaux. Dans le Chapitre 3, nous
supposons l’absence de contraintes sur le contrôle. Dans ce cas, nous obtenons

1. http://smai.emath.fr/matapli_pdf/matapli83.pdf#page=60
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des conditions nécessaires d’optimalité que nous pouvons qualifier de faible. Nous
présentons ces conditions ainsi que les preuves s’appuyant sur le Chapitre 1. Nous
donnons ensuite des exemples et des exercices dans les cadres classiques du calcul
des variations et de la géométrie riemannienne. Dans le Chapitre 4, nous présen-
tons le résultat le plus important du cours, c’est-à-dire le Principe du Maximum
de Pontryagin (PMP). Le PMP fournit un ensemble de conditions nécessaires
d’optimalité dont on peut tirer profit afin de définir des algorithmes de résolu-
tion numérique des problèmes de contrôle optimal. Ainsi, dans le Chapitre 5,
nous présentons la méthode indirecte de tir s’appuyant sur le PMP.

Ce support de cours est destiné aux élèves de 2e année du département
Sciences du Numérique de l’ENSEEIHT à Toulouse.
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Chapitre 1

Systèmes dynamiques contrôlés

1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2 Solution d’un système contrôlé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.3 Flot d’un système contrôlé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.4 Application entrée/sortie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.5 Ensemble accessible et contrôlabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.6 Caractérisation hamiltonienne des contrôles singuliers . . . . . . . . . 14
1.7 Calcul de contrôles singuliers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

L’analyse d’un problème de contrôle optimal se déroule par étape : avant de
déterminer une trajectoire optimale joignant un état initial à une cible, il faut
s’assurer que cette cible soit atteignable (ou accessible). L’ensemble des états
atteignables à partir d’un état initial donné est appelé ensemble accessible.
Si toute cible se trouve dans cet ensemble, le problème est dit contrôlable. La
contrôlabilité d’un système dynamique contrôlé est donc une propriété centrale
en contrôle optimal. Elle peut être globale ou locale. De plus, cette notion de
contrôlabilité est liée à celle d’application entrée/sortie puisque l’ensemble
accessible est l’image de l’ensemble des lois de commande (ou contrôle) admis-
sibles par l’application entrée/sortie. Une dernière notion centrale concernant
les systèmes dynamiques contrôlés est celle de contrôle singulier. En effet, les
contrôles singuliers, en partie, déterminent la frontière de l’ensemble accessible.
Un point remarquable est que nous pouvons donner une caractérisation hamilto-
nienne de ces contrôles singuliers, et dans certains cas particuliers fondamentaux,
exhiber un véritable hamiltonien et une structure symplectique, responsable de
la géométrie sous-jacente. C’est ce que nous faisons dans ce chapitre.

1.1 Introduction
Nous considérons des systèmes dynamiques régis par des équations différentielles ordi-

naires sur lesquelles nous pouvons agir au cours du temps par l’intermédiaire d’une com-
mande. Ces systèmes que l’on peut commander sont au coeur de l’automatique, mais aussi,
et plus généralement, au coeur de la théorie du contrôle optimal.

D’après la description de V. Arnold [5], la théorie des équations différentielles ordinaires
(sans commande) est l’un des principaux instruments des mathématiques. Elle permet d’étu-
dier quantité de processus d’évolution déterministes, finis et différentiables. On dit
qu’un processus est déterministe si toute son évolution et son passé sont définis de façon
unique par son état présent. L’ensemble de tous les états de ce processus s’appelle l’espace
des phases. Ainsi, en mécanique classique, on étudie le mouvement de systèmes dont l’ave-
nir et le passé sont univoquement définis par les positions et les vitesses initiales de tous les
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points du système. L’espace des phases d’un tel système mécanique est un ensemble dont
les éléments sont constitués par l’ensemble des positions et vitesses de tous les points du
système considéré. En mécanique quantique, le mouvement des particules n’est pas un pro-
cessus déterministe. Un processus est de dimension finie s’il en est de même de son espace
des phases, c’est-à-dire si est fini le nombre des paramètres indispensables à la description
de sont état. Tel est en mécanique classique par exemple, le cas d’un système constitué d’un
nombre fini de points matériels ou de corps solides. Les mouvements des fluides en hydrody-
namique, les vibrations de la corde de la membrane, la propagation des ondes en optique et
en acoustique sont des exemples de processus qu’il est impossible de décrire dans un espace
des phases de dimension finie. Un processus est différentiable si son espace des phases est
muni d’une structure de variété différentielle et si ses changements d’états dans le temps,
sont définis par des fonctions différentiables. Les coordonnées et les vitesses des points d’un
système mécanique sont différentiables par rapport au temps contrairement aux mouvements
étudiés en théorie du choc. En mécanique classique donc, le mouvement d’un système peut
être décrit par des équations différentielles ordinaires, tandis que d’autres procédés seront
nécessaires, en mécanique quantique, en théorie de la chaleur, en hydrodynamique, en théorie
de l’élasticité, en optique et en acoustique par exemple.

D’après la description de F. Jean [49], les systèmes contrôlés (ou commandés) peuvent
être de natures variées : système mécanique (moteur, robot, drône, satellite, avion), processus
chimique (réacteur, colonne de distillation), circuit électrique ou électronique, gestion de
portefeuille (économie). . . Un tel système résulte d’une relation entrée/sortie où l’entrée u
représente le contrôle (ou commande) qui nous permet d’agir sur le système et la sortie y
représente ce que l’on observe du système, généralement sous forme de mesures prises par
intervalle de temps. On peut représenter cette relation par le schéma suivant.

Systèmeu y

Les enjeux sont ici d’analyser le comportement du système via la sortie y, en fonction
de l’entrée u et de synthétiser les lois de commande à imposer en entrée afin d’obtenir
un comportement souhaité. Nous utilisons une description interne du système, décrit par
une modélisation mathématique des phénomènes physiques agissant sur le système. Il s’agit
de l’approche par représentation d’état, en opposition à l’approche par représentation par
fonction de transfert. Nous considérons donc que le système au temps t est décrit par
son état x(t) et nous modélisons l’évolution du vecteur x(t) au cours du temps par une
équation différentielle ordinaire commandée, appelée système (dynamique) commandé,
de la forme :

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)). (1.1)

La sortie y(t) est donnée par une relation de la forme y(t) = g(t, x(t), u(t)). Typiquement,
pour chaque instant t, x(t) est un vecteur de Rn, u(t) un vecteur de Rm et y(t) un vecteur
de Rp. On appelle loi de commande une fonction t 7→ u(t), définie sur un intervalle
[t0 , τu[, avec t0 ∈ R l’instant initial à partir duquel on commence à agir sur le système et
τu ∈ R ∪ {+∞} tel que t0 < τu un instant limite après lequel la loi de commande n’est plus
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définie. À une loi de commande u(·) donnée 1 est associée une équation différentielle ordinaire

ẋ(t) = fu(·)(t, x(t)), t ∈ [t0 , τu[, (1.2)

avec fu(·)(t, x) := f(t, x, u(t)). Ainsi, une fonction d’état x(·) est solution du système com-
mandé (1.1) s’il existe une loi de commande u(·) telle que x(·) est solution de l’équation
différentielle (1.2).

Les premières questions essentielles portent sur l’analyse du comportement dynamique
du système et d’autre part sur la synthèse des lois de commande. En ce qui concerne le
premier point, les questions sont les suivantes :

• Est-il possible de trouver une commande u(·) qui amène un système, d’un état initial
x0 au temps initial t0, à un état terminal quelconque xf , au temps final t = tf ? C’est
le problème de la contrôlabilité.

• Les connaissances de la sortie y(t) et du contrôle u(t) pour tout t ∈ [t0 , τu[, permet-elle
de déterminer l’état x(·) pour tout t ∈ [t0 , τu[ (ou de manière équivalente, l’état initial
x0) ? C’est le problème de l’observabilité.

Pour la synthèse des lois de commande, les premières questions sont :
• Si la réponse à la question de la contrôlabilité est positive, comment calculer la loi

de commande réalisant le transfert de l’état initial à la cible, en temps fixé ? C’est la
question de la planification de trajectoires.

• Si la réponse à la question de la contrôlabilité est positive, comment calculer la loi
de commande, si elle existe, qui réalise le transfert de l’état initial à la cible tout en
minimisant un critère donné ? On entre ici dans la théorie du contrôle optimal.

• Comment construire, si possible, un contrôle u(·) qui stabilise asymptotiquement le
système autour d’un état d’équilibre xe, c’est-à-dire tel que, pour toute condition ini-
tiale x0, potentiellement suffisamment proche de xe, on ait limt→+∞ x(t) = xe ? C’est
la question de la stabilisation ou régulation.

1.2 Solution d’un système contrôlé

Soient Ω un ouvert de Rn, Π un ouvert de Rm et une application de classe C 1

f : Ω×Π −→ Rn

(x, u) 7−→ f(x, u).

On considère le système dynamique contrôlé, ou équation différentielle ordinaire contrô-
lée, de la forme

ẋ(t) = f(x(t), u(t)). (Σu)

Remarque 1.2.1. Attention, dans la définition de f , les variables x et u sont des vecteurs de Rn

et Rm respectivement. Alors que dans l’équation différentielle contrôlée, x et u sont des fonctions
du temps, c’est x(t) et u(t) qui sont des vecteurs de Rn et Rm respectivement. C’est pourquoi,
pour ne pas confondre, on note parfois x(·) et u(·) les fonctions d’état et de contrôle qui dépendent
du temps.

1. Nous écrivons u(·) et non u pour insister sur le fait que cet objet est une fonction du temps et non pas
un vecteur de Rm. Ce ne sera pas toujours le cas.
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Remarque 1.2.2. Nous nous restreignons ici aux systèmes contrôlés autonomes, pour lesquels
l’application f ne dépend pas explicitement du temps t, pour faire ressortir l’influence de la
commande sur la régularité des solutions de (Σu). Dans ce cas, nous pouvons fixer l’origine des
temps, par exemple à 0.

Il est important de préciser à quelle classe de fonctions appartiennent les lois de commande
u(·). En pratique, celles-ci peuvent être extrêment irrégulières, en particulier discontinues
(par exemple, si l’action est contrôlée par un interrupteur). La classe choisie doit donc couvrir
ces possibilités mais elle doit aussi permettre d’assurer l’existence de solutions pour l’équation
associée (1.2). Nous supposerons donc qu’une loi de commande u(·) est une fonction définie
sur un intervalle [0 , τu[, avec τu ∈ R*

+ ∪ {+∞}, mesurable et essentiellement bornée,
c’est à dire dans l’espace 2 L∞([0 , τu[,Rm) et à valeurs dans Π, i.e. dans L∞([0 , τu[,Π). On
notera

U :=
¶
u(·) ∈ L∞([0 , τu[,Π)

∣∣∣ τu ∈ R*
+ ∪ {+∞}

©
cet espace, qui contient donc l’ensemble des lois de commandes autorisées pour (Σu). Avec
une telle classe de lois de commande, l’équation (1.2) ne vérifie pas les hypothèses classiques
du théorème de Cauchy-Lipschitz assurant l’existence et l’unicité de solutions maximales ; en
particulier, t 7→ fu(·)(t, x) n’est pas nécessairement continue. Nous utilisons donc la notion
suivante de solution au sens de Carathéodory. 3

Définition 1.2.1 – Solution de (Σu)

Soit u(·) ∈ U , définie sur [0 , τu[. On appelle solution de (Σu) tout couple (I, x(·)),
où I est un sous-intervalle de [0 , τu[ et x(·) : I → Ω est une fonction absolument
continue 4, telle que pour tout t, t0 dans I :

x(t) = x(t0) +
∫ t

t0
f(x(s), u(s)) ds.

En particulier, x(·) satisfait ẋ(t) = f(x(t), u(t)) presque partout sur I. D’autre part,
une solution est dite maximale si elle n’admet pas de prolongement à un intervalle
strictement plus grand.

Remarque 1.2.3. Nous pourrions considérer des lois de commande plus générales, dans L∞
loc par

exemple, c’est-à-dire seulement essentiellement bornées sur tout compact. 5 Cependant, dans de
ce manuscrit, nous nous limitons à des problèmes de contrôle optimal définis sur un intervalle de
temps compact. Ainsi, les lois de commande considérées sont dans tous les cas essentiellement
bornées sur tout l’intervalle de temps considéré, c’est-à-dire dans L∞. Quant à la régularité de
la fonction d’état x(·), nous pouvons mentionner que sa dérivée est (presque partout) bornée sur
chaque sous-intervalle compact, ceci vient du fait que le second membre f de l’équation (Σu), qui
est continu, est composé avec des contrôles supposés essentiellement bornés et avec la fonction
d’état elle-même continue (puisque absolument continue). Ainsi, les solutions x(·) sont en fait
localement lipschitziennes et pas seulement absolument continues, et ceci marche aussi pour des
contrôles dans L∞

loc. Enfin, nous pouvons ajouter que puisque l’on se restreint à des intervalles de

2. L∞([0 , τu[,Rm) = {u : [0 , τu[ → Rm | u mesurable et ∃ C ≥ 0 t.q. ∥u(t)∥ ≤ C p.p. sur [0 , τu[}.
3. cf. https://tinyurl.com/caratheodory-wikipedia.
4. x ∈ AC([a , b],Rn) ⇔ x ∈ L1([a , b],Rn) et ∃ y ∈ L1([a , b],Rn) : ∀ t ∈ [a , b], x(t) = x(a) +

∫ b

a
y(s) ds.

5. φ ∈ L∞
loc(I,Rn) si φ1K ∈ L∞(I,Rn), ∀ K ⊂ I compact, où 1K est la fonction caractéristique de K.

https://tinyurl.com/caratheodory-wikipedia
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temps compacts, les solutions sont donc lipschitziennes.

Nous avons alors le théorème suivant qui n’est qu’un cas particulier de [67, Lemme 2.6.2],
nous assurant l’existence et l’unicité de solution maximale pour (Σu).

Théorème 1.2.2 – Existence et unicité de solutions maximales

Soit f : Ω × Π → Rn de classe C 1, Ω ouvert de Rn, Π ouvert de Rm et soit x0 ∈ Ω.
Alors, pour toute commande u(·) ∈ U , définie sur [0 , τu[, il existe une unique solution
maximale x(·) (au sens de la Définition 1.2.1) de ẋ(t) = f(x(t), u(t)), définie sur un
intervalle I inclus dans [0 , τu[ et contenant 0, telle que x(0) = x0.

1.3 Flot d’un système contrôlé

Soient Ω un ouvert de Rn, Π un ouvert de Rm, x0 ∈ Ω, et une application de classe C 1,
f : Ω × Π → Rn, (x, u) 7→ f(x, u). Ces hypothèses assurent d’après le Théorème 1.2.2, que
pour tout contrôle u(·) ∈ U , défini sur [0 , τu[, avec τu ∈ R*

+ ∪ {+∞}, il existe une unique
solution maximale que l’on notera

t 7→ Φ(t, x0, u(·)),

définie sur un intervalle I de la forme [0 , tu[, avec tu ≤ τu, telle que x(0) = x0, et vérifiant
presque partout ẋ(t) = f(x(t), u(t)) = fu(·)(t, x(t)). Si par exemple Ω = Rn, τu = +∞ et
si le temps limite tu est fini, i.e. tu < +∞, alors la trajectoire part à l’infini quand t tend
vers tu d’après le critère de maximalité (ou théorème d’échappement), cf. [30, Section V.2.6].
Par exemple, si on considère le système ẋ = x2 + u avec comme condition initiale x(0) = 0,
alors on voit que pour u(·) ≡ 1 défini sur tout R, i.e. τu =∞, la trajectoire solution associée
t 7→ tan t explose en tu = π/2. Elle n’est donc définie que sur l’intervalle [0 , tu[ avec tu < τu.

Remarque 1.3.1. Si nous fixons un temps t ≥ 0 et que nous nous intéressons aux solutions
seulement sur l’intervalle [0 , t], alors, nous pouvons considérer les contrôles u(·) dans L∞([0 , t],Π).
En effet, nous pouvons toujours prolonger u(·) sur ]t ,∞] par 0 par exemple pour avoir un contrôle
dans U .
On introduit la définition suivante qui fait disparaître les difficultés introduites par les

temps tu et τu.

Définition 1.3.1 – Ensemble des contrôles admissibles

Soient t ≥ 0 et x0 ∈ Ω. On note Ut,x0 l’ensemble des contrôles admissibles sur [0 , t]
avec x0 comme condition initiale, c’est-à-dire les contrôles u(·) ∈ L∞([0 , t],Π) tels que
Φ(·, x0, u(·)) est bien définie sur [0 , t].

Ainsi, l’application Φ est définie sur

D := {(t, x0, u(·)) | t ∈ R+, x0 ∈ Ω, u(·) ∈ Ut,x0} .

On définit alors pour t ≥ 0, le flot (au temps t) du système contrôlé (Σu) :

Φt : Dt −→ Ω
(x0, u(·)) 7−→ Φt(x0, u(·)) := Φ(t, x0, u(·)) (1.3)
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avec Dt := {(x0, u(·)) | (t, x0, u(·)) ∈ D} . Concernant la régularité du flot, nous avons :

Théorème 1.3.2 – Régularité et différentielle du flot

Soit T ≥ 0. Soit f : Ω × Π → Rn de classe C 1, avec Ω ⊂ Rn ouvert et Π ⊂ Rm

ouvert. Soit une solution x(·) : [0 , T ] → Ω de (Σu) associée à la commande u(·), tels
que (x0, u(·)) ∈ DT , x0 := x(0).

Soit t ∈ [0 , T ]. Alors, il existe un voisinage de (x0, u(·)) dans Ω × L∞([0 , t],Π) sur
lequel l’application Φt est bien définie. De plus, Φt est C 1 sur ce voisinage et sa
différentielle en (x0, u(·)) est donnée pour tout δx0 ∈ Rn et δu(·) ∈ L∞([0 , t],Rm)
par :

Φ′
t(x0, u(·)) · (δx0, δu(·)) =: δx(t),

où δx(t) est la solution au temps t deı̇δx(s) = ∂f

∂x
(x(s), u(s)) · δx(s) + ∂f

∂u
(x(s), u(s)) · δu(s), δx(0) = δx0.

� Rappelons que l’espace de Sobolev AC([0 , t],Rn) = W 1,1([0 , t],Rn) =: W 1,1
n et l’espace

de Lebesgue L∞([0 , t],Rm) =: L∞
m munis de leurs normes usuelles sont des espaces de

Banach [22]. Nous introduisons aussi la notation L1([0 , t],Rn) =: L1
n. Définissons quelques

applications qui vont nous être utiles.
1. Définissons l’application

F : W 1,1([0 , t],Ω)× L∞([0 , t],Π) −→ L1
n

(x, u) 7−→ F (x, u)

telle que ∀ s ∈ [0 , t], F (x, u)(s) := f(x(s), u(s)). On a F de classe C 1 car f est C 1.
Ce fait n’est pas trivial, F est un opérateur de Nemytskii (ou de superposition),
cf. [4]. Ce résultat est légèrement plus général que celui de la Proposition A.2.1.

2. Définissons l’application linéaire

D : W 1,1
n −→ L1

n

x 7−→ D(x) := ẋ.

Cette application est continue car

∥D(x)∥L1
n

= ∥ẋ∥L1
n
≤ ∥x∥

W 1,1
n

= ∥x∥L1
n

+ ∥ẋ∥L1
n
.

Ainsi, ∀x ∈W 1,1
n , ∀ δx ∈W 1,1

n ,

D′(x) · δx = D(δx) = ı̇δx.
3. Définissons, pour s ∈ [0 , t], l’application linéaire et continue (évident)

Ls : W 1,1
n −→ Rn

x 7−→ Ls(x) := x(s).

Ainsi, ∀x ∈W 1,1
n , ∀ δx ∈W 1,1

n , L′
s(x) · δx = Ls(δx) = δx(s).
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On définit ensuite l’application

Ψ: W 1,1([0 , t],Ω)× Ω× L∞([0 , t],Π) −→ L1
n × Rn

(x, x0, u) 7−→ (D(x)− F (x, u), L0(x)− x0),

qui est une application de classe C 1 puisque D, F et L0 sont C 1. On note x̄, x̄0 et ū la
solution de (Σu) de l’énoncé qui est associée, avec la nouvelle notation, à x̄0 et ū. Nous
voulons appliquer le théorème des fonctions implicites (A.6.1) à Ψ au point (x̄, x̄0, ū), sur
l’ouvert W 1,1([0 , t],Ω)× Ω× L∞([0 , t],Π) de l’espace de Banach W 1,1

n × Rn × L∞
m . Pour

cela, nous devons vérifier que ∂xΨ(x̄, x̄0, ū) est inversible. Elle est inversible si, pour tout
(y, v) ∈ L1

n × Rn, il existe un unique δx dans W 1,1
n tel que

∂Ψ
∂x

(x̄, x̄0, ū) · δx = (ı̇δx− ∂F

∂x
(x̄, ū) · δx, δx(0)) = (y, v).

Il s’agit donc de résoudre l’équation différentielle ordinaire linéaire avec second membre :ı̇δx(s) = ∂f

∂x
(x̄(s), ū(s)) · δx(s) + y(s), s ∈ [0 , t],

δx(0) = v,
(1.4)

qui admet bien une unique solution dans W 1,1
n , cf. [67, Section C.3]. D’après le théorème

des fonctions implicites, il existe un voisinage V de (x̄0, ū) dans Ω× L∞([0 , t],Π) et une
application φ : V →W 1,1([0 , t],Ω) de classe C 1, tels que, pour tout (x0, u) ∈ V ,

Ψ(φ(x0, u), x0, u) = 0,

c’est-à-dire que φ(x0, u) est solution sur [0 , t] de (Σu) et vérifie φ(x0, u)(0) = x0. Autre-
ment dit, Φt(x0, u) = φ(x0, u)(t) = (Lt ◦ φ)(x0, u) et donc Φt est bien définie et C 1 sur
V , et sa différentielle en (x̄0, ū) contre le vecteur (δx0, δu), notée δx(t), est donnée par

δx := φ′(x̄0, ū) · (δx0, δu)

= −
Å
∂Ψ
∂x

(x̄, x̄0, ū)
ã−1
·
Å
∂Ψ
∂x0

(x̄, x̄0, ū) · δx0 + ∂Ψ
∂u

(x̄, x̄0, ū) · δu
ã

=
Å
∂Ψ
∂x

(x̄, x̄0, ū)
ã−1
·
Å
∂F

∂u
(x̄, ū) · δu, δx0

ã
,

qui est la solution de (1.4) avec y = ∂uF (x̄, ū) · δu et v = δx0. Le théorème est démontré.
■

Corollaire 1.3.3

L’ensemble Dt est un ouvert de Ω×L∞([0 , t],Π) et Ut,x0 est un ouvert de L∞([0 , t],Π).

Nous pouvons donner une explication intuitive du Théorème 1.3.2. Considérons donc
une solution x(·) : [0 , T ] → Ω de (Σu) associée à la commande u(·) et notons x0 := x(0).
Supposons que (x0, u(·)) ∈ DT . Soit maintenant une paire (δx0, δu(·)) ∈ Rn×L∞([0 , T ],Rm)
telle que (x0 + δx0, u(·) + δu(·)) ∈ DT . On note x(·) + δx(·) + · · · la solution de condition
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initiale x0 +δx0 associée au contrôle u(·)+δu(·), où δx(·) est la variation à l’ordre 1 et le reste
regroupe les variations d’ordres supérieurs. Autrement dit, δx(t) = Φ′

t(x0, u(·)) · (δx0, δu(·))
pour tout t ∈ [0 , T ]. Calculons δx(t) pour t ∈ [0 , T ] fixé. Pour tout s ∈ [0 , t], on a

d
dt (x+ δx+ · · · ) (s) = f(x(s) + δx(s) + · · · , u(s) + δu(s))

= f(x(s), u(s)) + ∂f

∂x
(x(s), u(s)) · δx(s) + ∂f

∂u
(x(s), u(s)) · δu(s) + · · ·

et x0 + δx0 = x(0) + δx(0) + · · · . Ainsi, puisque ẋ(s) = f(x(s), u(s)), on obtient que δx(t)
est la solution au temps t deı̇δx(s) = ∂f

∂x
(x(s), u(s)) · δx(s) + ∂f

∂u
(x(s), u(s)) · δu(s),

δx(0) = δx0.

Cette équation différentielle étant affine, la solution est donnée par

δx(t) = R(t, 0) δx0 +
∫ t

0
R(t, s)B(s) δu(s) ds,

avec B(s) := ∂uf(x(s), u(s)) et où R(t, t0) est la résolvante de l’équation différentielle homo-
gène : δẋ(s) = ∂xf(x(s), u(s)) · δx(s).

Exercice 1.3.1: Retrouver l’expression de la différentielle de Φt à partir de l’équation
intégrale

Φt(x0, u(·)) = x0 +
∫ t

0
f(Φs(x0, u(·)), u(s)) ds.

Dépendance par rapport à l’instant initial. Considérons un système contrôlé non
autonome de la forme

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)) (1.5)
où la fonction f est de classe C 1 sur I × Ω × Π, où I est un intervalle ouvert de R, Ω un
ouvert de Rn et Π un ouvert de Rm. On note t 7→ Φ(t, t0, x0, u(·)) la solution (maximale) du
système (1.5), pour une loi de commande u(·) donnée, vérifiant la condition initiale x(t0) =
x0. Pour un quadruplet (t1, t0, x0, u(·)) ∈ I × I × Ω× L∞(I,Π) tel que t 7→ Φ(t, t0, x0, u(·))
est bien définie sur [t0 , t1], la différentielle de l’application partielle t0 7→ Φ(t1, t0, x0, u(·))
est l’application qui à δt0 ∈ R associe

δx(t1) := ∂Φ
∂t0

(t1, t0, x0, u(·)) · δt0,

la solution au temps t1 de l’équation différentielle linéaire homogène ı̇δx(t) = ∂f

∂x
(t, x(t), u(t)) · δx(t),

δx(t0) = −f(t0, x0, u(t0)) δt0,

où x(t) := Φ(t, t0, x0, u(·)).
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Remarque 1.3.2. On adopte pour la suite la notation Ut1,t0,x0 pour l’ensemble des contrôles
admissibles sur [t0 , t1] associés au système (1.5) et à la condition initiale x(t0) = x0. Cette notation
est utile dans le cas non autonome.

Exercice 1.3.2: Retrouver de quelle équation différentielle est solution

∂Φ
∂t0

(t1, t0, x0, u(·)) · δt0

à partir de l’équation intégrale

Φ(t1, t0, x0, u(·)) = x0 +
∫ t1

t0
f(t,Φ(t, t0, x0, u(·)), u(t)) dt.

Le Théorème 1.3.2 montre que l’étude de la différentielle du flot d’un système commandé
revient à l’étude d’une équation différentielle commandée linéaire. Introduisons alors la notion
d’équation linéarisée.

Définition 1.3.4 – Équation linéarisée

Soit x(·) : [0 , T ] → Ω une solution de (Σu) associée à la commande u(·) ∈
L∞([0 , T ],Π). L’équation différentielle sur [0 , T ]ı̇δx(t) = ∂f

∂x
(x(t), u(t)) · δx(t) + ∂f

∂u
(x(t), u(t)) · δu(t),

pour δu(·) ∈ L∞([0 , T ],Rm) fixé, est appelé équation linéarisée de (Σu) autour de
(x(·), u(·)).

Un cas particulier très intéressant est celui où le système est linéarisé autour d’un couple
d’équilibre, c’est-à-dire d’un couple (xe, ue) ∈ Ω × Π tel que f(xe, ue) = 0. L’état xe est
alors une solution stationnaire de (Σu) associée à la commande constante ue et le système
linéarisé de (Σu) autour de (xe, ue) est linéaire et autonome si l’on considère une variation
de commande de la forme δu(·) := Kδx(·) :ı̇δx(t) = (A+BK) δx(t), A = ∂f

∂x
(xe, ue) et B = ∂f

∂u
(xe, ue).

Nous obtenons alors que le schéma Figure 1.1 commute.

Remarque 1.3.3. Pour stabiliser asymptotiquement le système non linéaire (Σu) autour de l’équi-
libre (xe, ue), il suffit alors choisir K de sorte que les valeurs propres de A + BK soient à partie
réelle strictement négative. C’est ce que l’on appelle le placement de pôles.

1.4 Application entrée/sortie

Pour alléger les notations, nous utilisons la notation u à la place de u(·). Nous revenons
à un système autonome.
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ẋ(t) = f(x(t), u(t)) ı̇δx(t) = Aδx(t) + B δu(t)

ẋ(t) = g(x(t))
:= f(x(t), ue +K(x(t)− xe))

ı̇δx(t) = (A + BK) δx(t)

Linéarisation
autour de (xe, ue)

Bouclage : u(t) = ue +K(x(t)− xe) Bouclage : δu(t) = Kδx(t)

Linéarisation
autour de xe

Figure 1.1 – Bouclage par retour d’état et linéarisation autour de points d’équilibre.

Définition 1.4.1 – Application entrée/sortie

On appelle application entrée/sortie au temps t ≥ 0 et au point x0 ∈ Ω, l’applica-
tion partielle de Φ :

Et,x0 : Ut,x0 −→ Ω
u 7−→ Et,x0(u) := Φ(t, x0, u).

Cette application est fondamentale en théorie du contrôle optimal [19, 20, 72]. Nous
donnons ici une propriété sur la régularité de cette application, comme corollaire du Théo-
rème 1.3.2.

Corollaire 1.4.2 – Différentielle de l’application entrée/sortie

Soient x0 ∈ Ω, t ≥ 0 et u ∈ Ut,x0 . Alors Et,x0 est de classe C 1 et sa différentielle en u
suivant le vecteur δu ∈ L∞([0 , t],Rm) est donnée par :

E′
t,x0(u) · δu = ∂Φt

∂u
(x0, u) · δu =

∫ t

0
R(t, s)B(s) δu(s) ds,

où R est la résolvante de l’équation linéarisée de (Σu) autour de (Φ(·, x0, u), u) et où
B(s) := ∂uf(Φ(s, x0, u), u(s)).

Exemple 1.4.1. Considérons un système linéaire autonome de la forme

ẋ(t) = Ax(t) +B u(t), A ∈Mn(R), B ∈Mn,m(R). (Σu,L)

Alors, on a

Et,x0(u) = Φt(x0, u) = Φ(t, x0, u) = etAx0 +
∫ t

0
e(t−s)AB u(s) ds,

(ici R(t, s) = e(t−s)A) qui est affine en u et dont la différentielle est donnée par

E′
t,x0(u) · δu =

∫ t

0
e(t−s)AB δu(s) ds.

□
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1.5 Ensemble accessible et contrôlabilité

On s’intéresse ici à la question suivante : étant donnés le système (Σu) et une condition
initiale x0 ∈ Ω, où peut-on aller en temps fini t ≥ 0, en faisant varier le contrôle u ? Nous
définissons tout d’abord la notion d’ensemble accessible.

Définition 1.5.1 – Ensemble accessible

L’ensemble accessible (ou atteignable) A(t, x0) en temps t ≥ 0 depuis x0 ∈ Ω pour
le système (Σu) est l’ensemble des solutions au temps t pour tout u ∈ Ut,x0 :

A(t, x0) := {Et,x0(u) | u ∈ Ut,x0} = ImEt,x0 .

Sous de bonnes hypothèses, voir la notion de “bracket generating system” de [1, Cha-
pitre 8 et Section 1.4], l’ensemble accessible A(x0) := {A(t, x0) | t ≥ 0} est d’intérieur non
vide. Les Figures 1.2 et 1.3 montrent, sous ces hypothèses, de possibles ensembles accessibles
tandis que la Figure 1.4 montre des cas impossibles.

Ω

x0
•

A(x0) ΩA(x0)

x0•

Figure 1.2 – Ensembles accessibles possibles : ouvert (gauche) ou à bord lisse (droite).

ΩA(x0)

x0•

ΩA(x0)

x0•

Figure 1.3 – Ensembles accessibles possibles ayant des bords non-lisses, anguleux (gauche)
ou cuspidal (droite).

On note Int(A) l’intérieur d’un ensemble A et Front(A) sa frontière.
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Ω Ω

Figure 1.4 – Ensembles accessibles non possibles, de dimension non pleine (gauche) ou avec
des points frontières isolés (droite).

Définition 1.5.2 – Contrôlabilités

Soit le temps t > 0. Le système (Σu) est :
• contrôlable depuis x0 ∈ Ω en t si A(t, x0) = Ω.
• complètement contrôlable en t si A(t, x0) = Ω pour tout x0 ∈ Ω.
• localement contrôlable en x0 ∈ Ω en t autour de x1 ∈ Ω si x1 ∈ Int(A(t, x0)).

Remarque 1.5.1. Si Et,x0 est surjective alors (Σu) est contrôlable depuis x0 en temps t. Si
E′

t,x0
(u) est surjective alors (Σu) est localement contrôlable autour de Et,x0(u), cf. Proposi-

tion 1.6.2 ci-après.

Nous avons le résultat standard suivant dans le cas linéaire.

Théorème 1.5.3 – Critère de contrôlabilité de Kalman

Le système linéaire (Σu,L) est complètement contrôlable en tout temps t > 0 ssi

rang [B AB · · · An−1B] = n.

� Voir par exemple [67, Théorème 3] ou [49, Corollaire 6.1] pour la preuve. ■

Pour plus de détails concernant les notions de contrôlabilité, voir [19, 48, 50, 65, 72].

1.6 Caractérisation hamiltonienne des contrôles singuliers

On considère dans cette sous-section un triplet (t, x0, u) ∈ D.

Définition 1.6.1 – Contrôle régulier, singulier

Le contrôle u est dit régulier si E′
t,x0(u) est surjective. Sinon, il est dit singulier.

La notion de contrôle singulier est centrale en contrôle optimal [19, 20, 72]. Une simple
application du Théorème A.7.2 de l’application ouverte non linéaire, nous donne le résultat
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suivant. Voir aussi la Figure 1.5 pour une illustration du cas u régulier.

Proposition 1.6.2

Si u est un contrôle régulier pour Et,x0 , alors (Σu) est localement contrôlable en x0
autour de Et,x0(u) en temps t.

u

V

Ut,x0

Et,x0(u)

Et,x0(V )

A(t, x0)

Et,x0

Figure 1.5 – Illustration du cas u régulier. L’ensemble V est un voisinage ouvert de u. Dans
le cas régulier Et,x0(V ) est un voisinage ouvert de Et,x0(u).

Le corollaire suivant est immédiat et fondamental.

Corollaire 1.6.3

Si Et,x0(u) ∈ Front(A(t, x0)), alors le contrôle u est singulier.

Remarque 1.6.1. Un système contrôlé peut être localement contrôlable le long d’une trajectoire
singulière (i.e. associée à un contrôle singulier) : ẋ = u3, u ≡ 0 singulier.

Nous pouvons synthétiser les propriétés ci-avant de la façon suivante :

u régulier ⇒ Et,x0 est localement ouverte en u

⇒ A(t, x0) est localement ouvert au point Et,x0(u)

⇒ (Σu) est localement contrôlable en x0 autour de Et,x0(u) en temps t.

Par contraposée, nous avons

Et,x0(u) ∈ Front(A(t, x0))⇒ u singulier

mais attention, on peut avoir u singulier et A(t, x0) localement ouvert en Et,x0(u).
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Avant de donner une caractérisation hamiltonienne des contrôles singuliers, introduisons
ce que l’on appelle le pseudo-hamiltonien associé au système (Σu).

Définition 1.6.4 – Pseudo-hamiltonien

Le pseudo-hamiltonien associé au système (Σu) est la fonction

H : Ω× (Rn)∗ ×Π −→ R
(x, p, u) 7−→ H(x, p, u) := p · f(x, u).

Nous avons alors la caractérisation suivante des contrôles singuliers.

Théorème 1.6.5 – Caractérisation hamiltonienne des contrôles singuliers

Supposons u singulier sur [0 , t] et notons x(·) := Φ(·, x0, u) la trajectoire associée.
Il existe alors une application p : [0 , t] → (Rn)∗ \ {0} absolument continue t.q. pour
s ∈ [0 , t] p.p. :

ẋ(s) = ∂H

∂p
[s], ṗ(s) = −∂H

∂x
[s], 0 = ∂H

∂u
[s],

où H est le pseudo-hamiltonien associé au système (Σu) et où [s] := (x(s), p(s), u(s)).
On appelle p(s) le vecteur adjoint à x(s) (ou covecteur).

� Par définition E′
t,x0(u) n’est pas surjective. Ainsi, ∃λ ∈ (Rn)∗ \ {0} orthogonal au

sous-espace vectoriel ImE′
t,x0(u), i.e. t.q. ∀ δu ∈ L∞([0 , t],Rm)

λ · (E′
t,x0(u) · δu) cf. 1.4.2= λ ·

∫ t

0
R(t, s)B(s) δu(s) ds = 0,

avec B(s) := ∂uf(x(s), u(s)) et où R(t, s) est la résolvante de l’équation différentielle
linéaire homogène Ẋ(τ) = ∂xf(x(τ), u(τ)) ·X(τ), X(s) = In. Posons

p(s) := λR(t, s) ∈ (Rn)∗

pour tout s ∈ [0 , t]. 6 Alors, tout d’abord p(s) ̸= 0 car λ ̸= 0. Ensuite, on a :

ṗ(s) = λ
∂R

∂t0
(t, s) = −λR(t, s)A(s) = −p(s)A(s) = −∂H

∂x
[s].

cf. Remarque 1.6.2, qui s’appuie sur la différentielle d’une solution d’une équation diffé-
rentielle par rapport à l’instant initial. Et enfin on a :∫ t

0
p(s)B(s) δu(s) ds = 0,

et comme ceci est vrai pour tout δu ∈ L∞([0 , t],Rm) on peut conclure :

⇒ p(·)B(·) ⊥ L∞([0 , t],Rm) := L∞
m , car L∞

m ⊂ L2
m.

⇒ p(·)B(·) = 0, car L∞
m = L2

m. Voir [75, Proposition 2.32.1 et Corollaire 3.28.7].

⇒ ∀ s ∈ [0 , t] p.p., p(s)B(s) = p(s) ∂uf(x(s), u(s)) = ∂uH[s] = 0. ■
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Remarque 1.6.2. Faisons le rappel suivant. Soit R(t, s) la résolvante solution de

Ẋ(τ) = A(τ)X(τ) =: g(X(τ)), X(s) = In.

Alors ∂t0R(t, s) = −R(t, s)A(s) car c’est la solution au temps t de l’équation linéarisée{ ˙̃
δX(τ) = g′(X(τ)) · δX(τ) = A(τ)δX(τ),
δX(s) = −g(X(s)) = −A(s)X(s) = −A(s).

Remarque 1.6.3. On peut considérer p comme un vecteur de Rn et utiliser le produit scalaire
usuel de Rn. Le pseudo-hamiltonien s’écrit alors H(x, p, u) = (p | f(x, u)) et le système pseudo-
hamiltonien devient

ẋ(s) = ∇pH(x(s), p(s), u(s)),

ṗ(s) = −∇xH(x(s), p(s), u(s)),

ce qui peut s’écrire, en posant z := (x, p), sous la forme :

ż(s) = J∇H(z(s), u(s)) =: #—

H(z(s), u(s)), J :=
Å

0n In

−In 0n

ã
,

J étant la matrice symplectique [55] canonique de dimension 2n.

Interprétation géométrique du vecteur adjoint. Soit un triplet (T, x0, u) ∈ D. Sup-
posons u singulier pour ET,x0 . Alors, il est aussi singulier 7 pour Et,x0 pour tout t ∈ [0 , T ]
et de plus p(t) est orthogonal à ImE′

t,x0(u). En particulier, ImE′
t,x0(u) est un sous-espace

vectoriel de Rn de codimension supérieure ou égale à 1. En effet, on a pour tout contrôle
δu ∈ L∞([0 , t],Rm) :

p(t) · (E′
t,x0(u) · δu) = p(t) ·

∫ t

0
R(t, s)B(s) δu(s) ds,

avec p(t) = λR(T, t), d’où en prolongeant δu par 0 sur ]t , T ],

p(t) · (E′
t,x0(u) · δu) = λ ·

∫ T

0
R(T, s)B(s) δu(s) ds

= λ · (E′
T,x0(u) · δu)

= 0.

Nous donnons Figure 1.6 une illustration en dimension deux de cette interprétation géomé-
trique pour un contrôle u qui de plus vérifie Et,x0(u) ∈ Front(A(t, x0)) pour tout t ∈ [0 , T ].

1.7 Calcul de contrôles singuliers

On s’intéresse à la résolution de l’équation ∂uH(x, p, u) = 0. Pour (x̄, p̄, ū) donné, si
∂uH(x̄, p̄, ū) = 0 et si ∂2

uuH(x̄, p̄, ū) est inversible, alors d’après le théorème des fonctions

6. Le vecteur adjoint est donc défini de manière rétrograde.
7. Ou plutôt sa restriction à [0 , t].
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x0

x(t)
x(T )

p(t)
p(T )

ẋ(t)

ẋ(T )

ImE′
t,x0(u) ImE′

T,x0(u)A(t, x0)
A(T, x0)

Figure 1.6 – Interprétation géométrique du vecteur adjoint en dimension deux dans le cas
particulier où Et,x0(u) ∈ Front(A(t, x0)) pour tout t ∈ [0 , T ].

implicites A.6.1, on peut trouver une fonction implicite, notée us(x, p), telle que localement

∂H

∂u
(x, p, us(x, p)) = 0,

et vérifiant us(x̄, p̄) = ū.

Exemple 1.7.1. Considérons deux exemples 8 pour lesquels ∂2
uuH(x, p, u) est inversible et

calculons le contrôle singulier.
• Considérons un pseudo-hamiltonien de la forme

H(x, p, u) := H0(x, p) + u p1 + 0.5u2 p2

avec x, p dans R2 et u dans R. On a alors ∂uH(x, p, u) = 0 ssi p1 + up2 = 0 donc le
contrôle singulier est de la forme

us(x, p) = −p1/p2 si p2 ̸= 0.

• Considérons un pseudo-hamiltonien de la forme

H(x, p, u) = H0(x, p) +
m∑

i=1
uiHi(x, p) + 0.5 ∥u∥2 pn

avec x ∈ Rn, p ∈ (Rn)∗ et u ∈ Rm. Posons

Φ := (H1, . . . ,Hm).

On a alors ∂uH(x, p, u) = 0 ssi Φ + pnu = 0 donc le contrôle singulier est de la forme

us(x, p) = −Φ(x, p)/pn si pn ̸= 0.
□

8. Les deux pseudo-hamiltoniens sont en fait associés à des systèmes augmentés, cf. Définition 2.2.3.
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Exercice 1.7.1 (solution p. 95) : Donner le contrôle singulier en fonction de l’état
et du vecteur adjoint pour les pseudo-hamiltoniens ci-après. On supposera respective-
ment p2 ̸= 0 et q ̸= 0.

1. Soit
H(x, p, u) = p1 (−x1 u) + p2

2 u
2

avec x ∈ R2, p ∈ R2 et u ∈ R ;
2. Soit

H((x, y), (p, q), u) = (p |Ax+B u) + q

2
Ä
uTRu+ xTQx

ä
avec x ∈ Rn, y ∈ R, p ∈ Rn, q ∈ R, u ∈ Rm et A, B, R et Q des matrices de
tailles adaptées. On suppose R symétrique et inversible.

Donnons un exemple où nous n’avons pas l’inversibilité de la matrice ∂2
uuH(x, p, u), en

considérant un pseudo-hamiltonien affine en u.

Exemple 1.7.2. Considérons le pseudo-hamiltonien H(x, p, u) = p1x
2
2/2 + p2u avec u ∈ R,

x ∈ R2 et p ∈ R2. Supposons que ∂uH(x(t), p(t), u(t)) = p2(t) = 0 presque partout sur un
intervalle d’intérieur non vide et considérons les hypothèses du Théorème 1.6.5 vraies. Alors
pour presque tout temps, on a

d
dtp2(t) = ṗ2(t) = −∂H

∂x2
(x(t), p(t), u(t)) = −p1(t)x2(t) = 0.

En dérivant t 7→ p1(t)x2(t), on obtient

d
dt(p1(t)x2(t)) = ṗ1(t)x2(t) + p1(t) ẋ2(t) = p1(t)u(t) = 0, p1(t) ̸= 0.

Le contrôle singulier est donc us ≡ 0. □

Dans le cas précédent, nous pouvons faire des calculs de manière plus systématique. Nous
avons pour cela besoin des définitions suivantes [55].

Définition 1.7.1 – Crochet de Poisson et système hamiltonien

Soient f et g deux fonctions lisses sur Ω × (Rn)∗, Ω ⊂ Rn ouvert. On note pour
z := (x, p) ∈ Ω× (Rn)∗ :

#—

f (z) :=
Å
∂f

∂p
(z),−∂f

∂x
(z)
ã
,

{f, g}(z) := g′(z) · #—

f (z) =
n∑

i=1

∂f

∂pi
(z) ∂g

∂xi
(z)− ∂f

∂xi
(z) ∂g

∂pi
(z).

Le crochet {f, g} s’appelle le crochet de Poisson de f et g, et #—

f le système ha-
miltonien (ou gradient symplectique) associé à f .
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Remarque 1.7.1. Si on considère p comme un vecteur de Rn, le crochet de Poisson s’écrit

{f, g}(z) = (∇g(z) | J ∇f(z)) = (∇g(z))T
J ∇f(z)

= (∇xg(z) | ∇pf(z))− (∇pg(z) | ∇xf(z)) ,

où J est définie dans la Remarque 1.6.3.

Proposition 1.7.2

Le crochet de Poisson est bilinéaire et possède les propriétés suivantes.
• Antisymétrie : {f, g} = −{g, f}.
• Dérivation (ou règle de Leibniz) : {fh, g} = f{h, g}+ h{f, g}.
• Identité de Jacobi : {{f, g}, h}+ {{h, f}, g}+ {{g, h}, f} = 0.

� Voir par exemple [1, Prop. 11.8] pour l’identité de Jacobi. ■

Exemple 1.7.3. Considérons un pseudo-hamiltonien de la forme

H(x, p, u) = H0(x, p) + uH1(x, p),

avec u ∈ R, x ∈ Rn, p ∈ (Rn)∗ et où H0 et H1 sont des fonctions lisses de (x, p). Ainsi,
∂H

∂u
(x, p, u) = H1(x, p).

On note z := (x, p). Si H1(z(t)) = 0 sur un intervalle de temps I non réduit à un point alors
pour tout temps t ∈ I, toutes les dérivées (on suppose qu’elles existent) de t 7→ H1(z(t))
sont égales à 0. En dérivant suffisamment de fois, nous allons faire apparaître le contrôle, ce
qui nous donnera sa valeur. Soit t ∈ I, alors

d
dtH1(z(t)) = H ′

1(z(t)) · ż(t)
= {H,H1}(z(t)) d’après la Définition 1.7.1
= {H0, H1}(z(t)) + u(t) {H1, H1}(z(t)) car le crochet est linéaire
= {H0, H1}(z(t)) car le crochet est anti-symétrique
:= H01(z(t)).

Le contrôle n’apparait pas, on dérive donc une seconde fois :
d
dtH01(z(t)) = H ′

01(z(t)) · ż(t)
= {H,H01}(z(t))
= {H0, H01}(z(t)) + u(t) {H1, H01}(z(t)) par linéarité
:= H001(z(t)) + u(t)H101(z(t)).

Ainsi, le contrôle singulier est de la forme

us(z(t)) = −H001(z(t))
H101(z(t))

si H101(z(t)) ̸= 0. Si H101(z(t)) = 0, il faut dériver encore. □
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Maintenant, en plus d’un système contrôlé, on se donne un problème de minimi-
sation. Donnons un exemple introductif. Parmi toutes les solutions du système
ẋ(t) = f(x(t), u(t)) reliant une condition initiale à une cible finale, en un temps tf
donné, nous cherchons à trouver une trajectoire et son contrôle qui minimisent un
certain critère. Une telle paire, si elle existe, est dite optimale. L’existence de so-
lutions optimales dépend de la régularité du système, du critère et de la classe des
contrôles considérée. Dans ce chapitre, nous introduisons la formulation générale
d’un problème de contrôle optimal et nous donnons quelques exemples.

2.1 Introduction
D’un point de vue global, un problème de contrôle optimal se formule sur une variété

différentielle [48, 52, 63, 68], mais notre point de vue est local et on travaille sur un ouvert
Ω de Rn. Introduisons la problématique du contrôle optimal sur un exemple. Soient Ω un
ouvert de Rn, Π un ouvert de Rm, x0 ∈ Ω, et une application de classe C 1

f : Ω×Π −→ Rn

(x, u) 7−→ f(x, u).

Ces hypothèses assurent d’après le Théorème 1.2.2, que pour tout temps tf > 0, toute
condition initiale x0 ∈ Ω et tout contrôle u ∈ Utf ,x0 , il existe une unique solution définie sur
[0 , tf ] vérifiant la condition initiale x(0) = x0 et vérifiant presque partout sur [0 , tf ] l’équation
différentielle contrôlée ẋ(t) = f(x(t), u(t)). Cette solution est simplement la restriction de la
solution maximale t 7→ Φ(t, x0, u) à l’intervalle [0 , tf ].

Soit tf > 0. Soient de plus f0 une fonction de classe C 1 sur Ω × Π et g une fonction
de classe C 1 sur Ω, toutes deux à valeurs dans R. Pour toute paire état-contrôle (x, u) ∈
AC([0 , tf ],Ω)× L∞([0 , tf ],Π), on définit son coût par un critère de la forme :

J(x, u) := g(x(tf )) +
∫ tf

0
f0(x(t), u(t)) dt.

Soit une condition initiale donnée x0 ∈ Ω. Soient maintenant Xf un sous-ensemble de Ω
(par exemple une sous-variété de Rn incluse dans Ω) que l’on cherche à atteindre et un sous-
ensemble U ⊂ Π fermé représentant les contraintes imposées sur le contrôle. Un exemple de
problème de contrôle optimal est le suivant : on souhaite déterminer le contrôle u ∈ Utf ,x0 à
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valeurs dans U tel que la trajectoire associée x(·) := Φ(·, x0, u) vérifie la condition terminale
x(tf ) ∈ Xf et tel que la paire (x, u) minimise le critère J . Ce problème de contrôle optimal (à
temps final et condition initiale fixés) peut se réécrire de manière synthétique sous la forme
suivante :

(P1)


min J(x, u)

ẋ(t) = f(x(t), u(t)), u(t) ∈ U, t ∈ [0, tf ] p.p.,

x(0) = x0, x(tf ) ∈ Xf ,

ou encore sous la forme équivalente 1 :

min
¶
J(x, u)

∣∣∣ u ∈ Utf ,x0 ∩ UR, x(tf ) ∈ Xf , x(·) = Φ(·, x0, u)
©
.

Puisque x(·) = Φ(·, x0, u) est définie de manière unique par la donnée de u, car t0 = 0 et x0
est fixé, nous pouvons réécrire le problème sous la forme réduite suivante

min
¶
F (u)

∣∣∣ u ∈ Utf ,x0 ∩ UR, Etf ,x0(u) ∈ Xf

©
,

avec F (u) := J(Φ(·, x0, u), u) et sachant que Etf ,x0(u) = Φ(tf , x0, u). Une solution (globale)
au probème (P1) est définie ainsi. Une paire état-contrôle (x̄, ū) est dite admissible pour (P1)
si ū ∈ Utf ,x0 ∩ UR, si x̄(·) = Φ(·, x0, ū) et si x̄(tf ) ∈ Xf . Elle est solution de (P1) si pour
toute autre paire état-contrôle (x, u) admissible : J(x̄, ū) ≤ J(x, u).

Remarque 2.1.1. Nous pouvons parler de paire / solution admissible ou optimale. Une solution
est sous-entendue optimale.

2.2 Formulations

Dans ce manuscrit, nous nous intéressons à la forme (la plus générale) suivante de pro-
blème de contrôle optimal :

(OCP)


min J(x, u, t0, tf ) := g(t0, x(t0), tf , x(tf )) +

∫ tf

t0
f0(t, x(t), u(t)) dt

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), u(t) ∈ U, t ∈ [t0 , tf ] p.p.,

c(t0, x(t0), tf , x(tf )) = 0Rl ,

où f , f0, g et c sont au moins de classe C 1, avec

• f : I × Ω×Π→ Rn,
• f0 : I × Ω×Π→ R,
• g : I × Ω× I × Ω→ R et
• c : I × Ω× I × Ω→ Rp, l ≤ 2(n+ 1),

1. L’ensemble UR est l’ensemble des applications de R dans U .
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où I est un intervalle ouvert de R, Ω un ouvert de Rn, Π un ouvert de Rm, U ⊂ Π fermé
(pour la topologie trace sur Π) et où la fonction c est une submersion en tout point de
c−1({0Rl}), c’est-à-dire c′(t0, x0, tf , xf ) est surjective pour tout point (t0, x0, tf , xf ) vérifiant
c(t0, x0, tf , xf ) = 0.

Le problème de contrôle optimal est dit à à temps final libre si tf n’est pas fixé,
sinon on parle de temps final fixé. De même, la temps initial t0 peut être une variable
d’optimisation et on parle alors de temps initial libre. Si t0 est fixé on parle de problème
à à temps initial fixé. On définit une solution (globale) au Problème (OCP) ainsi :

Définition 2.2.1 – Solution de (OCP)

Un 4-uplet (x̄, ū, t̄0, t̄f ) est dit admissible pour (OCP) si
• (t̄0, t̄f ) ∈ I2,
• ū ∈ L∞([t̄0 , t̄f ],Π), u(t) ∈ U sur [t̄0 , t̄f ],
• x̄ ∈ AC([t̄0 , t̄f ],Ω), x̄ = Φ(·, t̄0, x̄(t0), ū) et
• c(t̄0, x̄(t̄0), t̄f , x̄(t̄f )) = 0Rl .

Il est de plus optimal si pour tout autre 4-uplet (x, u, t0, tf ) admissible :

J(x̄, ū, t̄0, t̄f ) ≤ J(x, u, t0, tf ).

Définition 2.2.2

La formulation du problème de contrôle optimal (OCP) est dite de Bolza. Il existe
deux autres formulations ; celle de Lagrange (g ≡ 0) et celle de Mayer (f0 ≡ 0).

Le problème important du temps minimal correspond à f0 ≡ 1 et g ≡ 0 ou bien à
f0 ≡ 0 et g(t0, x0, tf , xf ) = tf . Le temps final tf étant bien entendu libre dans ce cas. On
peut toujours se ramener à un problème à temps final fixé en normalisant l’intervalle de
temps à [0 , 1] par exemple, puis en ajoutant tf aux variables d’état. Si on note s ∈ [0 , 1]
le nouveau temps, alors la dynamique pour la nouvelle variable d’état est ṫf (s) = 0 et on
laisse tf (0) et tf (1) libres. Un autre point de vue est le suivant. Une fois l’intervalle de temps
normalisé, on laisse tf comme un paramètre à optimiser mais cette formulation à paramètres
n’est pas incluse dans (OCP).

Exercice 2.2.1: Soit le problème de contrôle optimal suivant :
min J(x, u) :=

∫ tf

0
f0(x(t), u(t)) dt

ẋ(t) = f(x(t), u(t)), u(t) ∈ U, t ∈ [0 , tf ] p.p.,

x(0) = x0, c(x(tf )) = 0,
sous les hypothèses habituelles. Montrer que l’on peut ramener le problème sur l’in-
tervalle de temps [0 , 1] au lieu de [0 , tf ], en faisant un changement de variable adapté.
Attention, le changement de variable peut avoir des conséquences sur le critère, l’équa-
tion différentielle et la contraintre c = 0.
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D’une formulation de Lagrange à Mayer. Supposons g ≡ 0 et considérons :

(P2)


min J(x, u, t0, tf ) :=

∫ tf

t0
f0(t, x(t), u(t)) dt

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), u(t) ∈ U, t ∈ [t0 , tf ] p.p.,

c(t0, x(t0), tf , x(tf )) = 0,

Introduisons la définition suivante fondamentale pour la suite.

Définition 2.2.3 – Système augmenté

On note x̃ := (x, x0) l’état augmenté et f̃ := (f, f0) le système augmenté tels que

f̃(t, x̃, u) := (f(t, x, u), f0(t, x, u)).

Le Problème (P2) peut alors se réécrire sous la forme de Mayer particulière suivante :

(P3)


min J̃(x̃, u, t0, tf ) := x0(tf )

˙̃x(t) = f̃(t, x̃(t), u(t)), u(t) ∈ U, t ∈ [t0 , tf ] p.p.,

c̃(t0, x̃(t0), tf , x̃(tf )) = 0,

avec c̃(t0, x̃0, tf , x̃f ) := (c(t0, x0, tf , xf ), x0
0). Dans ce cas, la valeur initiale du critère est fixée

à 0. Le pseudo-hamiltonien (voir Définition 1.6.4) associé au système augmenté s’écrit

H(t, x̃, p̃, u) := p̃ · f̃(t, x̃, u) = p · f(t, x, u) + p0 f0(t, x, u),

où p̃ := (p, p0) et puisque ce pseudo-hamiltonien ne dépend pas de la variable x0 nous pouvons
l’écrire H(t, x, p, p0, u). Nous donnons donc la définition suivante :

Définition 2.2.4 – Pseudo-hamiltonien associé au Problème (OCP)

Le pseudo-hamiltonien associé au problème de contrôle optimal (OCP) est :

H : I × Ω× (Rn)∗ × R×Π −→ R
(t, x, p, p0, u) 7−→ H(t, x, p, p0, u) := p · f(t, x, u) + p0 f0(t, x, u).

2.3 Exemples

Exemple 2.3.1 (Transfert orbital autour de la Terre). L’une des activités historiques en
contrôle optimal de l’équipe Algorithmes Parallèles et Optimisation (APO) de l’Institut de
Recherche en Informatique de Toulouse (IRIT), est l’analyse de problèmes de transfert orbital
de satellites. L’un des problèmes qui fut étudiés en collaboration avec le Centre National
d’études Spatiales (CNES) de Toulouse, est le transfert d’un satellite autour de la Terre
d’une orbite basse vers une orbite géostationnaire à l’aide d’un moteur à poussée faible. Les
moteurs chimiques qui ont une poussée forte, permettent de réaliser le transfert en quelques
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manoeuvres. L’utilisation de moteurs plus récents à propulsion électro-ionique à poussée
faible permet la réduction significative des coûts liés à la consommation de carburant.

Dans ce problème, on connaît les orbites initiale et finale ainsi que la dynamique du
satellite. L’objectif est alors de déterminer le contrôle (ou loi de commande), c’est-à-dire la
poussée du moteur, à tous les instants, permettant de réaliser le transfert en minimisant
la consommation de carburant. Le Principe du Maximum de Pontryagin (cf. Chapitre 4)
indique alors que le contrôle optimal est de type Bang-Bang, c’est-à-dire ici que le moteur
est par intervalle soit éteint, soit à pleine poussée.

Modélisation du problème. Le satellite est assimilé à un point matériel de masse m,
soumis à l’attraction terrestre et à une force de propulsion F , dépendante du temps t. En
première approximation, le système s’écrit

r̈(t) = −µ r(t)
∥r(t)∥3 + F (t)

m(t) ,

où r(t) désigne le vecteur position du satellite à l’instant t dans un référentiel dont l’origine
est le centre de la Terre, µ la constante de gravitation de la Terre et ∥·∥ la norme euclidienne.
Le système libre F ≡ 0 correspond aux équations de Kepler. Pratiquement, la poussée est
limitée, i.e. ∥F∥ ≤ Fmax et on peut changer son orientation. La propulsion se fait par
éjection de matière, à vitesse ve et il faudrait rajouter au système l’équation de la masse
ṁ(t) = −F (t)/ve, ce que nous ne faisons pas dans cet exemple. Nous considérons la masse
constante. L’état du sytème est donc x := (r, v). Il vérifie à chaque instant t :

ṙ(t) = v(t),

v̇(t) = −µ r(t)
∥r(t)∥3 + F (t)

m

et on contrôle la poussée de l’engin F au cours du temps. Puisque nous considérons des
poussées faibles, nous réécrivons F := εu, de sorte que u := (u1, u2, u3) est soumis à la
contrainte ∥u∥ ≤ 1 et tel que ε > 0 petit soit la poussée maximale.

Deux questions fondamentales.

1. Soient x0 une orbite initiale et xf une orbite terminale, existe-t-il un contrôle u(·) tel que
la trajectoire associée joigne x0 à xf en un temps fini tf ? C’est le problème de contrôlabilité.

2. Si la condition de la question précédente est remplie, existe-t-il un contrôle joignant
x0 à xf en temps fini qui de plus minimise la consommation de carburant ? Et s’il existe,
comment le calculer ? C’est le problème de contrôle optimal.

Un résultat. Les données sont les suivantes. Le satellite a une masse m = 1500 Kg. Il doit
être transféré autour de la Terre (µ = 398600.47 km3s−2) d’une orbite initiale elliptique basse,
excentrique et inclinée (le satellite est lancé par une fusée) à une orbite finale géostationnaire
dans le plan équatorial, en utilisant une poussée maximale de ε = 10 N (Newton), tout en
minimisant la consommation de carburant.
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Le critère ou encore la fonction coût à minimiser (i.e. la consommation de carburant)
dépend ici du contrôle u(·) appliqué et du temps de transfert tf . La fonction coût est sim-
plement la norme L1 du contrôle : ∫ tf

0
∥u(t)∥ dt→ min,

le temps final tf étant fixé. Le contrôle optimal (de type Bang-Bang) ainsi que sa trajectoire
associée se trouve Figure 2.1.
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Figure 2.1 – Le contrôle optimal (graphes de gauche) est donné en fonction du temps pour
les trois composantes u1, u2, u3 et la norme ∥u∥, respectivement de haut en bas. La trajectoire
optimale est représentée sur les graphes de droite. On retrouve la trajectoire (en bleu) autour
de la Terre en trois dimensions (en haut), et les projections sur les plans (r1, r2) et (r2, r3)
(en bas). Les flèches rouges indique l’activité du contrôle qui est clairement localisée autour
des apogées et des deux derniers périgées.

□
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Exemple 2.3.2 (Problème temps-minimal linéaire). Voici un exemple de problème linéaire,
où l’on cherche à minimiser le temps final et avec des conditions aux limites simples :

min J(x, u, tf ) := tf

ẋ(t) = Ax(t) +B u(t), u(t) ∈ U, t ∈ [0 , tf ] p.p.,

x(0) = x0, x(tf ) = xf ,

où x(t) ∈ Rn, U est un polytope convexe compact de Rm, A et B sont des matrices constantes
d’ordre respectivement n× n et n×m, et où x0 et xf sont fixés. Un tel problème est appelé
un problème temps-minimal linéaire. □

Exemple 2.3.3 (Problème linéaire-quadratique). Les problèmes linéaire-quadratique sont
très présents en automatique par exemple. On peut par exemple chercher à stabiliser un
pendule inversé à la verticale, ou encore un robot Lego segway, cf. Figure 2.2.

Figure 2.2 – Robot Lego segway.

Ces problèmes sont définis par un système linéaire, un coût quadratique, et en général il
n’y a pas de contraintes terminales :

min J(x, u) := 1
2

∫ tf

0
(Ru(t) |u(t)) + (P x(t) |u(t)) + (Qx(t) |x(t))

ẋ(t) = Ax(t) +B u(t), u(t) ∈ Rm, t ∈ [0 , tf ] p.p.,

x(0) = x0,

où x(t) ∈ Rn, x0 et tf sont fixés, où A, B, P , Q et R sont des matrices constantes de
dimensions adaptées, R et Q sont symétriques, et (· | ·) représente le produit scalaire usuel.
Un tel problème est appelé un problème linéaire-quadratique. □

Exemple 2.3.4 (Calcul des variations [25, 35]). Considérons un système contrôlé sans
contraintes sous sa forme la plus simple ẋ(t) = u(t), avec Π = Rn. Supposons que les
conditions aux limites soient elles aussi simples, i.e. x(0) = x0 et x(tf ) = xf , avec tf > 0
fixé. Ce problème de contrôle optimal se réduit en un problème standard de calcul des
variations :

min
x

∫ tf

0
L(x(t), ẋ(t)) dt, x(0) = x0, x(tf ) = xf ,
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où L := f0 est un ce que l’on appelle un lagrangien. D’un point de vue contrôle optimal, il
s’écrit : 

min J(x, u) :=
∫ tf

0
L(x(t), u(t)) dt

ẋ(t) = u(t), u(t) ∈ Rn, t ∈ [0 , tf ] p.p.,

x(0) = x0, x(tf ) = xf .

Exemple de lagrangien : L(x, u) = T (u)− V (x) = 1
2∥u∥

2 − V (x), V un potentiel. □

Exemple 2.3.5 (Géométrie riemannienne [31, 51]). Supposons que l’espace d’état soit une
variété différentielle M de dimension n munie d’une métrique riemannienne g. Autrement
dit, (M, g) est une variété riemannienne. Prenons le cas M = Rn pour simplifier. Dans, ce
cas, la métrique peut s’écrire sous la forme suivante. Pour tout x ∈M = Rn et tout vecteur
tangent v ∈ TxM = Rn, on a :

gx(v) = vTA(x) v,

où A(x) est une matrice définie positive et l’application x 7→ A(x) est lisse. L’objectif ici est
la recherche de plus courts chemins entre deux points x0 et xf donnés de Rn. Ceci revient à
résoudre le problème de calcul des variations suivant :

min
∫ tf

0

»
gx(t)(ẋ(t)) dt, x(0) = x0, x(tf ) = xf .

Une illustration sur un ellispoide de révolution oblat est donné Figure 2.3.

Figure 2.3 – Les trajectoires en bleu sont des géodésiques (minimisantes sur la figure de
gauche), c’est-à-dire des trajectoires en ligne droite pour la métrique g, partant d’un même
point x0 et recouvrant l’ellispoide. Ici la métrique est la métrique usuelle de R3 projetée sur
l’ellipsoide. La courbe noire (à gauche) est ce que l’on appelle le lieu de coupure depuis x0,
voir [31], c’est l’ensemble des points où les géodésiques perdent leur optimalité (globale). La
caustique [7] rouge en forme d’astroïde, cf. https://tinyurl.com/astroid-wikipedia, est le lieu
conjugué depuis x0, c’est l’ensemble des points où les géodésiques perdent leur optimalité
locale et se replient. Ce lieu forme une enveloppe du flot géodésique que l’on peut distinguer
sur la figure de droite.

□

https://tinyurl.com/astroid-wikipedia
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Exemple 2.3.6 (Chariot sur rail ou double intégrateur). Considérons un chariot se déplaçant
sur un rail, dont on peut contrôler l’accélération par l’intermédiaire d’une force u. On choisit
de représenter l’état q du chariot par la position de son centre x et sa vitesse v.

0 x(t)

•
u(t)

On suppose que la masse du chariot est constante et unitaire, et qu’il n’y a pas de frottements.
La dynamique s’écrit : ẋ(t) = v(t), v̇(t) = u(t). Cherchons à minimiser l’énergie du transfert :∫ tf

0 u2(t) dt, avec comme conditions aux limites x(0) = −1, v(0) = 0, x(tf ) = 0 et v(tf ) = 0,
en prenant tf = 1. Dans ce cas, le contrôle optimal est lisse. Le résultat est donné Figure 2.4.

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

x

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

v

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

8

u

Figure 2.4 – Pour le problème à énergie minimale, le contrôle optimal est lisse.
Remplaçons le critère énergie par le temps de transfert. Il nous faut alors ajouter une

contrainte sur la force u et le problème à temps minimal s’écrit :

(P4)


min J(x, u, tf ) := tf

ẋ(t) = v(t), v̇(t) = u(t), |u(t)| ≤ 1, t ∈ [0 , tf ] p.p.,

(x(0), v(0)) = (−1, 0), (x(tf ), v(tf )) = (0, 0).

Dans ce cas, le contrôle optimal n’est pas lisse. Il possède une discontinuité, cf. Figure 2.5.
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□
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Exemple 2.3.7 (Contrôle bang-bang (problème de Rayleigh)). Considérons le problème de
temps minimal, i.e. min tf , pour le système contrôlé de Rayleigh [60] :

ẋ1(t) = x2(t), ẋ2(t) = −x1(t) + x2(t)(1.4− 0.14x2(t)2) + u1(t),

avec les conditions aux limites x1(0) = x2(0) = −5, x1(tf ) = x2(tf ) = 0 et avec la contrainte
sur le contrôle |u1(·)| ≤ 4. Ce problème possède une unique solution, de nature Bang-Bang ;
u1(·) est discontinu et commute entre les valeurs −4 et +4. On remarque que |u1(t)| = 4, pour
tout t ∈ [0 , tf ], tf ≈ 3.67. La trajectoire et le contrôle solutions sont présentés Figure 2.6.
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Figure 2.6 – Problème de Rayleigh. (Gauche) Trajectoire. (Droite) Contrôle. □

Exemple 2.3.8 (Convergence presque-partout du contrôle régularisé (problème de Ray-
leigh)). Nous allons maintenant régulariser le problème de Rayleigh afin de rendre le contrôle
optimal lisse. Nous utilisons la régularisation présentée dans [66]. On introduit un nouveau
contrôle u2(·) et un paramètre ε > 0 petit :

ẋε
1(t) = xε

2(t) + ε uε
2(t), ẋε

2(t) = −xε
1(t) + xε

2(t)(1.4− 0.14xε
2(t)2) + uε

1(t),

avec les mêmes conditions aux limites que pour l’exemple précédent. Le contrôle uε(·) :=
(uε

1(·), uε
2(·)) satisfait la contrainte uε

1(·)2 +uε
2(·)2 ≤ 16. D’après [66, Théorème 1], la solution

de ce problème notée (xε(·), uε(·), tεf ) est telle que :
• tεf converge vers tf ,
• xε(·) converge uniformément vers x(·),
• uε

1(·) converge vers u1(·) et uε
2(·) converge vers 0 presque partout sur [0 , tf ],

où (x(·), u1(·), tf ) est la solution du problème de Rayleigh. On peut observer ceci Figure 2.7.
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Exemple 2.3.9 (Problème de Goddard et contrôle Bang-Singulier-Bang). Nous nous inté-
ressons maintenant au problème centenaire de Goddard [37]. L’objectif est de maximiser
l’altitude finale d’une fusée en vol vertical en un temps donné :

(PG)



max h(tf )

ḣ(t) = v(t),

v̇(t) = 1
m(t) (c u(t)−D(v(t), h(t)))− g0,

ṁ(t) = −u(t),

0 ≤u(t) ≤ umax,

h(t0) = h0, v(t0) = v0, m(t0) = m0,

m(tf ) = mf ,

avec t0 = 0, q0 := (h0, v0,m0) = (0, 0,m0), et où h(t) est l’altitude au temps t, v(t) est la
vitesse, m(t) la masse de la fusée, D(h, v) la force de traînée, g0 la constante de gravité, c
l’impulsion spécifique et u(t) la poussée du moteur. La structure optimale dépend du temps
final fixé tf . Nous reprenenons les conditions expérimentales de l’article [59]. On sait alors
que pour tf = 20, la structure de la solution est Bang-Bang avec deux arcs. La poussée est
maximale durant le premier arc, i.e. u(·) ≡ umax, puis lors du deuxième arc, u(·) ≡ 0. La
trajectoire au cours du temps avec la loi de commande est donnée Figure 2.8. Pour tf ≈ 206,
la structure optimale est Bang-Singulière-Bang avec trois arcs, le premier u(·) ≡ umax, puis
u(·) ∈ ]0 , umax[ et enfin u(·) ≡ 0, cf. Figure 2.9.
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Figure 2.8 – Altitude, vitesse et masse de la fusée et poussée du moteur en fonction du
temps normalisé. Ici tf = 20.
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Dans cette section, nous allons donner des conditions nécessaires d’optimalité
que l’on peut qualifier de faible par comparaison avec le Principe du Maximum
de Pontryagin présenté par la suite. Pour le principe faible, nous supposons que
U = Π dans (OCP), c’est-à-dire qu’il n’y a pas de contraintes sur le contrôle.
Autrement dit, U est un ouvert de Rm.

3.1 Mayer avec conditions terminales
Nous commençons avec un problème sous la forme de Mayer et des conditions terminales

seulement. La condition initiale, le temps initial et le temps final sont fixés. Nous considérons
un système autonome donc nous pouvons fixer t0 = 0.

Hypothèse H1. Soit un système contrôlé autonome ẋ(t) = f(x(t), u(t)), où f est une application
lisse de Ω × Π dans Rn, Ω un ouvert de Rn et Π un ouvert de Rm. Considérons de plus deux
applications g et c lisses de Ω dans, respectivement, R et Rl, l ≤ n. On suppose que c est une
submersion sur c−1({0Rl}). On considère enfin tf ≥ 0 et x0 ∈ Ω.

Remarque 3.1.1. Le qualificatif lisse veut dire suffisamment régulier. On peut supposer que les
applications sont au moins de classe C 1.

On définit le problème de contrôle optimal de Mayer avec conditions terminales par :

(PM )


min J(x, u) := g(x(tf ))

ẋ(t) = f(x(t), u(t)), u(t) ∈ Π, t ∈ [0 , tf ] p.p.,

x(0) = x0, c(x(tf )) = 0Rl ,

Nous pouvons réécrire le problème sous la forme suivante :

(PM ) ≡ min
{

(g ◦ Etf ,x0)(u)
∣∣ u ∈ Utf ,x0 , (c ◦ Etf ,x0)(u) = 0Rl

}
,
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où Utf ,x0 et Etf ,x0 sont définis Sections 1.3 et 1.4 respectivement. Rappelons que Utf ,x0 est
un ouvert de l’ensemble des contrôles admissibles, cf. Corollaire 1.3.3. Nous avons alors les
conditions nécessaires d’optimalité suivantes.

Proposition 3.1.1 – Conditions nécessaires, problème de Mayer

Si (x, u) est solution du Problème (PM ) sous les Hypothèses (H1), alors il existe un
vecteur adjoint p ∈ AC([0 , tf ], (Rn)∗), un réel p0 ∈ {−1, 0} et une forme linéaire
λ ∈ (Rl)∗, tels que (p, p0) ̸= (0, 0), et les équations suivantes sont vérifiées pour
t ∈ [0 , tf ] p.p. :

ẋ(t) = ∂H

∂p
(x(t), p(t), u(t)),

ṗ(t) = −∂H
∂x

(x(t), p(t), u(t)),

0 = ∂H

∂u
(x(t), p(t), u(t)),

où H(x, p, u) := p · f(x, u) est le pseudo-hamiltonien associé à (PM ). Les conditions
terminales c(x(tf )) = 0 sont vérifiées et on a la condition de transversalité :

p(tf ) =
(
p0 g′(x(tf )) + λ ◦ c′(x(tf ))

)
.

� Le Problème (PM ) est équivalent au problème

min
{

(g ◦ E)(u)
∣∣ u ∈ Utf ,x0 , (c ◦ E)(u) = 0

}
où on a noté E := Etf ,x0 et où Utf ,x0 est un ouvert de L∞([0 , tf ],Rm), cf. Corollaire 1.3.3,
sachant que L∞([0 , tf ],Rm) est un espace de Banach. Posons

L : Utf ,x0 × (Rl)∗ × R −→ R
(u, λ, λ0) 7−→ L(u, λ, λ0) := λ0(g ◦ E)(u) + λ · (c ◦ E)(u).

D’après le Théorème A.7.3, si u est optimal, alors il existe une paire (λ, λ0) ∈ (Rl)∗ × R
telle que (λ, λ0) ̸= (0, 0) et on peut par homogénéité fixer λ0 ∈ {−1, 0}. De plus, pour
tout δu ∈ L∞([0 , tf ],Rm) :

∂L

∂u
(u, λ, λ0) · δu = (λ0g′(E(u)) + λ ◦ c′(E(u))) · (E′(u) · δu) =: Ψ · δx(tf ) = 0,

où l’on a défini Ψ := λ0g′(E(u)) + λ ◦ c′(E(u)) et δx(tf ) := E′(u) · δu. On pose p0 := λ0.
∗ Voyons pour les trois premières équations de la proposition. Si Ψ = 0 alors elles sont
vérifiées en posant p(t) = 0. Si Ψ ̸= 0, alors u est singulier pour E et on applique le
Théorème 1.6.5. On a dans les deux cas, p(t) = ΨR(tf , t), où R est la résolvante associée
à l’équation linéarisée.
∗ Pour le reste de la proposition, quelque soit la valeur de Ψ, on a p(tf ) = Ψ par définition
de p et (p, p0) ̸= (0, 0) car sinon (p(tf ), p0) = (0, 0) donc λ ◦ c′(E(u)) = 0, ce qui implique
alors que λ = 0, car c est une submersion sur c−1({0}), et ceci est impossible car alors on
aurait (λ, λ0) = (0, 0), ce qui n’est pas. ■
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Donnons deux exemples où Ψ = p(tf ) = 0, Ψ étant définie dans la démonstration de la
Proposition 3.1.1. Remarquons que dire que Ψ = 0 revient à dire que x(tf ) vérifie la condition
nécessaire d’optimalité à l’ordre 1 (CN1) du problème :

min
x∈Ω
{g(x) | c(x) = 0} . (3.1)

Exemple 3.1.1. Soit le problème de Mayer défini par Ω = R, Π = R, g(x) = x2, f(x, u) = u,
c(x) ≡ 0 et x0 = −1. Le pseudo-hamiltonien est H(x, p, u) = pu. Ainsi, ∂uH(x, p, u) = p = 0
implique que p(t) = 0, donc p0 = −1. La condition de transversalité est p(tf ) = −2x(tf ).
Puisque p(tf ) = 0, on trouve que x(tf ) = 0, ce qui est bien le minimum de g sur R.
Remarquons que l’on peut choisir n’importe quel contrôle nous amenant en 0 en temps
tf . Tous ces contrôles admissibles ont le même coût. □

Exemple 3.1.2. Soit le problème de Mayer défini par Ω = R2, Π = R2, g(x) = x1, f(x, u) =
u, c(x) = ∥x∥2−1 et x0 = 0. Le pseudo-hamiltonien est H(x, p, u) = pu. Ainsi, ∂uH(x, p, u) =
p = 0 implique que p(t) = 0. La condition de transversalité est p(tf ) = (−1, 0) + 2λx(tf ).
Puisque p(tf ) = 0, on trouve que x2(tf ) = 0 et 2λx1(tf ) = 1. La condition finale c(x(tf )) = 0
implique que x1(tf ) = ±1, c’est-à-dire qu’il y a deux solutions à la CN1 de (3.1), mais puisque
l’on cherche à minimiser g(x) = x1, la solution est x1(tf ) = −1. Au final, on obtient que
x(tf ) = (−1, 0) et λ = −1/2. Comme dans l’exemple précédent, n’importe quel contrôle
amenant l’état en (−1, 0) en temps tf est optimal. □

3.2 Lagrange avec conditions aux limites simples

Nous donnons maintenant les conditions nécessaires d’optimalité faibles pour un problème
de Lagrange avec conditions aux limites simples, sans contraintes sur le contrôle et où t0,
x0 et tf sont fixés. Rappelons que par la suite, le Principe du Maximum de Pontryagin
généralisera toutes les conditions nécessaires que nous donnons dans ce chapitre.

Hypothèse H2. Soit un système contrôlé autonome ẋ(t) = f(x(t), u(t)), où f est une application
lisse de Ω×Π dans Rn, Ω un ouvert de Rn et Π un ouvert de Rm. Soient une application f0 lisse
de Ω×Π dans R, un scalaire tf ≥ 0 et deux points x0, xf dans Ω.

On définit le problème de Lagrange avec conditions aux limites simples par :

(PL)


min J(x, u) :=

∫ tf

0
f0(x(t), u(t)) dt

ẋ(t) = f(x(t), u(t)), u(t) ∈ Π, t ∈ [0 , tf ] p.p.,

x(0) = x0, x(tf ) = xf ,

Nous pouvons écrire le problème sous la forme suivante :

(PL) ≡ min
¶

(πx0 ◦ ‹Etf ,x̃0)(u)
∣∣∣ u ∈ Ũtf ,x̃0 , Etf ,x0(u) = xf

©
,

où Ũtf ,x̃0 est l’ensemble des contrôles admissibles pour le système augmenté, cf. Défini-
tion 2.2.3, et où ‹Etf ,x̃0 est l’application entrée/sortie associée au système augmenté. Nous
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avons aussi introduit la projection πx0(x̃) = x0, avec x̃ = (x, x0) ∈ Rn × R. Introduisons
l’ensemble accessible augmenté ‹A(t, x̃0) := Im ‹Et,x̃0 . Alors, nécessairement‹Etf ,x̃0(u) ∈ Front(‹A(tf , x̃0)),

car sinon, nous pourrions baisser le coût, voir l’illustration Figure 3.1. En effet sinon, il exis-
terait un voisinage du point x̃(tf ) = ‹Etf ,x̃0(u) = (x(tf ), x0(tf )) dans ‹A(tf , x̃0) contenant un
point (y, y0) tel que y0 < x0(tf ), ce qui contredirait l’optimalité du contrôle u. Ainsi, d’après
le Corollaire 1.6.3, u est un contrôle singulier pour l’application entrée/sortie augmentée. On
peut alors appliquer le Théorème 1.6.5 mais sur le système augmenté.

0 x

x0

x0 xf

x0ptf q

rAptf , rx0q

9rxptf q

Im rE1
tf ,rx0

puq

rpptf q
•

Figure 3.1 – Sur cet exemple, on a p0 ̸= 0.

Ceci nous mène aux conditions nécessaires d’optimalité suivantes.

Proposition 3.2.1 – Conditions nécessaires, problème de Lagrange

Si (x, u) est une solution du Problème (PL) sous les Hypothèses (H2), alors il existe un
vecteur adjoint p ∈ AC([0 , tf ], (Rn)∗), un réel p0 ∈ {−1, 0}, tels que (p, p0) ̸= (0, 0),
et tels que les équations suivantes sont vérifiées pour t ∈ [0 , tf ] p.p. :

ẋ(t) = ∂H

∂p
(x(t), p(t), p0, u(t)),

ṗ(t) = −∂H
∂x

(x(t), p(t), p0, u(t)),

0 = ∂H

∂u
(x(t), p(t), p0, u(t)),

où H(x, p, p0, u) := p · f(x, u) + p0 f0(x, u) est le pseudo-hamiltonien associé à (PL).

Remarque 3.2.1. Nous pouvons remarquer qu’il n’y a pas de conditions de transversalité dans la
Proposition 3.2.1, simplement parce que la condition de transversalité de la Proposition 3.1.1 ap-
pliquée au problème de Mayer associé s’écrit p̃(tf ) = (λ, p0) et n’apporte donc aucune information
pertinente.
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Exercice 3.2.1: La preuve de la Proposition 3.2.1 est laissée en exercice. On pourra
utiliser le passage d’une formulation de Lagrange à Mayer.

Remarque 3.2.2. Le choix de fixer p0 ≤ 0 est arbitraire. On aurait très bien pu choisir p0 ≥ 0.
Cela changerait alors simplement l’orientation du vecteur adjoint p.

Remarque 3.2.3. Si E′
tf ,x0

(u) est surjective, i.e. si u n’est pas un contrôle singulier pour l’ap-
plication entrée/sortie non augmentée, alors p0 ̸= 0 (on a la qualification des contraintes). Si
Etf ,x0(u) ∈ Front(A(tf , x0)), alors u est singulier pour Etf ,x0 et p0 = 0, cf. Figure 3.2.

0 x

x0

x0 xf

x0ptf q

rAptf , rx0q 9rxptf q

Im rE1
tf ,rx0

puq

rpptf q
•

Figure 3.2 – Sur cet illustration, on a p0 = 0.

3.3 Bolza à temps final libre et conditions terminales

Généralisons un peu plus le problème de contrôle optimal. Considérons pour cela un
système non autonome, un problème sous la forme de Bolza et fixons seulement t0 et x0,
c’est-à-dire que le temps final tf est libre.

Hypothèse H3. Soit un système contrôlé non autonome ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)) où f est une
application lisse de I × Ω× Π dans Rn, I un intervalle ouvert de R, Ω un ouvert de Rn et Π un
ouvert de Rm. Considérons de plus une application f0 lisse sur I × Ω×Π et à valeurs dans R et
deux applications g et c lisses de I×Ω dans, respectivement, R et Rl, l ≤ n+1. On notera (tf , xf )
l’argument des applications g et c. On suppose enfin que c est une submersion sur c−1({0Rl}). Soit
t0 ∈ I et x0 ∈ Ω.

On définit le problème de Bolza à temps final libre et conditions terminales par :

(PB)


min J(x, u, tf ) := g(tf , x(tf )) +

∫ tf

t0
f0(t, x(t), u(t)) dt

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), u(t) ∈ Π, t ∈ [t0 , tf ] p.p.,

x(t0) = x0, c(tf , x(tf )) = 0Rl ,
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Nous pouvons écrire le Problème (PB) sous la forme suivante :
min

{
F (u, tf )

∣∣ tf ∈ I, u ∈ Ut0,tf ,x0 , c(tf ,Φ(tf , t0, x0, u)) = 0Rl

}
,

où
F (u, tf ) := J(Φ(·, t0, x0, u), u, tf ),

où Φ(·, t0, x0, u) est la solution maximale du système ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)) de condition
initiale x(t0) = x0 et où Ut0,tf ,x0 est l’ensemble des contrôles u ∈ L∞([t0 , tf ],Π) tels que
Φ(·, t0, x0, u) est bien définie sur [t0 , tf ]. Pour faire apparaître explicitement les dépendances
aux variables à optimiser, on peut écrire le critère sous la forme :

F (u, tf ) = g(tf ,Φ(tf , t0, x0, u)) + πx0(Φ̃(tf , t0, x̃0, u)),

où Φ̃ est le flot associé au système augmenté et πx0(x̃) = x0 pour x̃ = (x, x0) ∈ Rn × R.
Supposons que le cas trivial tf = t0 ne soit pas admissible, c’est-à-dire qu’il n’est pas

possible de vérifier la contrainte c = 0 pour tf = t0. Dans ce cas, le Problème (PB) est encore
équivalent au problème :

min {F (u, tf ) | (u, tf ) ∈ O, h(u, tf ) = 0} ,
où h(u, tf ) := c(tf ,Φ(tf , t0, x0, u)) et où

O :=
{

(u, tf )
∣∣ tf ∈ I ∩ ]t0 ,∞[, u ∈ Ut0,tf ,x0

}
.

Nous voulons appliquer le Théorème (A.7.3). Pour cela, nous aimerions montrer que O
est un ouvert d’un espace de Banach. Adoptons une stratégie différente. Supposons que
le Problème (PB) admette une solution (ū, t̄f ). Alors, il existe ε > 0 tel que ū ∈ Ut0,t̄f +ε,x0 ,
cf. [67, Lemme 2.6.2], et pour lequel t̄f + ε ∈ I. Nous pouvons alors considérer le problème
équivalent (à démontrer) suivant :

min {F (u, tf ) | (u, tf ) ∈ Oε, h(u, tf ) = 0} ,
où Oε := Ut0,t̄f +ε,x0 × ]t0 , t̄f + ε[ est un ouvert de l’espace de Banach L∞([t0 , t̄f + ε],Π)×R,
puisque Ut0,t̄f +ε,x0 est un ouvert de L∞([t0 , t̄f +ε],Π) d’après [67, Théorème 1]. Nous pouvons
donc appliquer le Théorème (A.7.3).

Puisque le temps final est libre, c’est donc une variable d’optimisation. Dans les conditions
nécessaires, nous nous attendons donc à avoir une nouvelle condition à vérifier. Voyons seule-
ment d’où vient cette nouvelle condition. Introduisons la notation x(tf , u) := Φ(tf , t0, x0, u),
t0 et x0 étant fixés. On pose

L(u, tf , p0, λ) := p0F (u, tf ) + λ · c(tf , x(tf , u))
le lagrangien associé au problème. Alors la solution doit vérifier (on omet les arguments)

0 = ∂L

∂tf
= p0 ∂F

∂tf
+ λ ◦

Å
∂c

∂tf
+ ∂c

∂xf
· ẋ
ã

= p0 ∂g

∂tf
+ λ ◦ ∂c

∂tf
+ p0f0 +

Å
p0 ∂g

∂xf
+ λ ◦ ∂c

∂xf

ã
· f

= ∂ξ

∂tf
+ p0f0 + p(tf ) · f,

car p(tf ) = ∂xf
ξ, avec ξ = p0g + λ · c. Nous obtenons les conditions suivantes.
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Proposition 3.3.1 – Conditions nécessaires, problème de Bolza

Si (x, u, tf ) est une solution du Problème (PB) sous les Hypothèses (H3), alors il existe
un vecteur adjoint p ∈ AC([t0 , tf ], (Rn)∗), un réel p0 ∈ {−1, 0} et une forme linéaire
λ ∈ (Rl)∗ tels que (p, p0) ̸= (0, 0) et tels que les équations suivantes sont vérifiées pour
t ∈ [t0 , tf ] p.p. :

ẋ(t) = ∂H

∂p
(t, x(t), p(t), p0, u(t)),

ṗ(t) = −∂H
∂x

(t, x(t), p(t), p0, u(t)),

0 = ∂H

∂u
(t, x(t), p(t), p0, u(t)),

(3.2)

où H(t, x, p, p0, u) := p · f(t, x, u) + p0 f0(t, x, u) est le pseudo-hamiltonien associé
à (PB). La condition terminale c(tf , x(tf )) = 0 est vérifiée et on a en plus les conditions
de transversalité suivantes :

p(tf ) = p0 ∂g

∂xf
(tf , x(tf )) +

l∑
i=1

λi
∂ci

∂xf
(tf , x(tf )), (3.3)

Enfin, puisque le temps final est libre, si u(·) est continu en tf , alors on a :

H[tf ] = −
(
p0 ∂g

∂tf
(tf , x(tf )) +

l∑
i=1

λi
∂ci

∂tf
(tf , x(tf ))

)
, (3.4)

où [t] := (t, x(t), p(t), p0, u(t)).

Définition 3.3.2

• Une extrémale (faible) du Problème (PB) est un quadruplet (x, p, p0, u) solution
des équations pseudo-hamiltoniennes contraintes (3.2).
• On parle de BC-extrémale (BC vient de “Boundary Conditions”) si l’extrémale
vérifie en plus les conditions aux limites c(tf , x(tf )) = 0, x(t0) = x0, la condition
de transversalité (3.3) et la condition sur le hamiltonien (3.4).
• Une extrémale (x, p, p0, u) est dite anormale si p0 = 0 et normale dans le cas
contraire, i.e. p0 = −1.

Remarque 3.3.1. Lorsque l’on résout en pratique les équations données par la Proposition 3.3.1,
on explicite rarement la valeur de λ car si l’on détermine le vecteur adjoint, alors on peut retrouver
facilement le multiplicateur λ. Ceci explique pourquoi dans la définition d’une BC-extrémale λ
n’apparait pas.

Remarque 3.3.2. La Figure 3.2 ci-avant nous donne une illustration du cas anormal.

Exemple 3.3.1. Soit un problème de Lagrange avec une contrainte terminale de la forme
c(x(tf )) = 0Rl , l ≤ n et c une submersion. Alors, la condition de transversalité p(tf ) =
λ ◦ c′(x(tf )) signifie que p(tf ) ⊥ Tx(tf )M , où M := c−1({0Rl}) est une sous-variété de Rn.
Nous aurions donc pu définir les conditions de transversalité de manière plus générale en
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considérant une sous-variété M de Rn et en demandant que p(tf ) ⊥ Tx(tf )M . Cependant,
dans les applications de ce manuscrit et dans de nombreuses applications pratiques, l’en-
semble terminal M est défini globalement par une équation de la forme c(x) = 0Rl et les
conditions de transversalité données à partir de c sont plus pratiques à utiliser. □

Exemple 3.3.2. Reprenons l’Exemple 3.1.2 et ajoutons au critère, une partie intégrale de
la forme

1
2

∫ tf

0
∥u(t)∥2 dt.

Soit donc le problème de Bolza défini par Ω = R2, U = R2, g(x) = x1, f0(x, u) = ∥u∥2/2,
f(x, u) = u, c(x) = ∥x∥2 − 1 et x0 = 0 ∈ R2. Fixons de plus tf = 1. Puisque le sys-
tème est complètement contrôlable, nous devons retrouver la même valeur pour x(tf ) qu’à
l’Exemple 3.1.2. Ce qui change dans ce nouveau cas, c’est que le contrôle optimal est unique.
Voyons cela.

Le pseudo-hamiltonien est H(x, p, u) = pu+p0∥u∥2/2. Ainsi, la condition de stationarité
du pseudo-hamiltonien nous donne ∂uH(x, p, u) = p + p0u = 0. Si p0 = 0 alors p = 0 aussi
ce qui est impossible. On a donc p0 = −1 et le contrôle optimal vérifie donc u = p. La
dynamique sur le vecteur adjoint est ṗ = 0 donc p est constant. Notons w cette constante.
La condition de transversalité est donc

p(tf ) = (−1, 0) + 2λx(tf ) = w.

En résumé, nous sommes amener à résoudre le système suivant

ẋ(t) = u(t) = p(t),
ṗ(t) = 0,
x(0) = 0,

∥x(tf )∥ = 1
p1(tf ) = −1 + 2λx1(tf ),
p2(tf ) = 2λx2(tf ).

Puisque p(t) = w et x(0) = 0, on obtient x(t) = wt. Avec tf = 1, on obtient ∥x(tf )∥ =
∥w∥ = 1. La condition de transversalité devient −1 + 2λw1 = w1 et 2λw2 = w2 qui se réécrit
w1(1 − 2λ) = −1 et w2(1 − 2λ) = 0. Ceci implique que w2 = 0. Puisque ∥w∥ = 1, on a
w1 = ±1. Il y a toujours 2 possibilités mais celle qui minimise le coût est w1 = −1. En
conclusion, on a u(t) = p(t) = (−1, 0), x(t) = (−t, 0), p0 = −1 et λ = 0. □

Exemple 3.3.3. Dans l’Exemple 3.1.2 la condition de transversalité nous donnait

p(tf ) = −g′(x(tf )) + λc′(x(tf )) = (−1, 0) + 2λx(tf ) = 0

et nous avions remarqué que ceci était la condition nécessaire d’optimalité à l’ordre 1 du
problème de minimisation (3.1). En ajoutant un terme intégral dans le coût nous avons vu
dans l’exercice précédent que la condition de transversalité devenait

p(tf ) = −g′(x(tf )) + λc′(x(tf )) = (−1, 0) + 2λx(tf ) = w.
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Nous pouvons alors nous demander à quel problème de minimisation cette condition corres-
pond. Dans l’exemple précédent, le terme intégral était

1
2

∫ 1

0
∥u(t)∥2 dt.

Le contrôle optimal vérifiait u(t) = w et la trajectoire x(t) = wt. Introduisons le critère

F (w) := g(x(tf )) + 1
2

∫ 1

0
∥u(t)∥2 dt = w1 + 1

2∥w∥
2.

Posons le problème minw∈R2 {F (w) | c(w) = 1} . La CN1 de ce problème s’écrit
0 = −F ′(w) + λc′(w) = (−1, 0)− w + 2λw,

ce qui correspond exactement à la condition de transversalité. □

3.4 Condition de Legendre et conservation du hamiltonien
Condition de Legendre. Le long d’une extrémale est vérifiée la condition nécessaire à
l’ordre 1 suivante, de stationarité du hamiltonien par rapport à la variable u :

∂H

∂u
(t, x(t), p(t), p0, u(t)) = 0.

Appelons condition d’Euler-Hamilton cette condition. La condition d’Euler-Hamilton
est obtenue à partir de la différentielle de l’application entrée/sortie, non-augmentée dans
la formulation de Mayer et augmentée dans le cas Lagrange ou Bolza, combinée au Théo-
rème (A.7.3). Le point clé de ce résultat est le Théorème (A.7.2) d’application ouverte non
linéaire à l’ordre 1. D’une manière analogue, à partir d’un résultat à l’ordre 2 d’application
ouverte non linéaire, voir [1, Théorème 20.3] ou Théorème 3.6.1, nous pouvons obtenir une
condition nécessaire à l’ordre 2, en utilisant la différentielle d’ordre 2 de l’application entrée/-
sortie. Cette condition, voir [1, Proposition 20.11], est appelée condition de Legendre (ou
de Legendre-Clebsch) et implique que :

∂2H

∂u2 (t, x(t), p(t), p0, u(t)) · (v, v) ≤ 0, ∀ v ∈ Rm, ∀ t ∈ [t0 , tf ] p.p..

Voir aussi Théorème (B.4.2) pour le cas particulier du calcul des variations. Soit t ∈ [t0 , tf ],
on note Ft(u) := H(t, x(t), p(t), p0, u). Dire que les conditions d’Euler-Hamilton et celle de
Legendre sont vérifiées au temps t, c’est dire que u(t) vérifie les conditions nécessaires aux
ordres 1 et 2 du problème de maximisation sans contraintes :

max
u∈Π

Ft(u). (3.5)

Si de plus, la condition de Legendre est stricte, alors u(t) vérifie la condition suffisante à
l’ordre 2 d’optimalité locale stricte pour le Problème (3.5). Attention, même si la condition
suffisante est vérifiée sur tout l’intervalle [t0 , tf ] p.p., i.e. si

∂2H

∂u2 (t, x(t), p(t), p0, u(t)) · (v, v) < 0, ∀ v ∈ Rm, ∀ t ∈ [t0 , tf ] p.p.,

en aucun cas, cela nous donne une condition suffisante d’optimalité locale pour le problème
de contrôle optimal ! Il faut une condition supplémentaire appelée condition de Jacobi.
Voir Définition 3.6.5 ou [1] pour plus de détails. Ceci même en calcul des variations. Voir
Section B.6 ou [65] pour plus de détails.
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Discussion sur la régularité des extrémales. Nous allons voir que dans le cas où la
condition de Legendre est stricte, alors la régularité des applications f et f0 nous donne la
régularité des extrémales. Supposons f et f0 de classe C k, k ∈ N*. Alors,

(t, z, p0, u) 7→ H(t, z, p0, u) = p · f(t, x, u) + p0 f0(t, x, u)

est aussi de classe C k, avec z := (x, p). Supposons k ≥ 2, fixons p0 et considérons un triplet
(t̄ , z̄, ū) tel que ∂uH(t̄ , z̄, p0, ū) = 0 et ∂2

uuH(t̄ , z̄, p0, ū) est inversible. Si l’extrémale vérifie
la condition de Legendre, alors ∂2

uuH(t̄ , z̄, p0, ū) est inversible si et seulement si l’extrémale
vérifie la condition de Legendre stricte en (t̄ , z̄, p0, ū). Sous ces hypothèses, d’après le théo-
rème des fonctions implicites, on a au voisinage de (t̄ , z̄, ū) une fonction implicite u(t, z) de
classe C k−1 telle que sur ce voisinage ∂uH(t, z, p0, u(t, z)) = 0. Considérons maintenant une
extrémale (z(·), p0, u(·)) et supposons que le contrôle vérifie u(t) = u(t, z(t)). Alors, le long
de l’extrémale, on a

ż(t) = #—

H(t, z(t), u(t)) = #—

H(t, z(t), u(t, z(t)))

où l’on a introduit la notation
#—

H(t, z, u) :=
Å
∂H

∂p
(t, z, p0, u),−∂H

∂x
(t, z, p0, u)

ã
.

Posons
F (t, z) := #—

H(t, z, u(t, z))
et on se demande quelle est la régularité de la fonction F . Par nos hypothèses, H est C k

donc #—

H est C k−1. Par composition avec (t, z) 7→ u(t, z), F est donc C k−1. Puisque, ż(t) =
F (t, z(t)), alors la solution t 7→ z(t) est de classe C k.

Conservation du hamiltonien. Nous allons voir que dans le cadre précédent, le pseudo-
hamiltonien est constant le long de l’extrémale si le système augmenté est autonome. Par
nos hypothèses, H est C k, donc

t 7→M(t) := H(t, z(t), p0, u(t, z(t)))

est de classe C k−1, car même si z(·) est de classe C k, (t, z) 7→ u(t, z) est lui de classe C k−1.
On rappelle que l’on suppose k ≥ 2. On a M de classe C k−1, on peut donc calculer sa
dérivée :

M ′(t) = ∂H

∂t
(t, z(t), p0, u(t, z(t))) + ∂H

∂z
(t, z(t), p0, u(t, z(t))) · ż(t)

+ ∂H

∂u
(t, z(t), p0, u(t, z(t))) ·

(∂u
∂t

(t, z(t)) + ∂u

∂z
(t, z(t)) · ż(t)

)
= ∂H

∂t
(t, z(t), p0, u(t, z(t))) + ∂H

∂z
(t, z(t), p0, u(t, z(t))) · ż(t)

= ∂H

∂t
(t, z(t), p0, u(t, z(t))),

donc si le système augmenté est autonome, i.e. si H ne dépend pas de t, alors H est constant
le long d’une extrémale.
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3.5 Exemples

3.5.1 Exemple simple et fonction de tir

Considérons le problème de contrôle optimal suivant.
min J(x, u) := 1

2

∫ 1

0
u2(t) dt

ẋ(t) = −x(t) + u(t), u(t) ∈ R, t ∈ [0 , 1] p.p.,
x(0) = −1, x(1) = 0,

avec ∀ t ∈ [0 , 1], x(t) ∈ R. Appliquons les conditions nécessaires, cf. Proposition 3.2.1. Notons

H(x, p, p0, u) := p (−x+ u) + 1
2 p

0 u2

le pseudo-hamiltonien associé au problème étudié. Si u est optimal (avec x la trajectoire
associée) alors il existe un vecteur adjoint p et un scalaire p0 ∈ {0, 1} tels que (p, p0) ̸= 0 et
les équations suivantes sont vérifiées pour t ∈ [0 , 1] p.p. :

ẋ(t) = ∂pH[t] = −x(t) + u(t),
ṗ(t) = −∂xH[t] = p(t),
0 = ∂uH[t] = p(t) + p0u(t),

où [t] := (x(t), p(t), p0, u(t)). On ne peut pas avoir p0 = 0 car sinon p ≡ 0 (d’après la
troisième condition) ce qui est impossible puisque (p, p0) ̸= 0. Ainsi p0 = −1 et u(t) = p(t).
On obtient ainsi le problème aux deux bouts suivant à résoudre :

ẋ(t) = −x(t) + p(t),
ṗ(t) = p(t),
x(0) = −1 =: x0, x(1) = 0 =: xf ,

et le contrôle a disparu. L’inconnue de ce problème aux deux bouts est le vecteur adjoint
initial. En effet si l’on fixe p0 := p(0) alors d’après le théorème de Cauchy-Lipschitz, il existe
une unique solution maximale z := (x, p) vérifiant la dynamique (sur x et p) et la condition
initiale z(0) = (x0, p0). Le problème est donc de trouver p0 tel que x(1) = xf . Calculons la
solution. Tout d’abord :

ṗ(t) = p(t) =⇒ p(t) = et p0

=⇒ x(t) = (0.5 p0 e
2 t + C) e−t.

Or x(0) = x0 donc

x(t) = (0.5 p0 (e2 t − 1) + x0) e−t = p0 sh(t) + x0 e
−t

et finalement, puisque x(tf ) = xf avec tf = 1,

p0 = xf − x0 e
−tf

sh(tf ) = e−1

sh(1) = 2
e2 − 1 ≈ 0.3130.
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Remarque 3.5.1. Il faut bien comprendre qu’avec p0, on a tout ! On est donc passé de la recherche
d’une loi de commande (ou contrôle) u(·) à un vecteur de Rn. Ici n = 1. En effet, on a bien tout,
car avec (x0, p0), on peut calculer (x(t), p(t)) pour tout temps t et donc on a aussi le contrôle
u(t) = p(t) à chaque instant.

Remarque 3.5.2. Pour calculer p0, on a résolu le système affine en p0 à 1 équation S(p0) = 0,
avec

S : R −→ R
p0 7−→ S(p0) := Πx(z(tf , x0, p0))− xf = p0 sh(tf ) + x0 e

−tf − xf ,

où z(·, x0, p0) est la solution du problème de Cauchy

ż(t) = (−x(t) + p(t), p(t)), z(0) = (x0, p0),

avec z = (x, p) et où Πx(z) = x. La fonction S est appelée fonction de tir (shooting en anglais
ce qui explique la notation S).

On peut retrouver Figure 3.3 le flot entre les temps 0 et 1 du système hamiltonien
ẋ = −x+ p, ṗ = p, restreint à x(0) = −1, avec quelques fronts d’onde en vert et l’extrémale
solution en rouge. On remarque que les fronts d’onde sont linéaires. On ajoute un paramètre
α dans le système contrôlé permettant de modéliser des non-linéarités venant du frottement
par exemple. On considère donc le système ẋ = −x + αx2 + u ce qui nous donne comme
nouveau système hamiltonien ẋ = −x+ αx2 + p, ṗ = (1− 2αx) p. On retrouve Figure 3.4 le
flot entre les temps 0 et 1 de ce système hamiltonien restreint à x(0) = −1 pour α = 1.5. On
remarque que les fronts d’onde ne sont pas linéaires dans ce cas.

Figure 3.3 – Flot entre les temps 0 et 1 du système ẋ = −x+p, ṗ = p, restreint à x(0) = −1.
Les courbes bleues sont des extrémales pour différentes valeurs de p(0) entre −0.2 et 2.5. La
courbe rouge est l’extrémale solution. Les courbes vertes sont les fronts d’onde du flot aux
temps 0, 1/3, 2/3 et 1.
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Figure 3.4 – Flot entre les temps 0 et 1 du système ẋ = −x + αx2 + p, ṗ = (1 − 2αx) p,
restreint à x(0) = −1, pour α = 1.5. Les courbes bleues sont des extrémales pour différents
p(0) entre −0.2 et 2.5. Les courbes vertes sont les fronts d’onde aux temps 0, 1/3, 2/3 et 1.

3.5.2 Calcul des variations

Considérons le problème de contrôle optimal suivant :
min J(x, u) :=

∫ tf

0
L(x(t), u(t)) dt

ẋ(t) = u(t), t ∈ [0 , tf ] p.p.,
x(0) = x0, x(tf ) = xf ,

où L est une application lisse appelée lagrangien, où x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rn et tf > 0 est fixé.
Notons

H(x, p, p0, u) := p u+ p0 L(x, u)
le pseudo-hamiltonien associé au problème. Si u est solution, avec x la trajectoire associée,
alors d’après la Proposition 3.2.1 il existe un covecteur p absolument continu et un scalaire
p0 ∈ {−1, 0} tels que (p, p0) ̸= 0 et les équations suivantes sont vérifiées pour presque tout
t ∈ [0 , tf ] : 

ẋ(t) = ∂H

∂p
[t] = u(t),

ṗ(t) = −∂H
∂x

[t] = −p0 ∂L

∂x
(x(t), u(t)),

0 = ∂H

∂u
[t] = p(t) + p0 ∂L

∂u
(x(t), u(t)),

où [t] := (x(t), p(t), p0, u(t)). Si p0 = 0, alors p ≡ 0, or (p, p0) ̸= (0, 0), donc p0 = −1. On a
donc, puisque ẋ(t) = u(t),

ṗ(t) = ∂L

∂x
(x(t), ẋ(t)) et p(t) = ∂L

∂u
(x(t), ẋ(t)).
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On retrouve ce que l’on appelle les équations de Euler-Lagrange :

∂L

∂x
(x(t), ẋ(t))− d

dt

Å
∂L

∂u
(x(t), ẋ(t))

ã
= 0, (3.6)

qui sont les conditions nécessaires, voir Annexe B, du problème de calcul des variations dans
sa formulation la plus classique :

minimiser
∫ tf

0
L(x(t), ẋ(t)) dt : x ∈ C 1([0 , tf ],Ω), x(0) = x0, x(tf ) = xf .

Supposons que l’on puisse appliquer le théorème des fonctions implicites à l’équation p −
∂uL(x, u) = 0, pour obtenir u en fonction de (x, p) et notons u(x, p) la fonction implicite.
Introduisons le hamiltonien

H(x, p) := H(x, p,−1, u(x, p)) = p u(x, p)− L(q, u(x, p))

et la notation z = (x, p), alors, les équations de Euler-Lagrange sont équivalentes aux équa-
tions de Hamilton

ż(t) = #—H(z(t)).

Exercices. Les exercices de cette sous-section concernent la résolution de problèmes de
calcul des variations. On pourra utiliser les équations de Euler-Lagrange (3.6). On appelle
ici extrémale, une trajectoire x solution des équations de Euler-Lagrange (3.6). Une BC-
extrémale est une extrémale qui vérifie les conditions aux limites x(0) = x0 et x(tf ) = xf .

Exercice 3.5.1 (solution p. 95) : (cf. [27])

1. Montrer que les extrémales de L(t, x, v) :=
√

1 + v2 sont affines (i.e. ẍ = 0).

2. Montrer que l’équation de Euler-Lagrange pour le lagrangien L(t, x, v) := x2 + v2

est donnée par ẍ− x = 0.

3. Trouver l’unique extrémale admissible (i.e. BC-extrémale) pour le problème :

inf
x

ß
J(x) :=

∫ 1

0
(ẋ2(t) + x2(t)) dt

∣∣∣∣ x ∈ C 1([0 , 1],R), x(0) = 0, x(1) = 1
™
.

Exercice 3.5.2 (solution p. 96) : Soit L(x, v) := 1
2∥v∥

2, avec ∥·∥ la norme eucli-
dienne. Soient A, B dans Rn et T > 0 dans R. On considère le problème variationnel

inf
x

ß
J(x) :=

∫ T

0
L(x(t), ẋ(t)) dt

∣∣∣∣ x ∈ C 1([0 , T ],R), x(0) = A, x(T ) = B

™
.

1. Trouver l’unique BC-extrémale.

2. Calculer pour la BC-extrémale notée x : l(x) :=
∫ T

0 ∥ẋ(t)∥ dt.

3. Que pensez-vous que l(x) représente pour les points A et B ?
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Exercice 3.5.3: (Paradoxe des jumeaux de Langevin). Soit c > 0 une constante réelle,
on introduit le lagrangien

L(q, u) := c2u2
2 − u2

1

où l’on a noté u := (u1, u2) ∈ R2 le vecteur vitesse et q := (x, t) ∈ R2 les coordonnées.

Attention, ici t est une variable d’état. Plus classiquement, en Physique, les compo-
santes de u sont notées dx et dt.

On introduit le problème variationnel :

sup
q

ß
J(q) :=

∫ 1

0
L(q(s), q̇(s)) ds

∣∣∣∣ q ∈ C 1([0 , 1],R2), q(0) = A, q(1) = B

™
, (3.7)

où A := (0, 0) et B := (∆x,∆t), et où ∆x, et ∆t sont deux constantes dans R*
+.

1. Le lagrangien L est-il autonome ?

2. Calculer l’unique BC-extrémale de (3.7).

3. Soient q la BC-extrémale et v ∈ ]0 , c[. On suppose ∆x = v∆t. Calculer la lon-
gueur de q,

l(q) :=
∫ 1

0

»
L(q(s), q̇(s)) ds,

en fonction de c, ∆t et du facteur de Lorentz

γ := 1»
1− v2

c2

.

4. On note τ := l(q)
c

. Que vaut τ

∆t ? À quel intervalle appartient τ

∆t ?

5. On note C := (0, 2∆t). Soit q̄ := (x̄, t̄) la solution du problème variationnel (3.7)
où l’on remplace la condition finale par q(1) = C. Donner q̄(s) et calculer la longueur
l(q̄).

6. Paradoxe des jumeaux. Igor part du point A et rejoint B à la vitesse constante
v ∈ ]0 , c[, c’est-à-dire en suivant la trajectoire q. Il fait demi-tour en B à la vitesse
−v (on précise que x est une coordonnée d’espace tandis que t est une coordonnée
de temps) jusqu’à rejoindre le point C. Pendant ce temps, son frère jumeau Grichka
est resté en x = 0, il a donc suivi la trajectoire q̄. Sachant que l’âge de chacun des
deux frères est la longueur du chemin qu’il parcourt divisée par c, quels sont les âges
de Igor (en fonction de τ) et Grichka (en fonction de ∆t) lorsqu’ils se retrouvent au
point C ?

7. Qui est le plus âgé au point C ?

8. Soient v = 4c/5 et ∆t = 25 années. Quels âges ont Igor et Grichka en C ?
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Remarque 3.5.3. L’exercice précédent est placé ici dans le cadre du calcul des variations mais
c’est en fait un problème de géométrie, non riemannienne, mais lorentzienne, issu de la théorie de
la relativité restreinte [39]. La différence vient du fait que le tenseur métrique, 1 dans l’exercice
le tenseur métrique est L, n’est pas définie positif mais indéfini, ici de signature (+,−). Dans ce
cas, il existe des vecteurs isotropes non nuls, c’est-à-dire tels que ∥v∥g = 0, v ̸= 0. C’est le cas des
vecteurs de la forme (λ, cλ), λ ∈ R*. Ces vecteurs sont appelés de genre lumière et n’ont donc
pas d’âge (l’âge est appelé temps propre en relativité restreinte), dans le sens qu’il vaut 0.

3.5.3 Principe fondamental de la dynamique

Considérons un point matériel de masse m évoluant dans un champ de force dérivant
d’un potentiel. Le lagrangien associé est la fonction

L(x, v) := T (v)− V (x),

où T (v) := 1
2m∥v∥

2 est l’énergie cinétique et V (x) est l’énergie potentielle du point
matériel. La position-vitesse du point matériel étant donnée par le couple (x, v). Rappelons
que l’énergie mécanique est donnée par :

E(x, v) := T (v) + V (x).

Voici quelques exemples d’énergies potentielles où la variable de position est respectivement
r, α et x :

• Énergie potentielle gravitationnelle (déplacement d’un satellite autour de la Terre) :

Epg(r) = −GmMT

r
+ cste,

où G est la constante de gravitation, MT la masse de la Terre et r la distance au centre
de la Terre ;

• Énergie potentielle de pesanteur (pendule) :

Epp(α) = −mgl cos(α) + cste,

où g est la pesanteur, l la longueur du pendule et α l’angle avec la verticale ;
• Énergie potentielle élastique (k est la raideur du ressort) :

Epe(x) = 1
2kx

2 + cste.

Hamilton observa que le mouvement de ce point matériel est solution d’un problème
variationnel.

1. En géométrie riemannienne, le tenseur métrique est appelé plus simplement métrique tandis qu’en
géométrie lorentzienne, on parle plutôt de pseudo-métrique. Dans notre cas, le tenseur métrique est celui de
Minkowski qui s’écrit en général g = u2

2 − u2
1 et on considère plutôt des coordonnées de la forme (x, ct).
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Proposition 3.5.1 – Principe Fondamental de la Dynamique

Les équations du Principe Fondamental de la Dynamique (PFD) :

mẍ(t) = −∇V (x(t)),

qui gouvernent le mouvement coïncident avec les équations de Euler-Lagrange (3.6)
associé au lagrangien L = T − V .

� On a

∇xL(x(t), ẋ(t))− d
dt (∇vL(x(t), ẋ(t))) = −∇V (x(t))− d

dt (∇T (ẋ(t)))

= −∇V (x(t))− d
dt (mẋ(t)) ,

donc les équations de Euler-Lagrange correspondent aux équations du PFD. ■

Le vecteur adjoint (en colonne) est donné par p = ∇vL(x, v) = mv donc celui-ci cor-
respond à ce que l’on appelle la quantité de mouvement. Le hamiltonien correspond ici à
l’énergie mécanique :

H(x, p) = (p | v)− L(x, v) = 1
m
∥p∥2 − L(x, 1

m
p)

= 1
2m∥p∥

2 + V (x) = T (v) + V (x) = E(x, v).

Les équations de Euler-Lagrange nous donne le système hamiltonien ẋ(t) = v(t) = 1
m
p(t) = ∇pH(x(t), p(t)),

mv̇(t) = ṗ(t) = −∇V (x(t)) = −∇xH(x(t), p(t)).

Enfin, on retrouve la conservation du hamiltonien (on note [t] := (x(t), p(t))) :

d
dtH[t] = ∂

∂x
H[t] · ẋ(t) + ∂

∂p
H[t] · ṗ(t)

= (∇xH[t] | ∇pH[t])− (∇pH[t] | ∇xH[t])

= {H,H}[t]

= 0.

Exercice 3.5.4 (solution p. 96) : Soit le lagrangien L(α, α̇) := T (α̇)− V (α), avec

T (α̇) := 1
2ml

2α̇2 et V (α) := −mgl cosα,

où m, g et l sont des constantes strictement positives. Nous considérons donc le pro-
blème du pendule non amorti, non linéaire. Voir les Figures 3.5, 3.6 et 3.7 pour plus
de détails.
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1. Ecrire le hamiltonien H(α, p) associé à L en fonction de I := ml2, ω :=
»

g
l , α et

p.

2. Rappeler pourquoi H est constant le long de toute extrémale.

3. Soit (α, p) une extrémale. Supposons que H = h ∈ R le long de cette extrémale.
Montrer que :

∀ t : −ω2I cosα(t) ≤ h.

4. Le cas limite entre les rotations et les oscillations est donné par h = ω2I. Soit α0
l’angle initial, c’est-à-dire α(0) = α0. Donner α̇0 et p0, respectivement les vitesse et
adjoint initiaux dans le cas limite.

−pi 0 pi
x

1

x
2

−pi 0 pi
x

1

x
2

Figure 3.5 – Le champ de vitesses de phase du pendule est visible sur le sous-graphe de
gauche. Les courbes de phase (ou orbites) en bleu sont données sur le sous-graphe de droite.
Les courbes de phase fermées correspondent à des oscillations tandis que les autres corres-
pondent aux rotations. Les courbes en noir sont appelées séparatrices. Enfin, on distingue
trois points d’équilibre en rouge ; 1 stable et 2 instables.

α

V (α)

h

ω2I

−ω2I

| |
−π π

Figure 3.6 – Potentiel du pendule et oscillation.
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α

V (α)
h

ω2I

−ω2I

| |
−π π

Figure 3.7 – Potentiel du pendule et rotation.

3.6 Condition du second ordre faible : cas Lagrange

Nous considérons le Problème (PL) sous les Hypothèses (H2). Comme nous l’avons vu,
si ū est solution, alors, nécessairement‹Etf ,x̃0(ū) ∈ Front(‹A(tf , x̃0)),

et donc nons seulement ū est singulier pour l’application entrée/sortie augmentée, mais aussi
celle-ci n’est pas localement ouverte en ū. Le fait que ū soit singulier nous assure l’existence
d’une forme linéaire ¯̃λ ∈ (Rn+1)∗ non nulle orthogonale à Im ‹E′

tf ,x̃0
(ū), c’est-à-dire

¯̃λ ∈
Ä
Im ‹E′

tf ,x̃0(ū)
ä⊥
, ¯̃λ ̸= 0.

Le fait que celle-ci ne soit pas localement ouverte en ū va nous permettre d’obtenir de nou-
velles conditions nécessaires d’optimalité. Pour cela, nous avons besoin du théorème suivant,
analogue au Théorème A.7.2, mais à l’ordre 2.

Théorème 3.6.1 – de l’application ouverte non linéaire à l’ordre 2

Soit F : E → Rn une application lisse définie sur un espace de Banach E. Soit u un
point singulier de corang un (codim ImF ′(u) = 1). Soit λ ∈ (Rn)∗\0 dans (ImF ′(u))⊥.
Si λF ′′(u) est indéfinie sur KerF ′(u), alors F est localement ouverte en u.

La forme bilinéaire

λF ′′(u) ∈ L (E,L (E,R)) ≃ L2(E × E,R)

est appelée la dérivée seconde intrinsèque de F en u et est définie à un scalaire près
dans le cas de corang un. Par la suite, on suppose que le contrôle ū est de corang un. Ainsi,
la trajectoire associée x̄ admet un unique (à un scalaire près) relèvement (x̄, p̄, p0, ū) sur
[0 , tf ], que l’on suppose être normal (p0 ̸= 0). Dans notre situation, on applique le théorème
précédent à l’application entrée/sortie augmentée. On a donc

¯̃λ‹E′′
tf ,x̃0(ū) semi-définie sur Ker ‹E′

tf ,x̃0(ū).
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Remarque 3.6.1. Faisons le lien avec le point de vue de l’optimisation. Considérons le Pro-
blème (PL) sous sa forme réduite et définissons le lagrangien (on omet les indices des applications
entrée/sortie) :

L(u, λ̃) = λ0 πx0(‹E(u)) + λ · (E(u)− xf ), λ̃ = (λ, λ0) ∈ (Rn)∗ × R−.

Notons x0(u) := πx0(‹E(u)) et x(u) := E(u) de telle sorte que ‹E(u) = (x(u), x0(u)). D’un point
de vue optimisation, la condition nécessaire d’optimalité à l’ordre 2 est que ∂2

uuL(ū, ¯̃λ) = ¯̃λ‹E′′(ū)
soit semi-définie négative sur l’espace tangent aux contraintes. Dans le cas où l’hypothèse de
qualification des contraintes est vérifiée (λ0 < 0), l’espace tangent est donné par Kerx′(ū) et non
par Ker ‹E′(ū). Mais finalement ces deux noyaux sont égaux puisque pour tout v ∈ Kerx′(ū), on
a d’après la CN1 (A.7.3) :

0 = ∂L

∂u
(ū, ¯̃λ) · v = λ0 x0′(ū) · v + λ · (x′(ū) · v) = λ0 x0′(ū) · v

et donc x0′(ū) ·v = 0 puisque λ0 ̸= 0. Ainsi, Kerx′(ū) ⊂ Ker ‹E′(ū). De plus, Ker ‹E′(ū) ⊂ Kerx′(ū)
puisque ‹E(u) = (x(u), x0(u)). Finalement, Ker ‹E′(ū) = Kerx′(ū) et donc la condition nécessaire
d’optimalité à l’ordre 2 est bien que ¯̃λ‹E′′(ū) soit semie-définie (négative) sur Ker ‹E′(ū).

Pour t ∈ [0 , tf ], on définit la forme bilinéaire symétrique

Bt := ¯̃λ‹E′′
t,x̃0(ū)

et on introduit Kt := Ker ‹E′
t,x̃0

(ū). Nous avons le résultat suivant.

Proposition 3.6.2 – [21]

Si l’extrémale (x̄, p̄,−1, ū) vérifie la condition forte de Legendre, alors il existe ε > 0
tel que Bt|Kt est définie négative pour tout t ∈ [0 , ε].

Clairement, si s ≤ t, alors Bt|Kt ≺ 0 (i.e. définie négative) implique Bs|Ks ≺ 0, d’où la
définition suivante. On définit le premier instant conjugué t1c, le long d’une extrémale
normale vérifiant la condition forte de Legendre, comme le supremum des temps t tels que
Bt soit définie négative :

t1c = sup {t > 0 | Bt|Kt ≺ 0} .
D’après [1], alors Bt1c |Kt1c

a un noyau non trivial. De fait, les temps conjugués sont définis
comme les temps tc tels que Btc |Ktc

est dégénérée.

Reprenons notre extrémale de référence (x̄, p̄,−1, ū) et supposons qu’elle vérifie la condition
forte de Legendre :

∂2H

∂u2 (x̄(t), p̄(t),−1, ū(t)) · (v, v) < 0, ∀ v ∈ Rm, ∀ t ∈ [0 , tf ] p.p..

Sous cette condition, l’équation ∂uH = 0 peut être résolue dans un voisinage de l’extrémale
et on peut donc définir le contrôle comme une fonction de l’état et du vecteur adjoint, notée
u(x, p). En définissant sur ce voisinage le hamiltonien H(z) := H(z,−1, u(z)), z := (x, p), on
obtient

H′(z) = ∂H

∂z
(z,−1, u(z)) + ∂H

∂u
(z,−1, u(z))u′

s(z) = ∂H

∂z
(z,−1, u(z))
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puisque ∂uH(z,−1, u(z)) = 0. Ainsi, sur ce voisinage, le système

ẋ(t) = ∂H

∂p
[t], ṗ(t) = −∂H

∂x
[t], 0 = ∂H

∂u
[t], [t] := (x(t), p(t),−1, u(t)),

de la Proposition 3.2.1, est équivalent au système hamiltonien

ż(t) = #—H(z(t)), #—H(z) =
Å
∂H
∂p

(z),−∂H
∂x

(z)
ã
.

Définition 3.6.3

Une solution de l’équation linéarisée le long de z, appelée équation de Jacobi,ı̇δz(t) = #—H′(z(t)) · δz(t), (3.8)

est appelée un champ de Jacobi. Un champ de Jacobi δz = (δx, δp) ∈ Rn × (Rn)∗,
est dit vertical au temps t si δx(t) = 0.

Nous pouvons maintenant donner une caractérisation géométrique du premier instant
conjugué.

Proposition 3.6.4

Un instant tc ∈ ]0 , tf ] est un temps conjugué le long d’une extrémale normale vérifiant
la condition forte de Legendre si et seulement si il existe un champ de Jacobi δz =
(δx, δp) vertical en 0 et tc, tel que δx ̸≡ 0 sur [0, tc].

Définition 3.6.5 – Condition de Jacobi

Pour une extrémale définie sur l’intervalle [a , b], on dit que la condition faible de
Jacobi est vérifiée si l’intervalle ouvert ]a , b[ ne contient pas de temps conjugué. On
dit que la condition forte de Jacobi est vérifiée si l’intervalle semi-ouvert ]a , b] ne
contient pas de temps conjugué.

Remarque 3.6.2. Dans la proposition précédente, c’est bien un δx et non δx̃ qui est considéré. En
effet, le long d’une extrémale normale (vérifiant Legendre fort), on a δx̃ = (δx, δx0) est vertical en
t si et seulement si δx est vertical en t. Pour le voir, il suffit de remarquer que δx(t) = E′(u) · δu =
x′(u) · δu pour un certain δu donné, et où on a repris les notations de la remarque précédente.
Ainsi, par la CN1 :

0 = λ0 x0′(u) · δu+ λ · (x′(u) · δu) =: λ0 δx0(t) + λ · δx(t)

et donc, puisque λ0 ̸= 0, on a δx(t) = 0 si et seulement si δx̃(t) = (δx(t), δx0(t)) = 0.

La question que l’on se pose maintenant est : est-ce que la trajectoire est nécessairement
non optimale après le premier instant conjugué ? Pour ce faire, la forme quadratique Qt

associée à Bt|Kt doit être indéfinie pour t > t1c. Cependant, il peut arriver dans des cas
dégénérés, que Qt reste semi-définie sur un intervalle [t1c , t1c + η], η > 0. Dans le cadre
analytique, cela ne peut pas arriver et nécessairement pour t > t1c, Qt est indéfinie. On
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obtient ainsi la condition nécessaire suivante, d’optimalité locale faible à l’ordre deux dans
le cadre analytique de corang un.

Théorème 3.6.6 – [1]

Pour une extrémale normale vérifiant la condition forte de Legendre, dont le contrôle
analytique associé est de corang un, la condition faible de Jacobi est une condition
nécessaire d’optimalité locale pour la topologie L∞ (sur u).

Remarque 3.6.3. Ce résultat est à comparer avec le Théorème B.6.1. On parle d’optimalité locale
faible dans un sens analogue à la Définition B.2.2. Voir [1, 18] pour plus de détails sur ces notions
d’optimalité locale faible et forte dans le cadre du contrôle optimal.

3.7 Exercices

Exercice 3.7.1 (solution p. 97) : (Problème de contrôle optimal à conditions aux
limites simples.) Soit le problème de contrôle optimal suivant :

min J(q, u) := 1
2

∫ tf

0
∥u(t)∥2 dt,

q̇(t) = u(t), u(t) ∈ R2, t ∈ [0 , tf ] p.p.,
q(0) = q0, q(tf ) = q1,

où ∥·∥ est la norme euclidienne dans R2, où q := (x, y) ∈ R2, et avec q0 et q1 dans R2

donnés, et tf > 0 fixé.

1. Calculer la solution données par la Proposition 3.2.1.

2. Donner, pour cette solution, la valeur de
∫ tf

0 ∥u(t)∥ dt.

3. Qu’avez vous (re)-démontré ?

Exercice 3.7.2 (solution p. 97) : (Problème de contrôle optimal à conditions finales
sous-dimensionnées) Soit le problème de contrôle optimal suivant :

min J(q, u) := 1
2

∫ tf

0
∥u(t)∥2 dt,

q̇(t) = u(t), u(t) ∈ R2, t ∈ [0 , tf ] p.p.,
q(0) = q0, q(tf ) ∈ q1 + Rv,

où ∥·∥ est la norme euclidienne dans R2, où q := (x, y) ∈ R2, et avec q0 := (0, 0),
q1 := (1, 0), v := (0, 1), et tf > 0 fixé.

1. Donner le 5-uplet (u(·), q(·), p(·), p0, λ) solution des conditions nécessaires issues
de la Proposition 3.3.1.
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2. Faire un dessin dans le plan de la trajectoire solution avec les contraintes termi-
nales.

Exercice 3.7.3: (Problème de contrôle optimal à conditions finales sous-
dimensionnées) Soit le problème de contrôle optimal suivant :

min J(q, u) := 1
2

∫ tf

0
∥u(t)∥2 dt,

q̇(t) = u(t), u(t) ∈ R2, t ∈ [0 , tf ] p.p.,
q(0) = q0, q(tf ) ∈ q1 + S1,

où ∥·∥ est la norme euclidienne dans R2, q := (x, y) ∈ R2, et avec q0 := (0, 0), q1 :=
(2, 0), et tf > 0 fixé. On rappelle que S1 est la sphère de centre (0, 0) et de rayon 1.

1. Donner les deux 5-uplets (u(·), q(·), p(·), p0, λ) solutions des conditions nécessaires
issues de la Proposition 3.3.1.

2. Faire un dessin dans le plan des contraintes terminales, ainsi que de la meilleure
des deux trajectoires.

Exercice 3.7.4 (solution p. 97) : On note c(tf , xf ) = xf − t2f . Soit le problème de
contrôle optimal

min J(x, u, tf ) :=
∫ tf

−2

»
1 + u2(t) dt, tf > −2,

ẋ(t) = u(t), u(t) ∈ R, t ∈ [−2 , tf ] p.p.,
x(−2) = 0, c(tf , x(tf )) = 0.

Caractériser la solution (x, u, tf ) avec le vecteur adjoint p, le scalaire p0 et le multipli-
cateur λ donnés par la Proposition 3.3.1, on supposera que p2(t) ≤ 1 et on montrera
que le temps final vérifie 2t3f + tf + 2 = 0 sans nécessairement chercher à résoudre
l’équation.

Exercice 3.7.5 (solution p. 98) : Soit le problème de contrôle optimal suivant :
min J(x, u, tf ) :=

∫ tf

0
u2(t) dt,

ẋ(t) = u(t), u(t) ∈ R, t ∈ [0 , tf ] p.p.,
x(0) = 0, c(tf , x(tf )) = 0,

avec c(tf , xf ) = xf − tf −10 et où tf > 0 est libre. Calculer la solution (x, u, tf ) avec le
vecteur adjoint p, le scalaire p0 et le multiplicateur λ donnés par la Proposition 3.3.1.
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Exercice 3.7.6 (solution p. 99) : Soit le problème de contrôle optimal suivant :
min J(x, u) := −1

2x1(tf ) + 1
2

∫ tf

0
u2(t) dt

ẋ(t) = (x2(t), u(t)), u(t) ∈ R, t ∈ [0, tf ] p.p.,
x(0) = (0, 0).

Dans ce problème, x(t) ∈ R2 et u(t) ∈ R. On cherche ici à maximiser la distance
parcourue x1(tf ) tout en minimisant l’énergie dépensée. Calculer la solution (x, u)
avec le vecteur adjoint p et le scalaire p0 donnés par la Proposition 3.3.1. On montrera
que x1(tf ) = t3f/6.

Exercice 3.7.7: Soit le problème de contrôle optimal suivant :

(P5)


min J(x, u) :=

∫ 1

0

Å
u2(t)
x2(t) − ln(x2(t))

ã
dt,

ẋ(t) = u(t), u(t) ∈ R, t ∈ [0 , 1] p.p.,
x(0) = 1, x(1) = e.

On fera l’hypothèse : ∀ t ∈ [0 , 1], x(t) ̸= 0. On ne considère que le cas normal et on
fixe la variable duale du coût : p0 = −1

2 . Soit (x̄(·), p̄(·), ū(·)) une BC-extrémale du
problème (P5).

1. Donner le pseudo-hamiltonien H(x, p, u) du problème (P5), l’équation différen-
tielle vérifiée par (x̄(·), p̄(·)) et le contrôle optimal ū(·).

2. Montrer que pour tout t ∈ [0 , 1] on peut écrire p̄(t) x̄(t) sous la forme a t+ b, avec
a et b deux réels à déterminer ou donner en fonction de p̄(0).

3. Donner les expressions de x̄(·) et p̄(·) en fonction de t et p̄(0) et en déduire p̄(0).

Exercice 3.7.8: Soit le problème linéaire-quadratique suivant :

(LQR)


min J(x, u) := 1

2

∫ tf

0

Ä
u(t)TRu(t) + x(t)TQx(t)

ä
dt,

ẋ(t) = Ax(t) +B u(t), u(t) ∈ Rm, t ∈ [0 , tf ] p.p.,
x(0) = x0,

où x(t) ∈ Rn, où x0 ∈ Rn et tf > 0 sont fixés, où A, B, R et Q sont des matrices
constantes de dimensions adaptées, et où R est symétrique définie positive et Q
est symétrique semi-définie positive.

1. Donner le pseudo-hamiltonien H(x, p, p0, u) associé au problème (LQR).

2. Donner la dynamique adjointe (issue de la CN1) vérifiée par p.
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3. Donner les conditions de transversalité vérifiée en tf .

4. Montrer que pour tout extrémale (x(·), p(·), p0, u(·)), p0 ̸= 0. On fixera ensuite
p0 = −1.

5. Montrer que le contrôle optimal vérifie ū(x, p) = R−1BT pT (p est un vecteur
ligne).

6. Montrer que pour tout extrémale, le contrôle t 7→ u(t) = ū(x(t), p(t)) est continu.

Soit le problème à valeur terminale (TVP) suivant :

Ṡ(t) = S(t)BR−1BTS(t)−
Ä
S(t)A+ATS(t) +Q

ä
, S(tf ) = 0.

Nous faisons l’hypothèse suivante.

Hypothèse H4. Il existe une unique solution à (TVP) notée t 7→ S(t) ∈ Rn×n, S(t)
symétrique et définie sur tout l’intervalle [0 , tf ].

7. Calculer
d
dt(x(t)TS(t)x(t))

en fonction de x(t), S(t), Ṡ(t), A, B et u(t). On pourra omettre l’argument t dans ce
calcul et les calculs suivants.

8. Montrer que l’on peut écrire J(x, u) sous la forme suivante (on omet t) :

J(u) = 1
2

∫ tf

0

Ä
xT (SBR−1BTS)x+ uTRu+ 2uTBTSx

ä
dt+ 1

2x(0)TS(0)x(0).

9. Montrer que

xT (SBR−1BTS)x+ uTRu+ 2uTBTSx = (u+R−1BTSx)T
R(u+R−1BTSx).

10. En déduire l’expression du contrôle optimal u∗(t, x) en fonction de R, B, S(t)
et x et en déduire la valeur minimale du critère.

Exercice 3.7.9: Soit le problème de contrôle optimal suivant :
min J(x, u, tf ) := tf + 1

2

∫ tf

0

(
x2(t) + u2(t)

)
dt,

ẋ(t) = u(t), u(t) ∈ R, t ∈ [0 , tf ] p.p.,
x(0) = 0, x(tf ) = xf ,

avec xf > 0 donné. Calculer les BC-extrémales du problème, pour le cas normal :
p0 = −1.
Rappel : La solution de l’équation différentielle ÿ(t)− y(t) = 0, s’écrit sous la forme

y(t) = α cosh(t) + β sinh(t), (α, β) ∈ R2,
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ou bien de manière équivalente

y(t) = λet + µe−t, (λ, µ) ∈ R2,

car
cosh(t) = et + e−t

2 et sinh(t) = et − e−t

2 .

Pour mémoire on a également

argsh(z) = ln(z +
√
z2 + 1), z ∈ R.

Exercice 3.7.10: Soit le problème de contrôle optimal suivant :
min J(x, u) := x(tf ),

ẋ(t) = −x(t)u(t) + 1
2u

2(t), u(t) ∈ R, t ∈ [0 , tf ] p.p.,
x(0) = x0,

avec x0 > 0 et tf > 0 donnés. Calculer les BC-extrémales du problème. On montrera
que p(t) < 0, t ∈ [0 , tf ], où p désigne l’état adjoint associé à x.

Exercice 3.7.11: Soit le problème de contrôle optimal suivant :
min J(x, u, tf ) :=

∫ tf

0
x2(t)u2(t) dt, tf > 0,

ẋ(t) = u(t), u(t) ∈ R, t ∈ [0 , tf ] p.p.,

x(0) = ε, x2(tf )− t2f = 3 + ε2,

où ε > 0 est fixé, et où tf est libre.

1. écrire le pseudo-hamiltonien H(x, p, p0, u) du problème.

2. Montrer que p0 = 0⇒ p(·) ≡ 0. En déduire p0 ̸= 0. On fixe p0 = −1.

3. Montrer que pour tout t ∈ [0 , tf ] tel que x(t) ̸= 0, on a

ẋ(t) = c

2x(t) , ṗ(t) = c ẋ(t),

où c est une constante à déterminer en fonction de x(t) et p(t).

4. Montrer que c = 4 tf .

5. Calculer x2(t) et p2(t), t ∈ [0 , tf ], en fonction de t, tf , ε et p(0).

6. Montrer que tf = 1 et en déduire la valeur de p2(0).
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Exercice 3.7.12: Soit le problème de contrôle optimal suivant :

min J(x, u) :=
tf∫
0

(
2 a x(t)u(t) + a2 u2(t)

)
dt

ẋ(t) = 1
a
x(t) + u(t), u(t) ∈ R, t ∈ [0 , tf ],

x(0) = 0, x(tf ) = xf ,

où a > 0 est fixé, xf est donné et où tf = π a/2. Calculer les BC-extrémales du
problème.

Rappel : La solution de l’équation différentielle : ÿ(t) + c y(t) = 0, c > 0, s’écrit sous
la forme : y(t) = λ cos(βt) + µ sin(βt), (λ, µ, β) ∈ R3.

Exercice 3.7.13: On note q := (x, y) l’état, u := (u1, u2) le contrôle et on notera
p := (p1, p2) le vecteur adjoint. Soit le système contrôlé

q̇(t) = (ẋ(t), ẏ(t)) = f(q(t), u(t)) := (u1(t), 1 + u2(t)). (3.9)

Soit le pseudo-hamiltonien H(q, p, u) := (p | f(q, u)) − 1
2∥u∥

2, où ∥·∥ est la norme
euclidienne et (· | ·) est le produit scalaire usuel sur R2.

1. Donner le système pseudo-hamiltonien

q̇(t) = ∇pH(q(t), p(t), u(t)), ṗ(t) = −∇qH(q(t), p(t), u(t)).

2. Donner u[p] vérifiant ∇uH(q, p, u[p]) = 0, pour (q, p) ∈ R2 × R2.

3. Calculer (q(t, α, β), p(t, α, β)) la solution du système pseudo-hamiltonien bouclé

q̇(t) = ∇pH(q(t), p(t), u[p(t)]), ṗ(t) = −∇qH(q(t), p(t), u[p(t)]),

ayant comme condition initiale q(0, α, β) = (0, 0) et p(0, α, β) = (α, β).

4. Soit tf > 0. Donner l’ensemble des paires (α, β) telles que x(tf , α, β) = 1.

5. Calculer F (α, β) := 1
2

∫ tf

0
∥u[p(t, α, β)]∥2 dt.

6. Donner (α̃, β̃) := arg min
{
F (α, β)

∣∣ (α, β) ∈ R2 et x(tf , α, β) = 1
}

.

7. Donner q(tf , α̃, β̃), q̇(tf , α̃, β̃) et p(tf , α̃, β̃) en fonction de tf .

8. Soit le problème de contrôle optimal
min J(q, u) := 1

2

∫ 1

0
∥u(t)∥2 dt,

q̇(t) = f(q(t), u(t)), u(t) ∈ R2, t ∈ [0 , 1] p.p.,

q(0) = (0, 0), x(1) = 1.
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8.1. Soit h(q, p, p0, u) := (p | f(q, u)) + 1
2p

0∥u∥2 le pseudo-hamiltonien associé au
problème de contrôle. Justifier que p0 = −1.

8.2. Rappeler la condition de transversalité en tf = 1 vérifiée par le vecteur
adjoint. On notera λ le multiplicateur associé à la contrainte terminale. Que vaut
λ ?
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Dans ce chapitre, nous énonçons le résultat fondateur du contrôle optimal,
le principe du maximum de Pontryagin [64]. La principale différence avec le
principe faible du Chapitre 3, dans sa formulation, est que les conditions de
Euler-Hamilton et de Legendre-Clebsch, cf. Section 3.4, sont remplacées par une
condition de maximisation globale du pseudo-hamiltonien. D’un point de vue
pratique, ce résultat nous permet de traiter des problèmes avec des contraintes
sur le contrôle et demande moins de régularité sur les données du problème. Les
conditions nécessaires d’optimalité que fournit le principe du maximum doivent
être vérifiées par toute solution locale en un sens plus fort que pour le prin-
cipe faible. En effet, toute paire trajectoire-contrôle localement optimale vis-à-
vis de trajectoires-contrôles admissibles proches en norme C0 pour la trajectoire
et L∞ pour le contrôle vérifie les conditions nécessaires d’optimalité du prin-
cipe faible mais pas nécessairement celles du principe du maximum. On parle
de solution locale faible. Cependant, si on relâche la notion de solution locale,
en remplaçant la norme L∞ par la norme L1 pour le contrôle, alors toute paire
trajectoire-contrôle localement optimale vis-à-vis de trajectoires-contrôles admis-
sibles proches en norme C0 pour la trajectoire et L1 pour le contrôle vérifie les
conditions nécessaires d’optimalité du principe du maximum, et bien entendu
aussi celle du principe faible. On parle de solution locale forte ou de solution
locale de Pontryagin. Ces notions locales faible et forte sont analogues à celles
présentées Section B.2. Une fois le principe énoncé, nous donnons quelques pro-
priétés et applications du principe du maximum.

4.1 Le principe du maximum

Dans [56, Section 3.4.5], on retrouve quelques critiques justifiées de l’approche varia-
tionnelle utilisée pour le principe faible. Pour le principe faible, l’ensemble des contrôles
admissibles est trop restrictif puisque l’on se limite à des contrôles intérieurs aux contraintes
U , ou alors à des problèmes sans contraintes sur le contrôle en prenant U = Π un ouvert de
Rm comme dans le Chapitre 3. De plus, dans ce chapitre, nous avons supposé la dynamique
et l’intégrande de la partie Lagrange du coût de classe C 1, ce qui ne permet pas de traiter
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des problèmes de type minimisation de la consommation pour lesquels f0(x, u) = ∥u∥. Enfin,
les perturbations du contrôle que l’on considère pour le principe faible sont de nature L∞,
ce que l’on voit bien dans la preuve de la Proposition 3.1.1 où δu ∈ L∞. Ce procédé restreint
l’optimalité si elle est locale à des petits voisinages de la trajectoire optimale, en comparai-
son avec le principe du maximum qui utilise des perturbations particulières de nature L1,
appellées perturbations en aiguille. Autrement dit, en appliquant le principe du maximum
on peut espérer obtenir moins de candidats à l’optimalité que pour le principe faible, car il
peut exister des solutions locales faibles non fortes, cf. Exemple B.2.1, et ainsi découvrir plus
facilement l’optimum global s’il existe.

On considère maintenant le problème de contrôle optimal dans sa formulation la plus
générale, c’est-à-dire le Problème (OCP) présenté Section 2.2. Rappelons les hypothèses sur
des données du problème.

Hypothèse H5. Soit un système contrôlé non autonome ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)) où f est une
application lisse de I × Ω× Π dans Rn, I un intervalle ouvert de R, Ω un ouvert de Rn et Π un
ouvert de Rm. Considérons de plus une application f0 lisse sur I × Ω×Π et à valeurs dans R et
deux applications g et c lisses de I × Ω× I × Ω dans, respectivement, R et Rl, l ≤ 2(n+ 1). On
notera (t0, x0, tf , xf ) l’argument des applications g et c. On suppose enfin que c est une submersion
sur c−1({0Rl}), c’est-à-dire c′(t0, x0, tf , xf ) est surjective pour tout point (t0, x0, tf , xf ) vérifiant
c(t0, x0, tf , xf ) = 0Rl . Enfin, on introduit l’ensemble U ⊂ Π quelconque.

Remarque 4.1.1. Le qualificatif lisse veut dire suffisamment régulier. On peut supposer que les
applications sont au moins de classe C 1. Cependant, dans le cadre du principe du maximum de
Pontryagin, nous pouvons affaiblir cette hypothèse et supposer :

f(t, ·, u), f0(t, ·, u) de classe C 1 pour tout t ∈ I, u ∈ U fixés

et
f, f0,

∂f

∂x
,
∂f0

∂x
continues sur I × Ω× U.

Cela permet de considérer des problèmes de type minimisation de la consommation pour lesquels
f0(x, u) = ∥u∥. Il n’y pas de problème d’existence de solutions maximales pour le système contrôlé
dans ce cas, voir [67, Lemme 2.6.2].

Rappelons maintenant le problème de contrôle optimal dans sa formulation la plus géné-
rale, c’est-à-dire sous la forme de Bolza avec les temps initial et final libres :

(OCP)


min J(x, u, t0, tf ) := g(t0, x(t0), tf , x(tf )) +

∫ tf

t0
f0(t, x(t), u(t)) dt

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), u(t) ∈ U, t ∈ [t0 , tf ] p.p.,

c(t0, x(t0), tf , x(tf )) = 0Rl .

Nous avons alors les conditions nécessaires d’optimalité suivantes qui généralisent les pro-
positions 3.1.1, 3.2.1 et 3.3.1. Le théorème suivant, le Principe du Maximum de Pontryagin,
est fondamental et nous renvoyons aux références [1, 19, 26, 27, 47, 50, 54, 56, 64, 65, 70,
72, 74, 76] pour plus de détails sur ce principe et la théorie du contrôle optimal en général.
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Théorème 4.1.1 – Principe du Maximum de Pontryagin (PMP)

Si (x, u, t0, tf ) est solution du Problème (OCP) sous les Hypothèses (H5), alors il existe
un vecteur adjoint p(·) ∈ AC([t0 , tf ], (Rn)∗) un réel p0 ∈ {−1, 0}, et une forme linéaire
λ ∈ (Rl)∗, t.q. (p(·), p0) ̸= (0, 0) et tels que les équations suivantes sont vérifiées pour
t ∈ [t0 , tf ] p.p. :

ẋ(t) = ∂H

∂p
(t, x(t), p(t), p0, u(t)),

ṗ(t) = −∂H
∂x

(t, x(t), p(t), p0, u(t)),

H(t, x(t), p(t), p0, u(t)) = max
w∈U

H(t, x(t), p(t), p0, w),

(4.1)

où H(t, x, p, p0, u) := p · f(t, x, u) + p0f0(t, x, u) est le pseudo-hamiltonien associé
à (OCP). Les conditions aux limites c(t0, x(t0), tf , x(tf )) = 0 sont vérifiées. Soit

ξ(t0, x0, tf , xf ) := p0 g(t0, x0, tf , xf ) +
l∑

i=1
λi ci(t0, x0, tf , xf ).

On a les conditions de transversalité suivantes :

p(t0) = − ∂ξ

∂x0
(t0, x(t0), tf , x(tf )), p(tf ) = ∂ξ

∂xf
(t0, x(t0), tf , x(tf )). (4.2)

Si u(·) est continu aux temps t0, respectivement tf , alors on a :

H[t0] = ∂ξ

∂t0
(t0, x(t0), tf , x(tf )), H[tf ] = − ∂ξ

∂tf
(t0, x(t0), tf , x(tf )), (4.3)

où [t] := (t, x(t), p(t), p0, u(t)).

� La preuve s’appuie sur la construction
de variations en aiguille introduites par
V. G. Boltyanski [15]. Comme nous pou-
vons le voir sur la figure ci-contre, ex-
traite de [15], les variations s’appliquent
sur le contrôle. Elles ne sont pas petites
en norme L∞ mais en norme L1. La per-
turbation vient de la constante ū qui rem-
place le contrôle de référence sur un petit
intervalle de temps de longueur dt. ■

Remarque 4.1.2. Pour des raisons similaires à celles évoquées dans la Remarque 1.2.3, le vecteur
adjoint p(·) est Lipschitz sous nos hypothèses.
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Remarque 4.1.3. On rappelle que l’on peut considérer p et λ comme des vecteurs colonnes. Dans
ce cas, nous écrivons

ẋ(t) = ∇pH(t, x(t), p(t), p0, u(t)), ṗ(t) = −∇xH(t, x(t), p(t), p0, u(t)),

les conditions de transversalité deviennent

p(t0) = −∇x0ξ(t0, x(t0), tf , x(tf )), p(tf ) = ∇xf
ξ(t0, x(t0), tf , x(tf ))

et les conditions sur le hamiltonien s’écrivent

H[t0] = ∇t0ξ(t0, x(t0), tf , x(tf )), H[tf ] = −∇tf
ξ(t0, x(t0), tf , x(tf )).

La définition suivante fait écho à la Définition 3.3.2.

Définition 4.1.2 – Définitions importantes

• Une extrémale de Pontryagin-Boltyanski associée au Problème (OCP) est
un quadruplet (x(·), p(·), p0, u(·)) solution des équations pseudo-hamiltoniennes
contraintes (4.1) sur [t0 , tf ].
• On parle de BC-extrémale (BC vient de “Boundary Conditions”) si l’extrémale
vérifie en plus les conditions aux limites c(t0, x(t0), tf , x(tf )) = 0, les conditions
de transversalité (4.2) et les conditions sur le hamiltonien (4.3).
• Une extrémale (x(·), p(·), p0, u(·)) est dite anormale si p0 = 0 et normale dans le
cas contraire, i.e. p0 = −1.

Proposition 4.1.3

Soit (x̄(·), p̄(·), p0, ū(·)) une extrémale de Pontryagin-Boltyanski du Problème (OCP).
Alors, l’application t 7→ H(t, x̄(t), p̄(t), p0, ū(t)) est Lipschitz sur [t0 , tf ]. De plus, pour
t ∈ [t0 , tf ] p.p. on a :

d
dtH(t, x̄(t), p̄(t), p0, ū(t)) = ∂

∂t
H(t, x̄(t), p̄(t), p0, ū(t)),

si ∂tH(t, x̄(t), p̄(t), p0, ū(t)) existe sur presque tout [t0 , tf ].

� Admis. ■

Corollaire 4.1.4

Le long d’une extrémale de Pontryagin-Boltyanski (x̄(·), p̄(·), p0, ū(·)) solution d’un
problème autonome, le pseudo-hamiltonien t 7→ H(x̄(t), p̄(t), p0, ū(t)) est constant.

4.2 Exemples de maximisation de hamiltoniens

Dans chacun des exemples suivants, on cherche à maximiser sur U l’application partielle
u 7→ M(u) := H(t̄ , x̄, p̄, p0, u) où t̄ , x̄, p̄ et p0 sont fixés. Le pseudo-hamiltonien est supposé
suffisamment régulier et on ne note pas p0 qui est fixé à −1. On n’oublie pas que d’après le
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PMP, cette maximisation se fait à chaque instant t presque partout dans [t0 , tf ].

Exemple 4.2.1. Si U est un ensemble ouvert (pas de contraintes sur le contrôle) et si M(u)
est strictement concave sur U alors M possède au plus un unique maximum sur U noté ū
donné par la CN1 :

ū = arg maxu∈U M(u)⇐⇒M ′(ū) = ∇uH(t̄ , x̄, p̄, ū) = 0.
Remarque 4.2.1. Si de plus, ∇2

uuH(t̄ , x̄, p̄, ū) est définie négative, alors d’après le théorème
des fonctions implicites, il existe une fonction implicite φ(t, x, p) telle que ū = φ(t̄ , x̄, p̄) et telle
que localement ∇uH(t, x, p, φ(t, x, p)) = 0. En définissant localement H(t, z) := H(t, z, φ(t, z)),
z := (x, p), on obtient :

∂H
∂z

(t, z) = ∂H

∂z
(t, z, φ(t, z)) + ∂H

∂u
(t, z, φ(t, z)) ∂φ

∂z
(t, z) = ∂H

∂z
(t, z, φ(t, z))

puisque ∂uH(t, z, φ(t, z)) = 0. Par la suite, on notera u la fonction φ.

Voici deux exemples.
• Considérons un pseudo-hamiltonien de la forme

H(x, p, u) := H0(x, p) + u p− 0.5u2,

avec x, p et u dans R, et où H0 est une fonction lisse de (x, p). On a alors∇uH(x, p, u) =
0 ssi p− u = 0 donc le contrôle maximisant est de la forme

u(p) := p.

• Considérons un hamiltonien de la forme

H(x, p, u) = H0(x, p) +
m∑

i=1
uiHi(x, p)− 0.5∥u∥2,

avec u ∈ Rm, x ∈ Rn, p ∈ Rn et où les H0, H1, . . ., Hm sont des fonctions lisses. Posons

Φ := (H1, . . . ,Hm).

On a alors ∇uH(x, p, u) = 0 ssi Φ− u = 0 donc le contrôle maximisant est de la forme

u(x, p) := Φ(x, p).
□

Considérons le cas où U est donné par la contrainte sur le contrôle ∥u∥ ≤ 1.

Exemple 4.2.2. Considérons un hamiltonien de la forme

H(x, p, u) = H0(x, p) + uH1(x, p),

avec u ∈ R, x ∈ Rn, p ∈ Rn et où H0 et H1 sont des fonctions lisses. La contrainte sur le
contrôle nous donne u(t) ∈ [−1 , 1] pour presque tout temps t. Si au temps t, H1(z(t)) ̸= 0,
z = (x, p), alors le contrôle optimal est de la forme

u(z(t)) := sign(H1(z(t))),

i.e. ū = −1 si H1 < 0 où ū = +1 si H1 > 0. Le contrôle le long de ces extrémales sature la
contrainte, on parle d’arc bang.
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La question qui reste est : comment calculer le contrôle si H1(z(t)) = 0 sur
I ⊂ [t0 , tf ] non réduit à un point ?

Si H1(z(t)) = 0 sur I alors pour tout temps t ∈ I, toutes les dérivées de t 7→ H1(z(t))
sont égales à 0. En dérivant suffisamment de fois, nous allons faire apparaitre le contrôle,
ce qui nous donnera sa valeur. Ce contrôle sera celui qui permet à l’extrémale de rester sur
l’hypersurface H1 = 0, voir Exemples 1.7.2 et 1.7.3.

□

Exemple 4.2.3. Considérons maintenant un hamiltonien de la forme

H(x, p, u) = H0(x, p) +
m∑

i=1
uiHi(x, p),

avec u ∈ Rm, ∥u∥ ≤ 1, x ∈ Rn, p ∈ Rn et où H0, H1, . . ., Hm sont des fonctions lisses. Posons

Φ := (H1, . . . ,Hm).

Ainsi H(z, u) = H0(z) + (u |Φ(z)), z = (x, p). D’après l’inégalité de Cauchy-Schwartz,

(u |Φ(z)) ≤ ∥u∥ ∥Φ(z)∥

et si Φ(z) ̸= 0, ce maximum est atteint pour

u(z) := Φ(z)
∥Φ(z)∥ .

Il reste à calculer u(z) dans le cas où Φ ≡ 0 sur un intervalle I ⊂ [t0 , tf ] non réduit à un
point. Dans ce cas, c’est un peu plus compliqué que dans le cas précédent mais l’idée est
toujours de dériver tous les Hi le long de l’extrémale afin d’obtenir des équations faisant
intervenir le contrôle. Voir par exemple [28, page 5] pour le cas général et [15] pour une
application concrète.

□

Exemple 4.2.4. Considérons dans cet exemple, un hamiltonien de la forme

H(x, p, u) = H0(x, p) +
m∑

i=1
uiHi(x, p)− ∥u∥,

avec u ∈ Rm, ∥u∥ ≤ 1, x ∈ Rn, p ∈ Rn et où H0, H1,. . ., Hm sont des fonctions lisses. Posons

Φ := (H1, . . . ,Hm).

On a alors H(z, u) = H0(z) + (u |Φ(z))− ∥u∥. D’après l’inégalité de Cauchy-Schwartz,

(u |Φ(z))− ∥u∥ ≤ ∥u∥ ∥Φ(z)∥ − ∥u∥ = ∥u∥(∥Φ(z)∥ − 1)

et si Φ(z) ̸= 0, ce maximum est atteint pour un contrôle de la forme

u(z) := ρ(z) Φ(z)
∥Φ(z)∥ ,
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ρ(z) ∈ [0 , 1]. Si Φ(z) = 0 alors u(z) = 0. On a donc

H(z, u(z)) = H0(z) + ρ(z) ∥Φ(z)∥ − ρ(z) = H0(z) + ρ(z) (∥Φ(z)∥ − 1).

Ainsi, 
ρ(z) = 1 si ∥Φ(z)∥ > 1,
ρ(z) = 0 si ∥Φ(z)∥ < 1,
ρ(z) ∈ [0 , 1] si ∥Φ(z)∥ = 1.

Il reste à traiter le cas ∥Φ(z)∥ ≡ 1 sur un intervalle d’intérieur non vide. Posons

H̃1 := ∥Φ∥ − 1,

et considérons ρ comme nouveau contrôle. Le nouveau pseudo-hamiltonien s’écrit

H(z, ρ) = H0(z) + ρ H̃1(z).

Les extrémales sont caractérisées par ∇ρH = ∥Φ∥−1 = H̃1 = 0, et on se retrouve dans le cas
de l’exemple précédent. Il faudra donc dériver autant de fois que nécessaire pour retrouver
le contrôle.

□

4.3 Exemples de conditions de transversalité
Pour se simplifier la vie, on écrit parfois le mutliplicateur de Lagrange λ et le vecteur

adjoint p sous la forme d’un vecteur colonne.

Exemple 4.3.1. Considérons un problème de Lagrange (i.e. g ≡ 0) où t0, tf , x0 et xf sont
fixés mais tout de même inclus dans les conditions aux limites :

c(t0, x0, tf , xf ) = (t0 − t̄0, x0 − x̄0, tf − t̄f , xf − x̄f ).

Les contraintes sont donc
c(t0, x(t0), tf , x(tf )) = 0Rl .

On a alors l = 2n+ 2 contraintes et un multiplicateur

λ := (λt0 , λx0 , λtf
, λxf

) ∈ Rl.

Les conditions de transversalité et sur le hamiltonien nous donne

p(t0) = −λx0 , p(tf ) = λxf
, H[t0] = λt0 , H[tf ] = −λtf

.

Ainsi, ces conditions n’apportent aucune information supplémentaire.
□

Exemple 4.3.2. Prenons un problème de Lagrange 2D avec des contraintes c(x(tf )) = 0
sous la forme c(x) := 0.5 (x2

1 + x2
2)− 1, x := (x1, x2), et où t0, x0 et tf sont fixés. D’après le

PMP, on a la condition de transversalité

p(tf ) = λ∇c(x(tf )) = λx(tf ).
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On a donc la condition liant x(·) et p(·) en tf : p1(tf )x2(tf )−p2(tf )x1(tf ) = 0. Remarquons
que l’on a n = 3 inconnues p1(0), p2(0) et λ et 3 équations :

0 = c(x(tf )), 0 = p1(tf )− λx1(tf ), 0 = p2(tf )− λx2(tf ),

que l’on peut tout aussi bien écrire sous la forme :

0 = c(x(tf )),
0 = p1(tf )x2(tf )− p2(tf )x1(tf ),

0 = λ− (p(tf ) |x(tf ))
∥x(tf )∥2 = λ− (p(tf ) |x(tf ))

2 .

On remarque alors que l’on peut se retreindre à chercher dans un premier temps p1(0), p2(0),
puis on trouve λ dans un second temps. □

Exemple 4.3.3. Dans le cas d’un problème de Lagrange où l’on a des conditions terminales
simples :

c(xf ) := xf − x̄f = 0,
alors la condition de transversalité

p(tf ) = λ

ne donne pas d’information utile puisque l’on a ici une équation qui mélange seulement le
vecteur adjoint et λ, que l’on cherche à déterminer. □

Exemple 4.3.4. Dans le cas contraire où l’on n’a pas de contraintes terminales, i.e. c(xf ) :=
0, toujours pour un problème de Lagrange (g ≡ 0), alors on a la condition de transversalité
p(tf ) = 0, qui détermine ici totalement le vecteur adjoint en l’instant final. □

Exemple 4.3.5. Toujours pour un problème de Lagrange, si

c(x0, xf ) := xf − x0 = 0

qui est une condition pour une obtenir une trajectoire périodique, alors on obtient la condition

p(t0) = p(tf ),

puisque les conditions de transversalité sont ici

p(t0) = λ, p(tf ) = λ.

On remarque encore une fois que si on détermine p(t0) ou p(tf ) alors on peut retrouver λ
facilement. □

Exemple 4.3.6 (Voir aussi Exemple 3.3.1). Considérons un problème de Lagrange avec une
contrainte terminale de la forme c(xf ) = 0Rl , avec l ≤ n, et c une submersion. Alors, la
condition de transversalité

p(tf ) = Jc(x(tf ))Tλ =
p∑

i=1
λi∇ci(x(tf ))

signifie que
p(tf ) ⊥ Tx(tf )M,

c’est-à-dire que p(tf ) est orthogonal à l’espace tangent à M au point x(tf ) où la cible termi-
nale M := c−1({0Rl}) est une sous-variété de Rn de dimension n− p. □
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Considérons le problème de contrôle optimal général (OCP) et notons M := c−1({0Rl}).
L’ensemble M est une sous-variété différentielle de RN de dimension N − l, avec l ≤ N =
2n + 2. Pour tout y ∈ M , l’espace tangent à M en y est donné par TyM = Ker Jc(y), avec
Jc(y) ≃ c′(y) la matrice jacobienne de c en y. Soit (x(·), p(·), p0, u(·)) une BC-extrémale du
Problème (OCP) sur [t0 , tf ]. Notons

y := (t0, x(t0), tf , x(tf )) ∈M.

Les équations (4.2) et (4.3) du PMP se réécrivent alors
H[t0]
−p(t0)
−H[tf ]
p(tf )

− p0∇g(y) ⊥ TyM.

En effet, introduisons le point q := (H[t0],−p(t0),−H[tf ], p(tf )) − p0∇g(y) ∈ RN et la
matrice A := Jc(y) ∈ Rl×N . Alors, la condition précédente devient q ⊥ KerA = (ImAT )⊥,
i.e. q ∈ ImAT . Ainsi, il existe λ ∈ Rl t.q.

q = ATλ

ce qui correspond aux conditions de transversalité (4.2) et sur le hamiltonien (4.3) du PMP.
Voyons maintenant comment se débarrasser de λ dans la formulation du PMP. Puisque c

est une submersion sur M , alors A est de rang plein l et donc KerA est de dimension N − l.
Soit (v1, . . . , vN−l) une base de KerA. On note

B :=

 vT
1
...

vT
N−l

 ∈ R(N−l)×N .

La condition devient alors
q ⊥ KerA⇔ Bq = 0RN−l .

et cette équation ne contient pas λ.
Voyons pour finir comment retrouver λ connaissant q. Attention, dire que l’on connaît

q c’est dire que l’on a résolu le PMP et que l’on a trouvé une BC-extrémale. En effet, pour
trouver q, il faut connaître B, donc A, or A dépend de y et y dépend de la BC-extrémale.
Puisque

RN = KerA⊕ ImAT = ImBT ⊕ ImAT ,

alors
C :=

[
BT AT

]
∈ RN×N

est inversible. C’est la matrice de passage de la base canonique de RN à la base

{v1, . . . , vN−l,∇c1(y), . . . ,∇cl(y)} .

Pour la solution q = ATλ = ∑l
i=1 λi∇ci(y), on a alorsÇ

0RN−l

λ

å
= C−1q.

On retrouve donc λ en résolvant le système linéaire Cµ = q.



70 Chapitre 4. Principe du maximum de Pontryagin

4.4 Cadre hamiltonien et origine symplectique

Pour alléger les notations nous introduisons les définitions suivantes. Soit H(t, x, p, p0, u)
un pseudo-hamiltonien, on appelle système pseudo-hamiltonien, le système suivant :

#—

H(t, x, p, p0, u) :=
Å
∂H

∂p
(t, x, p, p0, u),−∂H

∂x
(t, x, p, p0, u)

ã
.

De même, soit H(t, x, p) un véritable hamiltonien (non autonome). On rappelle que le système
hamiltonien associé est donné par :

#—H(t, x, p) :=
Å
∂H
∂p

(t, x, p),−∂H
∂x

(t, x, p)
ã
.

Remarque 4.4.1. Nous avons déjà introduit ces définitions dans la remarque 1.6.3 et dans la
Définition 1.7.1.

Proposition 4.4.1

Soit (x̄(·), p̄(·), p0, ū(·)) une extrémale de Pontryagin-Boltyanski du Problème (OCP).
On note z̄(·) := (x̄(·), p̄(·)).

Si pour presque tout t ∈ [0 , tf ], au voisinage de z̄(t), le pseudo-hamiltonien maximisé
définit un hamiltonien

z 7→ H(t, z) := max
u∈U

H(t, z, p0, u)

lisse, alors pour presque tout t ∈ [0 , tf ], on a ˙̄z(t) = #—H(t, z̄(t)).

� Puisque pour presque tout t ∈ [0 , tf ], d’après le PMP,

˙̄z(t) = #—

H(t, z̄(t), p0, ū(t)),

il suffit de montrer que, pour t ∈ [0 , tf ] p.p. : ∂zH(t, z̄(t)) = ∂zH(t, z̄(t), p0, ū(t)).

Soit t ∈ [0 , tf ] pour lequel (4.1) est vérifiée et pour lequel H est défini et lisse, sur un
voisinage ouvert de z̄(t), sur lequel on pose F (z) := H(t, z)−H(t, z, p0, ū(t)).

On a alors F (z) ≥ 0 et F (z̄(t)) = 0. Donc F est minimisée sur ce voisinage ouvert en
z = z̄(t), ce qui implique F ′(z̄(t)) = 0. ■

Définition 4.4.2 – Extrémale de Hamilton

Une extrémale de Pontryagin-Boltyanski vérifiant les hypothèses de la Proposi-
tion 4.4.1 est appelée extrémale de Hamilton.

Supposons le pseudo-hamiltonien suffisamment régulier et p0 fixé. Supposons que U soit
un ouvert de Rm et que u 7→ H(t, z, u), z = (x, p), admette un unique maximum sur U en
u = um(t, z), pour tout (t, z). On suppose de plus que um est lisse. Le pseudo-hamiltonien
maximisé nous fournit un hamiltonien lisse (en z) donné par :

H(t, z) = H(t, z, um(t, z)).
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D’après le PMP, le long d’une extrémale de Pontryagin-Boltyanski est vérifiée

ż(t) = #—

H(t, z(t), um(t, z(t))).

D’après la définition et la proposition précédentes, cette extrémale est une extrémale de
Hamilton qui vérifie donc aussi

ż(t) = #—H(t, z(t)),

ce qui se vérifie ici aisément dans ce cadre puisque

∂H
∂z

(t, z(t)) = ∂H

∂z
[t] + ∂H

∂u
[t] · ∂um

∂z
(t, z(t)) = ∂H

∂z
[t]

car ∂uH[t] = 0, où [t] := (t, z(t), p0, um(t, z(t))). Retrouvons pour finir les résultats de la
Proposition 4.1.3 et du Corollaire 4.1.4 dans ce cadre. Notons Ht(z) := H(t, z) pour avoir
une fonction seulement de la variable z. Alors,

d
dtH(t, z(t)) = ∂H

∂t
(t, z(t)) + ∂H

∂z
(t, z(t)) · ż(t)

= ∂H
∂t

(t, z(t)) + H′
t(z(t)) ·

#  —Ht(z(t)) = ∂H
∂t

(t, z(t)) + {Ht,Ht}(z(t))

= ∂H
∂t

(t, z(t)) = ∂H

∂t
[t] + ∂H

∂u
[t] · ∂um

∂t
(t, z(t)) = ∂H

∂t
[t]

par antisymétrie du crochet de Poisson et puisque ∂uH[t] = 0. La hamiltonien est donc
constant le long des extrémales si le problème est autonome.

Exemple 4.4.1. Supposons U = Rm. On suppose aussi que le pseudo-hamiltonien est suffi-
samment régulier. On fixe t, z et p0. Si la fonction u 7→ H(t, z, p0, u) est strictement concave
et si la fonction est (négativement) coercive, 1 alors il existe un unique maximum à cette
fonction. Si de plus

u 7→ ∂2H

∂u2 (t, z, p0, u)

est définie négative en l’unique contrôle maximisant noté umax(t, z, p0), alors d’après le théo-
rème des fonctions implicites, pour t et p0 fixés, l’application partielle z 7→ umax(t, z, p0)
est lisse et donc les hypothèses de la Proposition 4.4.1 sont vérifiées le long de toute ex-
trémale de Pontryagin-Boltyanski, c’est-à-dire le pseudo-hamiltonien maximisé défini bien
un hamiltonien lisse. Dans ce cas, nous avons de plus que la condition forte de Legendre est
vérifiée le long de toute extrémale. Tout ceci est vrai par exemple pour le pseudo-hamiltonien
(p0 = −1) :

H(x, p, u) = H0(x, p) +
m∑

i=1
uiHi(x, p)−

1
2∥u∥

2,

cf. Exemple 4.2.1. □

Pour compléter le Théorème 3.6.6, nous avons dans ce cadre, une condition suffisante
d’optimalité locale forte à comparer avec le Théorème B.6.1. Le résultat à venir ne concerne

1. Voir https://tinyurl.com/coercivite-wikipedia.

https://tinyurl.com/coercivite-wikipedia
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que les problèmes autonomes (PL) de Lagrange avec conditions aux limites simples. Rappe-
lons la formulation du problème :

(PL)


min J(x, u) :=

∫ tf

0
f0(x(t), u(t)) dt

ẋ(t) = f(x(t), u(t)), u(t) ∈ U, t ∈ [0 , tf ] p.p.,

x(0) = x0, x(tf ) = xf ,

Nous avons alors le résultat suivant.

Théorème 4.4.3 – [1, Chapitre 21]

Pour une BC-extrémale normale de Hamilton du Problème (PL) sous les Hypo-
thèses (H5), la condition forte de Jacobi est une condition suffisante d’optimalité
locale stricte pour la topologie C 0 (sur x).

� Une preuve est donnée dans [23, Annexe A]. ■

En résumé, en combinant les Théorèmes 3.6.6 et 4.4.3, avant le premier temps conjugué,
l’optimalité locale est vérifiée pour un grand voisinage dans C 0 de la trajectoire, tandis
qu’après le premier temps conjugué, l’optimalité locale est perdue, même pour des petits
voisinages dans L∞ sur le contrôle. Voir [28, Section 1.2] pour des algorithmes de calculs.

Origine symplectique. Les extrémales de Hamilton nous ramène aux théories de la dy-
namique hamiltonienne et de la géométrie symplectique [1, 6, 14, 55]. Rapidement dit, il
y a deux objets centraux dans ce cadre qui sont fondamentaux ici, le hamiltonien H et
la forme symplectique ω. Le hamiltonien est une fonction sur l’espace des phases, tandis
que la forme symplectique est une 2-forme différentielle sur l’espace des phases. C’est elle
qui permet de définir la notion de champ de vecteurs hamiltonien donnant les équations
de Hamilton. Ce hamiltonien avec la forme symplectique nous indique donc comment les
extrémales de Hamilton se comportent dans l’espace des phases, qui lui-même défini donc
la structure géométrique (symplectique) dans laquelle évolue les solutions du problème de
contrôle optimal.

Nous avons déjà vu d’où vient le hamiltonien. Voyons comment obtenir la forme symplec-
tique. Tout d’abord, à partir de l’espace d’état Ω, une variété différentielle, nous définissons
l’espace des phases, ou fibré cotangent, comme l’espace

T ∗Ω := {(x, p) ∈ Ω× T ∗
x Ω} ,

où T ∗
x Ω est l’espace dual de TxΩ, c’est-dire l’ensemble des formes linéaires sur l’espace tangent

à Ω en x. Dans notre cas Ω est un ouvert de Rn, donc

TxΩ ≃ Rn, T ∗
x Ω ≃ Rn et T ∗Ω ≃ Ω× Rn.

Nous pouvons de manière canonique définir une 1-forme différentielle sur T ∗Ω donnée par

α(x,p) :=
n∑

i=1
pi dxi.
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Cette 1-forme est appelée la forme de Liouville. La structure symplectique de T ∗Ω est
donnée par la dérivée extérieure de la forme de Liouville, c’est-à-dire la 2-forme différentielle
ω définie par

ω(x,p) := −dα(x,p) =
n∑

i=1
dxi ∧ dpi.

La forme symplectique est donc une forme différentielle non dégénérée. La structure sym-
plectique de T ∗Ω nous permet de définir la notion de champ de vecteurs hamiltonien. Soit
H une fonction sur T ∗Ω. Le champ de vecteurs hamiltonien associé à H est le champ de
vecteurs #—

H défini par
ω( #—

H, ·) = dH.

Enfin, la structure symplectique nous permet de définir la notion de flot hamiltonien. Soit
#—

H le champ de vecteurs hamiltonien associé à H. Le flot hamiltonien est la famille de difféo-
morphismes ϕt définie par

d
dtϕt(z0) = #—

H(ϕt(z0)), ϕ0(z0) = z0.

Le flot hamiltonien est donc la solution du problème de Cauchy

ż(t) = #—

H(z(t)), z(0) = z0.

Remarque 4.4.2. L’un des théorèmes centraux de la géométrie symplectique est le théorème
de Darboux qui nous dit que, localement, toute forme symplectique est équivalente à la forme
symplectique canonique ω0 donnée par

ω0 =
n∑

i=1
dxi ∧ dpi.

Cela signifie que, localement, nous pouvons toujours trouver un changement de coordonnées qui
nous permet de passer de ω à ω0. Un changement de coordonnées sur une structure symplectique est
appelé un symplectomorphisme, c’est un difféomorphisme qui préserve la 2-forme symplectique.
Dans notre cadre, à partir d’un changement de coordonnées sur Ω, nous pouvons définir de manière
canonique un symplectomorphisme sur T ∗Ω. En effet, si φ est un changement de coordonnées sur
Ω, alors le changement de coordonnées canonique sur T ∗Ω est donné par

φ∗ : T ∗Ω→ T ∗Ω, (x, p) 7→ (φ(x), p φ′(x)−1).

On peut vérifier que φ∗ est un symplectomorphisme. On rappelle aussi que

φ′(x)−1 = (φ−1)′(φ(x)).

Enfin, un autre théorème fondamental de la dynamique hamiltonienne est le théorème d’Arnold-
Liouville et la notion de variables d’action-angles définies sur le tore dit de Liouville. Ce théorème
permet de classifier les extrémales de Hamilton en fonction de leurs propriétés topologiques et
ainsi d’étudier comment les extrémales décrivent le tore. Dans le cas particulier de la mécanique
classique présentée en Section 3.5.3, la théorie de Morse [61] appliquée à la fonction hauteur
donnée par l’énergie mécanique permet de retrouver la description du tore de Liouville. C’est le
cas aussi en géométrie riemannienne de révolution en dimension 2 par exemple. Le point clé étant
la présence d’un potentiel non dégénéré. Il existe également le théorème de Noether, fondamental,
qui fait le lien entre les symétries et les lois de conservation.
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4.5 Problèmes affines en la commande
On appelle système contrôlé affine tout système de la forme

ẋ(t) = F0(x(t)) +
m∑

i=1
ui(t)Fi(x(t)).

Le champ de vecteurs F0 est appelé la dérive et D = {F1, . . . , Fm} est appelée la distri-
bution contrôlée. La condition de Legendre n’est pas significative dans le cas affine où
∂2

uuH ≡ 0. On introduit donc la définition suivante. On dit qu’une extrémale de Pontryagin-
Boltyanski (x(·), p(·), p0, u(·)) définie sur [t0 , tf ] vérifie la condition dégénérée de Le-
gendre si pour presque tout t ∈ [t0 , tf ] :

∂2H

∂u2 (t, x(t), p(t), p0, u(t)) = 0.

Dans ce cas, pour un sytème affine par exemple, on a alors la condition nécessaire d’optimalité
suivante. Si le contrôle est intérieur à la contrainte, alors la condition de Goh [38] :ß

∂Ht

∂ui
,
∂Ht

∂uj

™
(z(t)) = 0, i, j = 1, . . . ,m, t ∈ [t0 , tf ] p.p., (4.4)

est nécessaire pour que l’extrémale soit optimale. On rappelle que z = (x, p). Nous avons
introduit la notation Ht(z) := H(t, z, p0, u(t)) et

∂Ht

∂ui
(z) := ∂H

∂ui
(t, z, p0, u(t)), i = 1, . . . ,m.

En plus de la condition de Goh, dans le cas où l’extrémale vérifie la condition dégénérée de
Legendre, sous certaines hypothèses supplémentaires, on a la condition de Legendre-Clebsch
généralisée [1] à vérifier. Dans le cas particulier affine mono-entrée autonome :

H(x, p, u) = H0(x, p) + uH1(x, p), u ∈ R, Hi(x, p) := p · Fi(x), i = 0, 1,

la condition de Legendre-Clebsch généralisée est donnée par :

H101(z(t)) := {H1, {H0, H1}}(z(t)) ≥ 0, t ∈ [t0 , tf ] p.p..

Classification des extrémales : système affine mono-entrée. On considère un sys-
tème affine mono-entrée de la forme ẋ = F0(x) + uF1(x), où u ∈ R et x ∈ Ω, avec Ω un
ouvert de Rn. Soient H0, H1 les relèvements hamiltoniens de F0, F1. Soit (x(·), p(·), p0, u(·))
une extrémale de Pontryagin-Boltyanski sur I ⊂ R, I un ouvert d’intérieur non vide. Le long
de cette extrémale, on a ∂uH(z(t), u(t)) = H1(z(t)) = 0, z = (x, p). Nous sommes dans le
cadre du Chapitre 1 et nous appelons cette extrémale, une extrémale singulière. La valeur
du contrôle se retrouve en dérivant au moins deux fois par rapport au temps l’application
H1 le long de l’extrémale, voir l’Exemple 1.7.2 pour les notations et le détail des calculs :

d
dtH1(z(t)) = H01(z(t)) = 0
d
dtH01(z(t)) = H001(z(t)) + u(t)H101(z(t)) = 0 (4.5)
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et (4.5) permet la définition du contrôle singulier sous la forme fermée

us(z) := −H001(z)
H101(z)

en dehors de Σ0
101 := {z ∈ T ∗Ω | H101(z) = 0} . Une extrémale singulière définie en dehors

de Σ0
101 est appelée une extrémale singulière d’ordre minimal. Notons

Σ0
1 := {z ∈ T ∗Ω | H1(z) = 0} , Σ0

01 := {z ∈ T ∗Ω | H01(z) = 0} ,

et définissons Σs := Σ0
1 ∩ Σ0

01. En injectant us dans le pseudo-hamiltonien, on définit le
hamiltonien

Hs(z) := H(z, us(z)).
On a alors la proposition suivante.

Proposition 4.5.1

Soit z̄ ∈ Σs \ Σ0
101.

Alors, il passe exactement une extrémale singulière d’ordre minimal par z̄ (à p0 près).
Elle est contenue dans Σs et elle est solution du système hamiltonien ż(t) = #  —Hs(z(t)),
le contrôle étant donné par us(z(t)).

� Soit z(·) la courbe intégrale de #  —Hs passant par z̄ à t = 0. Soit φ(t) := ξ(z(t)), avec
ξ(z) := (H1(z), H01(z)). Alors φ(0) = 0 et φ′(t) = ξ′(z(t)) #  —Hs(z(t)).

∗ Montrer que Σs est invariant par le flot hamiltonien associé à Hs revient à montrer que
φ(t) = 0 pour tout t ∈ R. Or,

φ′
1(t) = {Hs, H1}(z(t)) = {H0 + usH1, H1}(z(t))

=
(
{H0, H1}+ us {H1, H1}+H1 {us, H1}

)
(z(t))

= {H0, H1}(z(t)) +H1(z(t)) {us, H1}(z(t))

et

φ′
2(t) = {Hs, H01}(z(t)) = {H0 + usH1, H01}(z(t))

=
(
{H0, H01}+ us {H1, H01}︸ ︷︷ ︸

= 0 par définition de us

+H1 {us, H01}
)

(z(t))

= H1(z(t)) {us, H01}(z(t)).

Ainsi, φ′(t) = A(t)φ(t), avec

A(t) :=
Å
{us, H1}(z(t)) 1
{us, H01}(z(t)) 0

ã
et φ(0) = 0. On a donc φ(t) = 0 pour tout t ∈ R.
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∗ Maintenant, puisque

Hs
′(z) = ∂H

∂z
(z, us(z)) + ∂H

∂u
(z, us(z))u′

s(z) = ∂H

∂z
(z, us(z)) +H1(z)u′

s(z),

on a Hs
′(z(t)) = ∂zH(z(t), us(z(t))) le long de la courbe intégrale z(·) de #  —Hs. Ainsi,

(z(·), us(z(·))) est une extrémale singulière (d’ordre minimal). Réciproquement, soit une
extrémale d’ordre minimal passant par z̄. Alors, automatiquement, elle est contenue dans
Σs, le contrôle est donnée par us et elle est donc aussi solution du système hamiltonien
ż(t) = #  —Hs(z(t)) puisque Hs

′(z(t)) = ∂zH(z(t), us(z(t))) dès que H1(z(t)) = 0. ■

Remarque 4.5.1. D’après la proposition précédente, Σs = ξ−1({0R2}) est invariant par le flot
hamiltonien associé à Hs. Supposons que ξ soit une submersion sur Σs ̸= ∅. Alors, Σs est une
sous-variété de T ∗Ω de codimension 2, et les ensembles Σ0

1 et Σ0
01 sont transverses en tout point

de Σs.

Supposons que le contrôle soit borné entre −1 et 1. La classification des extrémales bangs
(de contrôle de norme maximale) et singulières se fait en fonction de l’ordre du contact des
extrémales bangs avec la variété de commutation Σ0

1 et des signes des crochets de Poisson
H001 et H101 aux points de contact. L’optimalité locale des extrémales dépend de cette
classification et on peut donner des conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité locale
sous des conditions d’absence de points conjugués comme dans les Sections 3.6 et 4.4. Voir les
références [19, 18, 20] pour plus de détails. Voir aussi [28, Section 1.2] pour des algorithmes
de calculs.

4.6 Exercices

Exercice 4.6.1 (solution p. 99) : Soit le problème de contrôle optimal (non auto-
nome) suivant : 

min J(x, u) := 1
2

∫ tf

t0
(t u(t) + x(t))2 dt,

ẋ(t) = u(t), u(t) ∈ R, t ∈ [t0 , tf ] p.p.,

x(tf ) = 0,

avec 0 < t0 < tf . Calculer les BC-extrémales du problème.

Exercice 4.6.2 (solution p. 100) : (Problème de contrôle optimal à temps final
libre) Soit le problème de contrôle optimal suivant :

min J(x, u, tf ) := tf ,

ẋ(t) = (x2(t), u(t)), |u(t)| ≤ 1, t ∈ [0 , tf ] p.p.,

x(0) = (a, 0), x(tf ) = (0, 0),
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avec a < 0 donné et la contrainte supplémentaire tf > 0. L’objectif est de donner le
5-uplet (tf , u(·), x(·), p(·), p0) solution du principe du maximum de Pontryagin.

1. Application directe du PMP.

1.1. Donner le pseudo-hamiltonien H(x, p, u).

1.2. Montrer que pour toute extrémale, p(t) = (α,−αt+ β) où α et β sont deux
constantes.

1.3. Donner le contrôle maximisant u(p2).

2. Analyse du problème, partie 1. On dit que le contrôle commute en un temps
t⋆ si p2(t⋆) = 0 et p2 est non constant sur tout voisinage de t⋆. On parle alors de temps
de commutation.

2.1. Montrer que (α, β) ̸= (0, 0).

2.2. Montrer que le contrôle commute au plus 1 fois.

2.3. Montrer qu’il existe un temps de commutation t1 ∈ ]0 , tf [.

2.4. En déduire que αβ > 0.

2.5. Montrer que si α et β sont strictement négatifs, alors on ne peut pas avoir
x1(tf ) = 0.

3. Analyse du problème, partie 2.

3.1. Sachant que H = −p0 le long de l’extrémale, montrer que β = 1 et p0 = −1.

3.2. En déduire que t1 = 1/α.

3.3. Calculer x(t) pour t ∈ [0 , t1], puis pour t ∈ [t1 , tf ], en fonction de a et t1.

3.4. Montrer que t1 =
√
−a et tf = 2t1.

4. Conclusion.

4.1. Montrer que x1(t) = x2
2(t)/2 + a sur [0 , t1] et x1(t) = −x2

2(t)/2 sur [t1 , tf ].

4.2. Faire un dessin de la trajectoire solution dans le plan (x1, x2).

Exercice 4.6.3 (solution p. 102) : (Problème de turnpike avec singulière) Soit le
problème suivant : 

min J(x, u) :=
∫ 2

0
x2(t) dt,

ẋ(t) = u(t), |u(t)| ≤ 1, t ∈ [0 , 2] p.p.,

x(0) = 1, x(2) = 1/2.

L’objectif est de donner le 4-uplet (u(·), x(·), p(·), p0) solution du PMP, c’est-à-dire
calculer la BC-extrémale. On supposera que p0 = −1.
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1. Application directe du PMP.

1.1. Donner le pseudo-hamiltonien H(x, p, u).

1.2. Donner le contrôle maximisant u(p).

1.3. Donner l’équation adjointe.

2. Analyse du problème, partie 1. Soit une trajectoire x(·) qui vérifie x(t) < 0
sur ]t1 , t2[, 0 < t1 < t2 < 2, et x(t1) = x(t2) = 0. Alors, il est facile de voir que

x̃(t) =
ß
x(t) sur [0 , t1] ∪ [t2 , 2],
0 sur [t1 , t2]

est meilleure que x(·). Ainsi, la trajectoire optimale vérifie x(·) ≥ 0 sur [0 , 2] et ṗ ≥ 0.
On peut de même montrer que nécessairement p(0) < 0, ce que l’on supposera par la
suite.

2.1. Montrer qu’il existe t1 ∈ ]0 , 2] tel que p(t1) = 0.

2.2. Montrer que si x(t1) > 0 alors p ne s’annule pas sur ]t1 , 2].

2.3. En déduire que x(t1) = 0. En déduire la valeur de t1.

3. Analyse du problème, partie 2. Soit t2 ∈ [t1 , 2] le supremum des temps tels
que x(t) = 0 pour tout t ∈ [t1 , t2]. On sait que t2 < 2 car x(t) > 0 au voisinage de
t = 2. Sachant que la trajectoire doit rejoindre le demi-plan ouvert x > 0, on peut
montrer, par un raisonnement analogue à celui de la question précédente, que p ne
s’annule pas sur ]t2 , 2].

3.1. Calculer le contrôle permettant d’avoir x(t) = 0 pour tout t ∈ ]t1 , t2[, en
supposant t1 < t2. On notera u0 ce contrôle.

3.2. On sait que la solution est constituée de trois arcs et vérifie
u(t) = −1 sur [0 , t1],
u(t) = u0 sur ]t1 , t2[,
u(t) = 1 sur [t2 , 2].

Calculer la trajectoire solution x(·) avec le vecteur adjoint p(·), et donner les temps t1
et t2.
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En contrôle optimal, il existe deux grandes familles de méthodes locales, les
méthodes dites directes et les méthodes indirectes. Ce ne sont pas les seules, puis-
qu’il existe aussi des méthodes de modèles prédictifs pour résoudre des systèmes
en temps réel à partir d’observations de l’état, ou encore des méthodes globales
basées sur les équations de Hamilton-Jacobi-Bellman par exemple. Les méthodes
directes consistent à transformer le problème de contrôle optimal en un problème
d’optimisation de grande taille en dimension finie. Voir [10, 11] pour une présen-
tation générale et [13] pour une présentation du tir direct. Dans les méthodes
directes, l’état et/ou le contrôle sont discrétisés, sur une grille de temps choisie
en amont, et les valeurs de l’état et/ou le contrôle en les instants de la grille
deviennent les inconnues du problème d’optimisation. Ceci implique qu’il n’est
pas nécessaire de connaître a priori la structure du contrôle optimal contraire-
ment aux méthodes indirectes, telles que les méthodes de tir que l’on présente par
la suite. Pour plus de détails sur l’implémentation des méthodes de tir indirect
voir [8, 69] par exemple. Nous devons de plus faire la distinction entre plusieurs
cas, car suivant le type de structure rencontrée, la méthode de tir choisie est dif-
férente. Supposons tout d’abord que le contrôle maximisant soit lisse par rapport
au temps et s’écrive sous une forme fermée fonction de l’état et du co-état. Dans ce
cas, nous utiliserons la méthode indirecte de tir simple pour résoudre le problème
de contrôle optimal. La méthode de tir multiple peut quant à elle être utilisées
pour plusieurs raisons. Initialement, le tir multiple a été introduit dans l’idée de
renforcer la stabilité et la convergence de la méthode de tir simple, en discrétisant
l’intervalle de temps [13]. On discrétise pour intégrer sur des intervalles de temps
plus courts et ainsi réduire les erreurs numériques et la sensibilité. La subdivision
est donc connue alors que les points intermédiaires à chaque instant de la grille
sont des inconnues de la méthode de tir multiple. Maintenant, si le domaine du
contrôle est fermé, autrement dit s’il y a des contraintes sur le contrôle, il est
alors possible que le contrôle optimal sature la contrainte sur certains intervalles
de temps et soit intérieur à la contrainte sur d’autres. Dans ce cas, pour résoudre
des problèmes de type bang-bang ou bang-singulier par exemple, il est nécessaire
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d’appliquer une méthode de tir multiple pour calculer précisément les instants
de commutations entre les différents arcs. Nous verrons enfin que dans le cas
particulier de problèmes bang-bang, nous pouvons aussi utiliser une méthode de
tir simple avec détections des commutations [58]. Dans ce cas, seul le point initial
est une inconnue (comme pour le tir simple), cependant il faut prendre garde à
bien calculer la jacobienne de la fonction de tir en prenant en compte les sauts
aux instants de commutations sur les équations variationnelles. Cette méthode
de tir simple avec détections des commutations devient très utile lorqu’il y a un
nombre important de commutations pour réduire le nombres d’inconnues de la
fonction de tir.

5.1 Introduction par l’exemple
Considérons le problème suivant :

(P6)


min J(x, u) := 1

2

∫ tf

0
u(t)2 dt

ẋ(t) = −x(t) + u(t), u(t) ∈ R, t ∈ [0 , tf ] p.p.,
x(0) = x0, x(tf ) = xf ,

avec tf = 1, x0 = −1, xf = 0 et ∀ t ∈ [0 , tf ], x(t) ∈ R. Le pseudo-hamiltonien du problème
est

H(x, p, u) := p (−x+ u) + p0u2/2,

où p0 = −1 car nous sommes dans le cas normal. La condition de maximisation du PMP, cf.
Théorème 4.1.1, donne la loi de contrôle que l’on note u(p) :

u(p) := −p/p0 = p

puisque ∂2
uuH = p0 = −1 < 0. En introduisant cette loi de contrôle dans le système pseudo-

hamiltonien de (4.1) et en considérant les conditions aux limites, on obtient le problème aux
deux bouts (BVP) :

(BVP1)


ẋ(t) = ∇pH[t] = −x(t) + u(p(t)) = −x(t) + p(t),
ṗ(t) = −∇xH[t] = p(t),
x(0) = x0, x(tf ) = xf ,

où [t] := (x(t), p(t), u(p(t))). On s’intéresse maintenant à la résolution de (BVP1). On
introduit pour cela la notation connue

#—

H(z, u) := (∇pH(z, u),−∇xH(z, u)) , z := (x, p).

On note ensuite z(·, x0, p0) la solution de ż(t) = #—

H(z(t), u(p(t))), z(0) = (x0, p0). On définit
enfin la fonction de tir suivante :

S : R −→ R
p0 7−→ S(p0) := π(z(tf , x0, p0))− xf ,
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où π(x, p) := x. Au final, résoudre (BVP1) revient à résoudre S(p0) = 0. C’est ce que
l’on appelle la méthode de tir simple indirect. Les origines des méthodes de tir pour la
résolution de problèmes aux deux bouts peuvent se retrouver dans les commentaires pages
139–140 de [9].

Calculons à la main la solution de (BVP1). Nous pouvons tout d’abord calculer par la
méthode de la variation de la constante la solution du système hamiltonien, ce qui nous
donne :

p(t, x0, p0) = et p0, x(t, x0, p0) = (0.5 p0 (e2t − 1) + x0) e−t.

Et puisque x0 = −1, tf = 1, et puisque la cible est x(tf , x0, p0) = xf = 0, on obtient comme
vecteur adjoint initial solution

p̄0 = 2 (xf e
tf − x0)

e2 tf − 1 = 2
e2 − 1 ≈ 0.313.

Remarque 5.1.1. La fonction de tir est ici

S(p0) = x(tf , x0, p0)− xf = p0 sh(tf ) + x0e
−tf − xf .

Elle est linéaire en p0 et dire que p̄0 est solution c’est dire que S(p̄0) = 0.

5.2 La démarche générale : condition aux limites simples

Considérons le Problème (PL) sous les Hypothèses (H2) et supposons que pour toute
extrémale de Pontryagin-Boltyanski (z(·), p0, u(·)), on peut écrire u(t) = u(z(t)), avec z 7→
u(z) de classe au moins C 1. En injectant u(z) dans #—

H, trouver une BC-extrémale revient à
résoudre le problème aux deux bouts suivant :

(BVP2)
{
ż(t) = #—

H(z(t), u(z(t))),
0R2n = b(z(0), z(tf )) := (x(0)− x0, x(tf )− xf ).

On peut alors écrire le problème aux deux bouts (BVP2) sous la forme d’un système d’équa-
tions non linéaires :

S : Rn −→ Rn

p0 7−→ S(p0) := π(z(tf , x0, p0))− xf ,

où π(x, p) = x et où z(·, x0, p0) est la solution de ż(t) = #—

H(z(t), u(z(t))), z(0) = (x0, p0).
Résoudre le problème aux deux bouts (BVP2) revient à résoudre S(p0) = 0. C’est ce que
l’on appelle la méthode de tir simple indirect.

Remarque 5.2.1. Si p̄0 vérifie S(p̄0) = 0, alors la courbe intégrale z̄(·) := z(·, x0, p̄0), avec le
contrôle ū(·) := u(z̄(·)), est une BC-extrémale du Problème (PL), i.e. cette extrémale satisfait les
conditions nécessaires d’optimalité données par le PMP.

Remarque 5.2.2. D’après la Proposition 4.4.1 sur le hamiltonien vrai, la courbe intégrale
z(·, x0, p0) est aussi solution de ż(t) = #—H(z(t)), z(0) = (x0, p0), où H(z) := H(z, u(z)) et
#—H = (∇pH,−∇xH).

Pour résoudre les équations de tir, nous avons besoin de calculer z(tf , x0, p0) qui est
classiquement calculer numériquement par une méthode de type Runge-Kutta. Ensuite, pour
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0 tf t

x0

xf

x

x0 xf x

p̄0

p

Im z(tf , x0, ·)

z(tf , x0, p̄0)

Illustration de la méthode de tir simple indirect.

résoudre le systèmes d’équations S(p0) = 0, nous pouvons utiliser une méthode de type
Newton. Les méthodes de Newton sont connues pour être sensibles vis-à-vis de la condition
initiale. Une difficulté est donc de donner un p0 initial qui fasse converger la méthode. On
rappelle l’itération de Newton :

p
(k+1)
0 = p

(k)
0 + d(k),

avec d(k) solution de
S′(p(k)

0 ) · d = −S(p(k)
0 ).

La Jacobienne de la fonction de tir est donnée par :

S′(p0) · d = π

Å
∂z

∂p0
(tf , x0, p0) · d

ã
= π

Å
∂z

∂z0
(tf , x0, p0) · (0Rn , d)

ã
, z0 = (x0, p0),

et on a donc besoin de ∂z0z(·, x0, p0) · δz0, δz0 = (0Rn , d), solution des équations varia-
tionnelles : ı̇δz(t) = #—H′(z(t, x0, p0)) · δz(t), δz(0) = δz0.

Remarque 5.2.3. Si l’on écrit

z(t, x0, p0) = z(t, z0) = z0 +
∫ t

0

#—H(z(s, z0)) ds,

et si z(·, z0) est dérivable par rapport à z0, alors on retrouve le résultat en dérivant :

∂z

∂z0
(t, z0) · δz0 = δz0 +

∫ t

0

#—H′(z(s, z0)) ·
Å
∂z

∂z0
(s, z0) · δz0

ã
ds.

Pour calculer la dérivée directionnelle ∂z0z(tf , z0) · δz0, la première option est d’utiliser
les différences finies. Cependant, il est crucial d’utiliser en pratique des intégrateurs à pas
variable qui calculent la discrétisation adaptée grâce au contrôle de l’erreur locale. Les diffé-
rences finies sont connues ici pour donner de mauvais résultats car les deux grilles, évaluées
dynamiquement, intervenant par exemple dans le calcul de z(tf , z0) et z(tf , z0+δz0), peuvent
être différentes et engendrées une non-différentiabilité artificielle. L’important est donc de
forcer la grille à rester la même dans les deux cas. Ceci est connu sous le nom de Internal
Numerical Derivative (IND [12]). Une alternative à cela est d’utiliser la différentiation
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automatique (DA) sur le code d’intégration. En raison du pas variable, le code définit
seulement une fonction différentiable par morceaux et DA calcule effectivement la dérivée
par morceaux, fournissant le même ordre de précision que IND pour des intégrateurs à pas
variable à un pas [41]. La dernière option est d’assembler explicitement le système variation-
nel pour en calculer ses solutions, c’est-à-dire des champs de Jacobi. Puisque #—

H ′ est évalué
le long de la solution courante, en pratique on doit intégrer simultanément sur [t0, tf ] les
systèmes en z et δz (2n+ 4n2 dimensions pour obtenir la dérivée complète) :

(ż(t), ı̇δz(t)) =
Ä

#—H(z(t)), #—H′(z(t)) · δz(t)
ä
, (z(0), δz(0)) = (z0, δz0).

Dans le cas d’un schéma explicite à un pas et pas variable, DA sur le code d’intégration et
VAR (intégration du système variationnel augmenté) sont équivalent si le contrôle du pas est
réalisé seulement sur la composante z (et non sur (z, δz)) et ainsi le schéma suivant commute.

(IVP) Integration numérique−−−−−−−−−−−−−→ z(t, z0)

Dérivation
y yDérivation

(VAR) Integration numérique−−−−−−−−−−−−−→ ∂z

∂z0
(t, z0)

Exemple 5.2.1. Reprenons le Problème (P6). Le système hamiltonien est :
#—H(z) = (−x+ p, p).

La fonction de tir est donnée par : S(p0) = p0 sh(tf )+x0e
−tf−xf . On a donc S′(p0) = sh(tf ).

Retrouvons ce résulat par les équations variationnelles. Tout d’abord, ∂z0z(·, x0, p0) · δz0 est
solution deı̇δz(t) = #—H′(z(t, x0, p0)) · δz(t) =

Å
−1 1
0 1

ã
δz(t) =: Aδz(t), δz(0) = δz0.

La solution en tf de ce système linéaire est simplement

∂z

∂z0
(tf , x0, p0) · δz0 = exp(tfA) δz0 =

Å
e−tf sh(tf )

0 etf

ã
δz0,

ainsi

S′(p0) = π

Å
∂z

∂p0
(tf , x0, p0)

ã
= π

Å
∂z

∂z0
(tf , x0, p0) · (0, 1)

ã
= π(sh(tf ), etf ) = sh(tf ).

□

5.3 Exemple avec conditions aux limites sous-dimensionnées

Le système considéré est un satellite de masse fixée m libéré par une fusée dans le plan
de l’équateur ; l’orbite initiale du satellite est une ellipse de forte excentricité. L’objectif est
de réaliser le transfert en temps minimal de cette orbite elliptique à une orbite circulaire
géostationnaire.
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Le problème de transfert orbital à temps minimal s’écrit :

(P7)



min J(x, u, tf ) = g(tf ) := tf

ẋ1(t) = x3(t),
ẋ2(t) = x4(t),

ẋ3(t) = − µx1(t)
r3(x(t)) + u1(t),

ẋ4(t) = − µx2(t)
r3(x(t)) + u2(t),

∥u(t)∥ ≤ γ, t ∈ [0 , tf ] p.p., u(t) := (u1(t), u2(t)),

x1(0) = x0,1, x2(0) = x0,2, x3(0) = x0,3, x4(0) = x0,4,

r(x(tf )) = rf , x3(tf ) = −
 
µ

r3
f

x2(tf ), x4(tf ) =
 
µ

r3
f

x1(tf ),

avec r(x) :=
√
x12 + x22. On note α :=

»
µ/r3

f . La condition terminale peut se mettre sous
la forme c(x(tf )) = 0, avec c : R4 → R3 donné par :

c(x) := (r2(x)− r2
f , x3 + αx2, x4 − αx1).

Le temps final étant libre, on a la condition au temps final :

H(x(tf ), p(tf ), u(tf )) = −p0 g′(tf ) = −p0 = 1. (cas normal)

On a de plus la condition de transversalité (λ ∈ R3) :

p(tf ) = c′(x(tf ))T
λ =

Ñ
2x1(tf ) 2x2(tf ) 0 0

0 α 1 0
−α 0 0 1

éT

λ

= (2x1(tf )λ1 − αλ3, 2x2(tf )λ1 + αλ2, λ2, λ3).
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La condition de transversalité est équivalente à :

λ1 = 1
2r(tf )2

(
x1(tf )(p1(tf ) + αp4(tf )) + x2(tf )(p2(tf )− αp3(tf ))

)
,

λ2 = p3(tf ),

λ3 = p4(tf ),

0 = Φ(x(tf ), p(tf )) := x2(tf )
(
p1(tf ) + αp4(tf )

)
− x1(tf )

(
p2(tf )− αp3(tf )

)
.

En considérant les conditions aux limites, la condition finale sur le pseudo-hamiltonien et la
condition de transversalité, la fonction de tir simple est donnée par :

S : R5 −→ R5

(p0, tf ) 7−→ S(p0, tf ) :=

Ü
c(x(tf , x0, p0))
Φ(z(tf , x0, p0))

H(z(tf , x0, p0), u(z(tf , x0, p0))) + p0

ê
.

Remarque 5.3.1. Le contrôle maximisant z 7→ u(z) est donné par la condition de maximisation.

On peut ne pas éliminer λ et l’inclure dans la fonction de tir simple :

S : R8 −→ R8

(p0, tf , λ) 7−→ S(p0, tf , λ) :=

Ü
c(x(tf , x0, p0))

p(tf , x0, p0)− c′(x(tf , x0, p0))Tλ

H(z(tf , x0, p0), u(z(tf , x0, p0))) + p0

ê
.

Nous renvoyons à la discussion sur le multiplicateur de Lagrange λ page 69 pour com-
prendre comment de manière systématique on peut l’éliminer de la définition de la fonction
de tir.

5.4 Tir multiple de stabilité

La méthode de tir multiple peut être utilisée afin de renforcer la stabilité des équations
de tir [13]. Pour l’exemple, considérons le Problème (PL) sous les Hypothèses (H2) et sup-
posons que pour toute extrémale de Pontryagin-Boltyanski (z(·), p0, u(·)), on peut écrire
u(t) = u(z(t)), avec z 7→ u(z) de classe au moins C 1. Pour améliorer la stabilité, on discré-
tise l’intervalle [0 , tf ] en N sous-intervalles [ti, ti+1]. Les valeurs z(ti), à l’entrée de chaque
intervalle, sont alors les inconnues du système à résoudre. On ajoute ensuite aux conditions
aux limites et/ou de transversalité (dans cet exemple il n’y en a pas), des conditions de rac-
cordement aux instants ti assurant la continuité de la fonction d’état et du vecteur ajdoint
en ces instants.

Dans le cas de la méthode de tir simple, sur cette exemple, nous sommes amenés à
résoudre le problème aux deux bouts (BVP2) que l’on peut réécrire sous la forme suivante :

exp(tf
#—H)(z0) = zf , b(z0, zf ) = 0,
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où exp(tF )(x0) est la solution au temps t du problème de Cauchy ẋ(t) = F (x(t)), x(0) = x0.
On appelle ce genre de problème un (TPBVP) pour “Two-Points Boundary Value Problem”.
Après discrétisation de l’intervalle de temps, on obtient le problème aux points multiples
suivant :

exp((ti+1 − ti)
#—H)(zi) = zi+1, i ∈ J0 , N − 1K, b(z0, zf ) = 0,

appelé (MPBVP) pour “Multiple-Points Boundary Value Problem”. Pour plus de détails sur
la résolution de ce genre de problème, nous renvoyons à [69].

5.5 Tir simple avec détections des commutations

On s’intéresse ici au cas particulier de problèmes présentant des commutations, de type
bang-bang par exemple. Supposons que la condition de maximisation du pseudo-hamiltonien
nous donne

u(t) = u1(t, z(t)), si φ(t, z(t)) < 0,
u(t) = u2(t, z(t)), si φ(t, z(t)) > 0,

où φ est la fonction de commutation dont les zéros correspondent aux commutations du
contrôle optimal. Supposons que u1 et u2 soient lisses. Considérons une extrémale de
Pontryagin-Boltyanski de référence z(·) et supposons qu’il n’existe qu’un nombre fini d’ins-
tants de commutations t tels que φ(t, z(t)) = 0 le long de celle-ci. On note H1(t, z) :=
H(t, z, u1(t, z)) et H2(t, z) := H(t, z, u2(t, z)). Supposons qu’au voisinage de l’extrémale de
référence, toute autre extrémale de Pontryagin-Boltyanski soit solution du problème à valeur
initiale discontinu suivant

(IVP)disc


ż(t) = #—

H1(t, z(t)), si φ(t, z(t)) < 0

ż(t) = #—

H2(t, z(t)), si φ(t, z(t)) > 0
z(t0) = z0.

Dans ce cas il est possible de définir une fonction de tir ne dépendant que du point initial
z0. Pour cela, il faut détecter durant l’intégration, les instants de commutations. L’idée est
donc durant l’intégration, de détecter les commutations et de calculer l’instant et le point de
commutation d’où repart l’intégration. Ces étapes sont primordiales, il ne faut pas laisser le
contrôle du pas à l’intégrateur [41, 58] mais bien détecter pour améliorer à la fois le temps de
calcul et la précision des calculs. La détection permet en effet de réduire considérablement
le nombre de pas acceptés et rejetés. Une bonne détection est de plus importante afin de
conserver l’ordre lors de l’intégration numérique [57].

Une fois le pas accepté et une commutation détectée, il est nécessaire de la localiser. Pour
cela, nous présentons deux possibilités. Nous pouvons tout d’abord utiliser la sortie dense
fournit par l’intégrateur pour calculer le lieu de commutation par dichotomie sur le signe
de la fonction de commutation. Cependant, pour garder la précision du schéma utilisé, il
est préférable d’utiliser une méthode de dichotomie (ou une méthode de Newton) toujours
sur la fonction de commutation mais en prenant comme inconnue la longueur d’un pas. La
fonction de commutation est donc calculé en un vrai pas d’intégration, voir schéma Figure 5.1.
Supposons que l’on ait une commutation passant de #—

H1 à #—

H2. On note alors z1(t) la partie de
l’extrémale solution de ż(t) = #—

H1(t, z(t)) et z2(t), celle solution de ż(t) = #—

H2(t, z(t)), après la
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commutation. Ainsi, en l’instant initial on a z1(t0, t0, z0) = z0, en l’instant de commutation τ ,
on a z1 := z1(τ, t0, z0) et z2(τ, τ, z1) = z1, et en l’instant final, noté tf , après la commutation,
on a z2 := z2(tf , τ, z1).

➤➤
ż1(t) = #—

H1(t, z1(t))

➤
ż2(t) = #—

H2(t, z2(t))

Sortie dense

z0•
z1
•

z2•

φ(t, z) = 0

•

Figure 5.1 – Traversée d’une commutation.

Comme pour les méthodes de tir simple et multiple, nous avons besoin de la jacobienne
de la fonction de tir. Celle-ci est décrite simplement comme pour la méthode de tir simple
et fait donc intervenir la variation de l’extrémale en tf par rapport à la condition initiale z0.
Reprenons le calcul de [58] dans le cas particulier d’une commutation passant de #—

H1 à #—

H2
avec les notations définies précédemment. On pose g(t, z) := φ(t, z1(t, t0, z)), alors si

∂g

∂t
(τ, z0) = ∂φ

∂t
(τ, z1) + ∂φ

∂z
(τ, z1) #—

H1(τ, z1) ̸= 0,

alors il existe localement z0 7→ τ(z0) tel que φ(τ(z0), z1(t, t0, z0)) = 0 et

τ ′(z0) = −
∂g

∂z
(τ(z0), z0)

∂g

∂t
(τ(z0), z0)

= −

∂φ

∂z
(τ, z1) ∂z1

∂z0
(τ, t0, z0)

∂φ

∂t
(τ, z1) + ∂φ

∂z
(τ, z1) #—

H1(τ, z1)
.

On note
δz2(t) := d

dz0
z2(t, τ(z0), z1(τ(z0), t0, z0)) · δz0

et
δz1(t) := ∂z1

∂z0
(t, t0, z0) · δz0.

La variation de z2 en tf par rapport à la condition initiale z0 est alors donnée par

δz2(tf ) = ∂z2
∂t0

(tf , τ, z1) τ ′(z0) δz0 + ∂z2
∂z0

(tf , τ, z1)
Å
∂z1
∂tf

(τ, t0, z0) τ ′(z0) δz0 + δz1(τ)
ã
,

où τ et z1 sont des fonctions de z0. On se place maintenant en tf = τ+ juste après la
commutation. En passant à la limite, puisque

∂z2
∂t0

(τ+, τ, z1) = − #—

H2(τ+, z1), ∂z2
∂z0

(τ+, τ, z1) = I2n,
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et
∂z1
∂tf

(τ, t0, z0) = #—

H1(τ, z1)

alors
δz2(τ+) = δz1(τ) +

Ä
#—

H1(τ, z1)− #—

H2(τ+, z1)
ä
τ ′(z0) δz0.

En remplaçant τ ′(z0) par sa valeur et puisque #—

H2 est continue au temps τ , on obtient
finalement,

δz2(τ+) =

Ö
I2n +

Ä
#—

H2(τ, z1)− #—

H1(τ, z1)
ä ∂φ
∂z

(τ, z1)
∂φ

∂t
(τ, z1) + ∂φ

∂z
(τ, z1) #—

H1(τ, z1)

è
δz1(τ) =: (I2n + α) δz1(τ). (5.1)

Ainsi si les champs de vecteurs hamiltoniens associés à H1 et H2 sont égaux en τ , alors
le terme de saut α est nul, et les équations variationnelles sont continues en ce point. En
principe, en une commutation on a α ̸= 0 et on observe une discontinuité dans le calcul
des champs de Jacobi. Dans la pratique, on intègre le système en z et δz et lorsqu’une
commutation est détectée et localisée, on met à jour δz puis on continue l’intégration. Ce
calcul est utilisé à la fois pour le calcul de la jacobienne de la fonction de tir et pour les champs
de Jacobi, la condition initiale δz0 étant arbitraire. Dans le cas particulier où φ = H2 −H1
alors ∂zφ = ∂zH2 − ∂zH1 et ∂zφ

#—

H1 = {H1, H2}.
Il est possible que l’extrémale en z2 dépende aussi de l’instant initial si par exemple

on utilise la détection de commutation à l’intérieur d’un arc dont l’instant initial est une
inconnue d’un problème résolu par des méthodes de tir multiple. Dans ce cas la formule de la
dérivée par rapport à l’instant initial reste identique à (5.1), simplement la condition initiale
δz0 est remplacée par δt0 = −H1(t0, z0).

Un des intérêts de la méthode de tir simple avec détections des commutations et mise à
jour des équations variationnelles, est qu’il est possible à la fois de résoudre des problèmes
de type bang-bang via les conditions nécessaire du premier ordre, mais aussi de vérifier l’op-
timalité locale via les conditions du deuxième ordre, dans un cadre particulier, comme défini
dans [66] par exemple. Considérons un système affine mono-entrée dont les solutions opti-
males sont bang-bang. Dans [66] les auteurs définissent le premier instant conjugué d’une
extrémale de manière analogue à la définition classique, seulement la forme quadratique im-
pliquée dans la définition provient d’une application différente de l’application entrée-sortie
dans le cadre lisse. De nombreuses références sur les conditions du deuxième ordre pour des
problèmes bang-bang sont données dans [66]. Les auteurs utilisent une procédure de régula-
risation qui consiste à introduire de nouveaux contrôles artificiels sous certaines contraintes,
pour rendre le problème de contrôle optimal lisse pour λ ∈ [0 , 1[ par exemple. L’apport
principal dans cet article est alors de prouver la convergence, lorsque λ → 1, du premier
instant conjugué défini dans le cadre lisse, vers le premier instant conjugué pour le problème
de départ, qui lui est bang-bang. Calculer le premier instant conjugué revient à trouver le
premier zéro d’un déterminant, défini à partir des champs de Jacobi, le long de l’extrémale
de référence. Nous reprenons Figure 5.2 l’exemple numérique du problème de Rayleigh dont
le premier instant conjugué se trouve être le deuxième instants de commutation. Nous pou-
vons voir Figure 5.2, que le calcul précis des équations variationnelles permet de retrouver
ce résultat.
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Figure 5.2 – Déterminant s’annulant au premier instant conjugué, en points rouges pour le
problème régularisé avec ε = 0.01, cf. [66, Figure 10] et en trait plein noir pour le problème
de départ bang-bang.

5.6 Difficultés numériques des méthodes de tir simple
Nous reprenons dans cette section, l’illustration des difficultés numériques des méthodes

de tir simple présentées dans [36]. Cette présentation est une motivation à l’introduction des
méthodes de tir multiple et des méthodes homotopiques dans la résolution des problèmes de
contrôle optimal. Nous renvoyons à [36] pour plus de détails et pour une présentation des
méthodes homotopiques dans le cadre de la théorie du degré topologique.

Pour illustrer les difficultés numériques, nous considérons le problème du double intégra-
teur avec la minimisation L1 du contrôle :

min
∫ tf

0
|u(t)|dt,

ẋ1(t) = x2(t), ẋ2(t) = u(t), |u(t)| ≤ γ,

x(0) = x0, x(tf ) = xf ,

avec x0, xf dans R2, tf ≥ 0 et γ > 0 fixés. D’après le PMP, nous devons considérer le
pseudo-hamiltonien suivant (sous la forme normale) :

H(x, p, u) = p1x2 + p2u− |u|.

Le contrôle maximisant est donné par u = 0 si |p2| < 1, u = γ sign p2 si |p2| > 1 et u ∈ [−γ , γ]
si |p2| = 1. On note u(p2) le contrôle maximisant défini ci-avant, voir Figure 5.3. On est alors
amené à résoudre le problème aux deux bouts non lisse (même mal défini en p2 = ±1)
suivant : {

ẋ1(t) = x2(t), ẋ2(t) = u(p2(t)), ṗ1(t) = 0, ṗ2(t) = −p1(t),

x(0) = x0, x(tf ) = xf .
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La fonction de tir est donnée Figure 5.4 avec le covecteur initial p0 =: (α, β).

p2

u

−1
+1

−γ

+γ

Figure 5.3 – Le contrôle maximisant n’est pas continu. Puisque p2(t) = −αt+β, alors pour
une paire (α, β) donnée, il y aura 0, 1 ou 2 commutations (c’est-à-dire passage par |p2| = 1).

Figure 5.4 – Fonction de tir du problème du double intégrateur avec minimisation L1. Sur
cet exemple, γ = 5, T = 1, x0 = (−1, 0) et xf = (0, 0). La boule blanche est la solution à
l’intersection de la fonction de tir et des plans S1 = 0 et S2 = 0.

On peut remarquer que la fonction de tir, cf. Figure 5.4, n’est pas continue en les points
(0,±1), elle est non différentiable aux interfaces des différentes régions, et elle est de plus
constante sur les régions bleues. Les neuf régions sont caractérisées par des structures de
contrôle différentes, cf. Figure 5.5. Une conséquence des propriétés de la fonction de tir
concernant l’utilisation de la méthode de Newton pour résoudre l’équation de tir simple
S(p0) = 0 est que si le point initial p0 n’est pas choisi dans la bonne région, c’est-à-dire
celle qui correspond à la bonne structure de la commande optimale, alors l’algorithme risque
de ne pas converger. Sur ce petit exemple en effet, l’algorithme peut générer un point dans
une région où la fonction de tir est constante. Or dans la pratique nous ne connaissons pas
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la structure de la commande optimale. L’introduction des méthodes homotopiques dans le
chapitre suivant a pour objectif de palier à cette difficulté et fournit à la fois la structure
optimale et un point initial dans la bonne région. Une fois la structure connue et un bon
point initial, nous pouvons utiliser ces informations et données pour résoudre le problème
avec une méthode de tir multiple présentée dans la section suivante.

α

β (β = αtf + 1) (β = αtf − 1)

(β = 1)

(β = −1)

t

u tf
γ

t

u

t

u

t

u

t

u

t

u

t

u

t

u

t

u

Figure 5.5 – Diagramme de bifurcation des structures des lois de commandes (sur [0 , tf ])
dans le plan (α, β). On rappelle que p2(t) = −αt+ β et que l’on a u(p2) = 0 si p2 ∈ ]−1 , 1[,
u(p2) = γ sign(p2) si |p2| > 1 et u(p2) ∈ [−γ , γ] sinon.

Remarque 5.6.1. Une alternative à l’utilisation des méthodes homotopiques et l’utilisation des
méthodes directes afin de déterminer ma structure optimale et obtenir un point initial dans la
bonne région, suffisamment proche de la solution pour faire converger la méthode de Newton
utilisée dans la méthode de tir multiple.

5.7 Tir multiple de structure

Considérons un système affine en le contrôle scalaire de la forme H = H0 + uH1 avec la
contrainte ∥u∥ ≤ 1. Si l’extrémale solution du problème de contrôle optimal est la concaté-
nation d’arcs bangs (où le contrôle vérifie ∥u∥ = 1) et d’arcs singuliers (où H1 = 0) alors il
devient nécessaire d’utiliser une méthode de tir multiple que nous qualifierons de tir multiple
de structure. Imaginons que la solution soit composée de trois arcs Bang-Singulier-Bang,
alors la fonction de tir en plus de l’adjoint initial, aura comme inconnues les deux instants
de commutations. Puisque nous avons deux inconnues supplémentaires, on s’attend à avoir
deux conditions supplémentaires. Celles-ci sont données par la Proposition 4.5.1 : puisque la
surface singulière Σs est invariante par le flot singulier, il suffit d’imposer que le premier arc
bang rejoigne Σs au premier instant de commutation. En imposant le contrôle singulier sur
le deuxième arc, on s’assure que celui-ci reste sur Σs. Enfin, pour le troisième arc, il suffit
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d’imposer le contrôle bang pour quitter la surface singulière.
Remarque 5.7.1. Il est possible de combiner tir multiple de structure et tir multiple de stabilité.
Dans ce cas, les inconnues sont les instants de commutations et les points de raccordement. Il est
aussi possible le long d’un arc quelconque d’ajouter des noeuds de raccordement.

Exemple 5.7.1. Considérons le problème du double intégrateur suivant :
min 1

2

∫ tf

0
(x2

1(t) + x2
2(t)) dt, tf = 5,

ẋ1(t) = x2(t), ẋ2(t) = u(t), u(t) ∈ [−1, 1]

x(0) = (0, 1).
Supposons que l’on ait déterminer la structure optimale par n’importe quelle méthode, par
exemple une méthode directe ou par homotopie. On sait donc que la structure optimale
est composée de deux arcs : un premier arc bang avec u = −1 puis un arc singulier, voir
Figure 5.6.

0 1 2 3 4 5
t

−1.5

−1.0

−0.5

0.0

0.5

1.0 x1
x2
p1
p2
u

Figure 5.6 – Etats, adjoints et contrôles pour le problème du double intégrateur.

D’après le PMP, nous devons considérer le pseudo-hamiltonien suivant (sous la forme
normale) :

H(x1, x2, p1, p2, u) = −(x2
1 + x2

2)/2 + p1x2 + p2u.

Les arcs singuliers sont d’ordre minimal, donnés par la condition p2 = 0. La surface singulière
est donnée par l’ensemble Σs = {p2 = x2− p1 = 0} du fibré cotangent T ∗R2 ≃ R2×R2, et le
contrôle singulier en forme fermée est u = x1. Nous avons donc une compétition entre trois
flots hamiltoniens, respectivement associés à

H±(x, p) := H(x, p,±1), Hs(x, p) := H(x, p, x1).

Sachant la structure bang-singulière de la solution optimale, nous pouvons définir une fonc-
tion de tir multiple de structure ayant comme inconnues le vecteur adjoint initial p0 ∈ R2 et
l’instant de commutation τ ∈ R. Les conditions sont données par les conditions de transver-
salité du PMP et par la Proposition 4.5.1 :

p1(tf ) = 0, p2(tf ) = 0, p2(τ) = 0, x2(τ)− p1(τ) = 0.
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Nous pouvons remarquer que la condition p2(tf ) = 0 est redondante puisque c’est automa-
tiquement le cas pour une extrémale singulière. Nous avons donc trois conditions pour trois
inconnues, ce qui défini notre fonction de tir. □

Exemple 5.7.2. On considère le problème de contrôle optimal suivant :
min

∫ tf

0
x2(t) dt

ẋ(t) = u(t), |u(t)| ≤ 1, t ∈ [0, tf ] p.p.,

x(0) = 1, x(tf ) = 1/2.

où tf = 2. On suppose que l’on connaît la structure optimale de la solution, composée d’un
arc bang avec u = −1, suivi d’un arc singulier avec u = 0, puis d’un arc bang avec u = 1,
voir Figure 5.7.

Figure 5.7 – Etat, adjoints et contrôle pour le problème bang-singulier-bang.

D’après le PMP, nous devons considérer le pseudo-hamiltonien suivant (sous la forme
normale) : H(x, p, u) = −x2 + pu. Les arcs singuliers sont d’ordre minimal, donnés par la
condition p = 0. La surface singulière est donnée par l’ensemble Σs = {p = x = 0} du fibré co-
tangent T ∗R ≃ R×R, et le contrôle singulier en forme fermée est u = 0. Nous avons donc une
compétition entre trois flots hamiltoniens, respectivement associés à H±(x, p) := H(x, p,±1),
Hs(x, p) := H(x, p, 0). Sachant la structure bang-singulière-bang de la solution optimale, nous
pouvons définir une fonction de tir multiple de structure ayant comme inconnues le vecteur
adjoint initial p0 ∈ R et les instants de commutations τ1, τ2 ∈ R. Les conditions sont données
par la condition terminale x(tf ) = 1/2 et par la Proposition 4.5.1 :

x(tf ) = 1/2, p(τ1) = 0, x(τ1) = 0.

Nous avons donc trois conditions pour trois inconnues, ce qui défini notre fonction de tir. □





Chapitre 6

Corrections des exercices

Solution de l’Exercice 1.7.1 p. 19 :
1. Soit u un contrôle singulier sur [0 , T ]. On note x(·) la trajectoire associée et p(·) l’appli-

cation adjointe associée issue de la caractérisation hamiltonienne des contrôles singuliers,
cf. Théorème 1.6.5. Le contrôle étant singulier, il vérifie ∂uH(x(t), p(t), u(t)) = 0 pour
tout t ∈ [0 , T ]. Or,

∂H

∂u
(x, p, u) = 0⇐⇒ −p1 x1 + p2 u = 0.

Donc, en supposant p2 ̸= 0, le contrôle singulier vérifie

u(t) = us(x(t), p(t)) = p1(t)x1(t)
p2(t)

avec us le contrôle singulier en fonction de l’état x ∈ R2 et de l’adjoint p ∈ R2 donné
par

us(x, p) := p1 x1

p2
.

Solution de l’Exercice 3.5.1 p. 46 :
1. On a

∂L

∂v
(t, x, v) = v√

1 + v2
.

Soit x une extrémale, i.e. une trajectoire vérifiant l’équation de Euler-Lagrange. Alors
(on omet l’argument t dans x et sa dérivée) :

∂L

∂x
(t, x, ẋ)− d

dt
∂L

∂v
(t, x, ẋ) = − d

dt
ẋ√

1 + ẋ2
= −

Ñ
ẍ
√

1 + ẋ2 − ẋ ẋẍ√
1+ẋ2

1 + ẋ2

é
= ẍ(

1 + ẋ2) 3
2

(
−1− ẋ2 + ẋ2) = 0⇐⇒ ẍ = 0.

2. L’équation de Euler-Lagrange nous donne

∂L

∂x
(t, x, ẋ)− d

dt
∂L

∂v
(t, x, ẋ) = 2

Å
x− d

dt ẋ
ã

= 2 (x− ẍ) = 0⇐⇒ ẍ− x = 0.

3. Le lagrangien associé au problème est donné par L(t, x, v) := x2+v2. D’après la question
précédente les extrémales vérifient ẍ(t)− x(t) = 0 pour tout temps t ∈ [0 , 1]. Elles sont
donc de la forme

x(t) = λ cosh t+ µ sinh t.
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L’unique extrémale vérifiant les conditions aux limites x(0) = 0 et x(1) = 1 est donnée
par λ = 0 et µ = 1/ sinh 1, c’est-à-dire

x(t) = sinh t
sinh 1 .

Solution de l’Exercice 3.5.2 p. 46 :
1. L’équation de Euler-Lagrange nous donne

∂L

∂x
(t, x, ẋ)− d

dt
∂L

∂v
(t, x, ẋ) = − d

dt ẋ = −ẍ = 0.

Ainsi les extrémales vérifient x(t) = λt+µ où λ et µ sont deux constantes. Les conditions
aux limites nous donne x(0) = µ = A et x(T ) = λT +A = B, c’est-à-dire

x(t) = T − t
T

A+ t

T
B.

Remarque. La trajectoire est le segment [AB].
2. On a

ẋ(t) = 1
T

(B −A).

Ainsi,

l(x) =
∫ T

0

∥B −A∥
T

dt = ∥B −A∥.

3. C’est la longueur du segment [AB], c’est-à-dire la distance entre les points A et B !

Solution de l’Exercice 3.5.4 p. 49 :
1. Le hamiltonien est donné par H(α, p) = pφ(α, p)−L(α,φ(α, p)) où φ(α, p) est la solution

de p− ∂α̇L(α, α̇) = 0, l’inconnue étant α̇. On a donc

p−ml2α̇ = 0⇐⇒ φ(α, p) = α̇ = p

ml2
= p

I

et le hamiltonien est donné par

H(α, p) = p2

I
−
Å
p2

2I + ω2I cosα
ã

= p2

2I − ω
2I cosα.

Remarque. On aurait pu utiliser directement le fait que H = T + V .
2. H est constant le long de toute extrémale car le système est autonome, i.e. Il ne dépend

pas du temps.
3. Puisque le hamiltonien est constant le long de l’extrémale et puisque I > 0, on a pour

tout temps t :
p(t)2

2I = h+ ω2I cosα(t) ≥ 0,

c’est-à-dire −ω2I cosα(t) ≤ h.
4.

H = ω2I = p2
0

2I − ω
2I cosα0 ⇐⇒ p2

0 = 2ω2I2(1 + cosα0)

⇐⇒ α̇2
0 = 2ω2(1 + cosα0).
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Solution de l’Exercice 3.7.1 p. 54 :
1. On pose H(q, p, u) = p · u + p0 1

2∥u∥
2. La condition de maximisation implique p0 = −1

car sinon u 7→ p · u n’a de max que si p = 0, or (p, p0) ̸= (0, 0). L’application partielle
u 7→ H(x, p, u) est alors concave (strictement) donc la condition de maximisation est
équivalente à la CN1 : ∂H

∂u (x, p, u) = p− u = 0. Ainsi le contrôle maximisant est donné
par u[p] = p. Les équations hamiltoniennes sont donc données par

q̇(t) = p(t), ṗ(t) = 0.

Ainsi p(t) = α et q(t) = αt+β où α et β sont deux constantes à déterminer. La condition
initiale nous donne q(0) = b = q0 et la condition terminale q(tf ) = atf + q0 = q1, c-a-d
a = (q1 − q0)/tf . Au final, on a

p(t) = q1 − q0

tf
, u(t) = p(t), q(t) = (q1 − q0) t

tf
+ q0, p0 = −1.

2. ∫ tf

0
∥u(t)∥ dt =

∫ tf

0

∥q1 − q0∥
tf

dt = ∥q1 − q0∥.

3. On vient de calculer la distance entre les points q0 et q1.

Solution de l’Exercice 3.7.2 p. 54 :
1. Par les mêmes calculs qu’à l’exercice précédent, le système hamiltonien est donné par

q̇(t) = p(t), ṗ(t) = 0.

Ainsi p(t) = α et q(t) = αt+β où α et β sont deux constantes à déterminer. La condition
initiale nous donne q(0) = β = 0R2 . La condition terminale peut s’écrire sous la forme
c(q) = x − 1, où q = (x, y). Si on note α = (α1, α2), alors la condition terminale nous
donne x(tf ) = α1tf = 1, c-a-d α1 = 1/tf . Enfin, la condition de transversalité nous
donne p(tf ) = λ∇c(q(tf )) = (λ, 0) = α, c-a-d λ = 1/tf et α2 = 0. Au final, on a

p(t) =
Å 1
tf
, 0
ã
, u(t) = p(t), λ = 1

tf
, q(t) =

Å
t

tf
, 0
ã
, p0 = −1.

Solution de l’Exercice 3.7.4 p. 55 : On pose

H(x, p, p0, u) = pu+ p0
»

1 + u2(t).

D’après la Proposition 3.3.1, si (x, u, tf ) est solution du problème alors il existe un vecteur
adjoint p, un scalaire p0 ∈ {−1, 0} et un multiplicateur λ ∈ R tels que tout d’abord (p, p0) ̸=
(0, 0). De plus, est vérifiée l’équation adjointe donnée par

ṗ(t) = −∂H
∂x

(x(t), p(t), p0, u(t)) = 0.

Le vecteur adjoint est donc constant. On note p(t) = α. La condition de stationarité sur le
hamiltonien suivante est vérifiée :

0 = ∂H

∂u
(x(t), p(t), p0, u(t)) = p(t) + p0 u(t)√

1 + u2(t)
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et donc si p0 = 0 alors (p, p0) = (0, 0) ce qui n’est pas donc p0 = −1. On obtient donc
p(t)

√
1 + u2(t) = u(t) donc u et p sont de même signe et p2(t) = α2 ̸= 1 sinon l’équation n’a

pas de solution. En utilisant l’énoncé nous avons α2 < 1. Au final, nous avons la relation

u(t) = p(t)√
|1− p2(t)|

= α√
|1− α2|

= α√
1− α2

=: K

et donc pour t ∈ [−2 , tf ] :
x(t) = (t+ 2)K

car ẋ(t) = u(t) = K et x(−2) = 0. Il nous reste à déterminer α (ou K), λ et tf . Nous avons
la contrainte c(tf , x(tf )) = 0, la condition de transversalité

p(tf ) = λ
∂c

∂xf
(tf , x(tf )) = λ

donc λ = α, et nous avons la condition sur le hamiltonien

H(x(tf ), p(tf ), p0, u(tf )) = −λ ∂c
∂tf

(tf , x(tf )) = 2λtf = 2αtf

avec H(x(tf ), p(tf ), p0, u(tf )) = −
√

1− α2. Ces relations sur H nous donne

Ktf = −1
2

Enfin, la condition c(tf , x(tf )) = 0 nous donne

x(tf ) = (tf + 2)K = t2f .

On remplace dans cette dernière équation K par −1/2tf et on obtient l’équation en tf :

2t3f + tf + 2 = 0.

Solution de l’Exercice 3.7.5 p. 55 : Nous reprenons les notations de la preuve de l’Exer-
cice 3.7. On pose H = pu+ p0u2. D’après la stationarité du hamiltonien par rapport à u, on
a la relation p(t) = −2p0u(t) et donc si p0 = 0 alors (p, p0) = (0, 0) ce qui n’est pas donc
p0 = −1. On a donc p(t) = 2u(t). L’équation adjointe est donnée par ṗ(t) = 0 donc p est
constant et on note p(t) = 2α. Ainsi x(t) = αt car x(0) = 0. Il nous reste à déterminer α, λ et
tf . Nous avons d’après la Proposition 3.3.1 :

p(tf ) = λ = 2α, H(x(tf ), p(tf ), p0, u(tf )) = α2 = λ.

Ainsi, α = 0 ou α = 2. Enfin, la condition terminale c(tf , x(tf )) = 0 nous donne

x(tf )− tf − 10 = tf (α− 1)− 10 = 0

donc si α = 0 alors tf = −10 < 0 ce qui n’est pas et si α = 2, on obtient tf = 10 ce qui nous
donne la solution. Au final, on a

x(t) = 2t, u(t) = 2, p(t) = 4, p0 = −1, tf = 10, λ = 4.
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Solution de l’Exercice 3.7.6 p. 56 : La condition de transversalité nous donne

p(tf ) = p0(−1
2 , 0)

donc nécessairement p0 ̸= 0. On a donc p0 = −1. Le pseudo-hamiltonien est donc donné par
H = p1x2 + p2u− u2/2. La dynamique sur l’adjoint est donnée par

ṗ(t) = (0,−p1(t))

donc p1 est constant. On note p1(t) = α. Puisque ṗ2(t) = −α, il vient p2(t) = −αt + β, avec
β = p2(0). En utilisant la condition de transversalité, nous obtenons α et β :

p1(tf ) = 1
2 = α et p2(tf ) = 0⇔ β = αtf = tf

2 .

Avec p(0) = (α, β) = (1/2, tf/2), nous pouvons conclure. Il reste à calculer u(t) et x(tf ). Le
contrôle est donné par

0 = ∂H

∂u
⇔ u = p2,

ainsi u(t) = p2(t) = (tf − t)/2. Pour trouver x1(tf ), on intègre ẋ2(t) = u(t) = p2(t) puis
ẋ1(t) = x2(t) en utilisant la condition initiale x(0) = (0, 0). On obtient x1(t) = t2(3tf − t)/12
ce qui finalement nous donne

x1(tf ) =
t3f
6 .

En résumé, nous avons :

x(t) = (t2(3tf − t)/12, t(2tf − t)/4), u(t) = (tf − t)/2, p(t) = (1/2, (tf − t)/2), p0 = −1.

Solution de l’Exercice 4.6.1 p. 76 : On définit le pseudo-hamiltonien :

H(x, p, p0, u) := pu+ p0 1
2(tu+ x)2

.

Soit (x, p, p0, u) une BC-extrémale. D’après le PMP pour presque tout temps on a :

ẋ(t) = u(t), ṗ(t) = −∂H
∂x

[t] = −p0(tu(t) + x(t))

et
H[t] = max

w∈R
Mt(w)

avec [t] := (x(t), p(t), p0, u(t)) et

Mt(w) := H(t, x(t), p(t), p0, w).

∗ Supposons que p0 = 0. Alors ṗ = 0 presque partout et puisque p est absolument continue
alors p(t) = cste =: p0. Dans ce cas, si p0 ̸= 0 alors il n’y a pas de solution à la condition de
maximisation et donc on a p0 = 0. Au final (p, p0) = (0, 0) ce qui n’est pas d’après le PMP.
On a donc p0 = −1.
∗ Calculons le contrôle maximisant. D’après l’énoncé, 0 < t0 < tf , donc pour tout temps
t ∈ [t0 , tf ], on a t > 0 et donc Mt est une application strictement concave. Elle possède donc
au plus un maximum nécessairement global, donné par la CN1

M ′
t(w) = 0.
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Or M ′
t(w) = 0 si et seulement si

w = 1
t2

(p(t)− tx(t)).

Le contrôle maximisant (en forme close) est donc donné par u(t, x, p) := (p− tx)/t2.

∗ Nous pouvons à partir de là calculer les extrémales en remplaçant le contrôle u(t) par son ex-
pression en fonction des paramètres t, x(t) et p(t) puisque nécessairement u(t) = u(t, x(t), p(t)).
On obtient en remplaçant u(t) par le contrôle maximisant :

ẋ(t) = 1
t2

(p(t)− tx(t)), ṗ(t) = p

t
.

On résout par séparation des variable l’équations sur p est on obtient

p(t) = p0
t

t0
.

D’après le PMP nous avons de plus la condition de transversalité à vérifier

p(t0) = 0

ce qui implique p0 = 0 et donc p(t) = 0. On résout ensuite l’équation sur x et on obtient de
même du fait que x(tf ) = 0 que x(t) = 0.

∗ Au final, le problème admet une unique BC-extrémale donnée par le PMP :

(x, p, p0, u) = (0, 0,−1, 0).

Solution de l’Exercice 4.6.2 p. 76 :

1. Application directe du PMP.

1.1. Le pseudo-hamiltonien est donné par H(x, p, u) = p1x2 + p2u.

1.2. Les équations adjointes sont

ṗ1(t) = −∂H
∂x1

H(x(t), p(t), u(t)) = 0, ṗ2(t) = −∂H
∂x2

H(x(t), p(t), u(t)) = −p1(t).

Ainsi, p1 est constant, on note α cette constante. En notant p2(0) = β, on obtient par
intégration de l’équation sur p2 : p2(t) = −αt+ β.

1.3. Nous devons maximiser H(x, p, u) = p1x2 + p2u pour u ∈ [−1 , 1], pour une
paire (x, p) fixée. Le contrôle maximisant est donc donné par

u(p2) = +1 si p2 > 0,
u(p2) = −1 si p2 < 0,
u(p2) ∈ [−1 , 1] si p2 = 0.

2. Analyse du problème, partie 1.
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2.1. Si (α, β) = (0, 0), alors p(t) = 0 pour tout temps et alors H = 0 le long de
l’extrémale. Puisque le temps final est libre, on a de plus la condition au temps final
H(x(tf ), p(tf ), u(tf )) = −p0 et donc p0 = 0. Ceci donne (p, p0) = (0, 0) ce qui est
impossible d’après le PMP et donc (α, β) ̸= (0, 0).

2.2. On a p2(t) = −αt + β avec (α, β) ̸= (0, 0) donc p2 est linéaire non égal à la
fonction nulle. Si α = 0, alors p2 est constant et le contrôle ne commute jamais, il est
égal au signe de p2. Si α ̸= 0, alors p2 est non constant et il existe un unique temps t⋆
tel que p2(t⋆) = 0. Si t⋆ ∈ ]0 , tf [ alors le contrôle commute exactement 1 fois, sinon,
le contrôle ne commute pas. Au final, le contrôle commute au plus une fois.

2.3. S’il n’y a aucune commutation, alors u(t) = ±1 et x2(t) = ±t car x2(0) = 0
et ẋ2(t) = u(t). Ainsi, |x2(tf )| = tf ̸= 0 car tf > 0 d’après l’énoncé et donc x2 ne
vérifie pas la condition finale x2(tf ) = 0. Il y a donc une commutation.

2.4. On sait qu’il existe un temps de commutation donc α ̸= 0. On sait que le
temps de commutation vérifie t1 = β/α > 0 donc αβ > 0.

2.5. Supposons α, β < 0. Dans ce cas u = −1 sur [0 , t1[ puis u = +1. Après
calculs, on a

x1(tf ) = t21 + a
1
2 t

2
f − 2t1tf , x2(tf ) = tf − 2t1.

Donc x1(tf ) = x2(tf ) = 0 implique que t21 = a < 0 ce qui est impossible. Donc α,
β > 0.

3. Analyse du problème, partie 2.

3.1. Nous avons H = −p0 le long de l’extrémale (le système est autonome et le
temps final et libre) donc par exemple au temps initial. Or H(x(0), p(0), u(0)) = βu(0)
car x2(0) = 0. Puisque β > 0, alors u(0) = 1 et donc β = −p0 = 1.

3.2. Au temps t1 on a p2(t1) = −αt1 + β = −αt1 + 1 = 0 donc t1 = 1/α.

3.3. Nous avons x(t) = (t2/2 + a, t) pour t ∈ [0 , t1], puis pour t ∈ [t1 , tf ], nous
avons x(t) = (−t2/2 + 2t1t+ a− t21, 2t1 − t).

3.4. Nous avons x(tf ) = (0, 0) donc à partir de x2(tf ) = 0 on obtient 2t1 = tf
puis de x1(tf ) = 0 on obtient t1 =

√
−a.

4. Conclusion.

4.1. Sur [0 , t1], on a ẋ1 = x2 et ẋ2 = 1 donc

dx1
dx2

= x2

et puisque x1(0) = a, on obtient x1(t) = x2
2(t)/2 + a sur le premier intervalle. De

même en utilisant le fait que ẋ2 = −1 sur le second intervalle et que x2(tf ) = 0, on
obtient que x1(t) = −x2

2(t)/2 sur [t1 , tf ].
4.2. Laisser au lecteur.
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Solution de l’Exercice 4.6.3 p. 77 :

1. Application directe du PMP.

1.1. Le pseudo-hamiltonien est H(x, p, u) = pu− x2.

1.2. Le contrôle maximisant est donné par

u(p) = +1 si p > 0,
u(p) = −1 si p < 0,
u(p) ∈ [−1 , 1] si p = 0.

1.3. L’équation adjointe est ṗ(t) = 2x(t).

2. Analyse du problème, partie 1.

2.1. Montrons qu’il existe t1 ∈ ]0 , 2] tel que p(t1) = 0. D’après l’énoncé, on a
p(0) < 0. Supposons que p(t) ̸= 0 pour tout temps t ∈ ]0 , 2]. Alors, puisque p(0) < 0,
on a p(t) < 0 pour tout temps t. Dans ce cas, u(t) = −1 sur [0 , 2] et donc x(t) = 1− t.
Au temps final, on a alors x(2) = −1 ̸= 1/2 donc ceci est impossible.

2.2. Montrons que si x(t1) > 0 alors p ne s’annule pas sur ]t1 , 2]. Supposons
donc que x(t1) > 0 avec t1 ∈ ]0 , 2] tel que p(t1) = 0. Puisque x est continue alors
x(t1 + s) > 0 pour s ∈ [0 , ε], ε > 0 suffisamment petit. Ainsi ṗ(t) > 0 sur [t1 , t1 + ε]
et donc p(t) > 0 sur ]t1 , t1 + ε]. Enfin, puisque d’après l’énoncé pour tout temps t on
a x(t) ≥ 0, alors ṗ(t) ≥ 0 et donc p(t) ≥ p(t1 + ε) > 0 pour t ≥ t1 + ε. Au final p ne
s’annule pas sur ]t1 , 2].

2.3. En déduire que x(t1) = 0. Supposons que x(t1) ̸= 0. Alors, x(t1) > 0. D’après
la question précédente, p ne s’annule plus et donc le contrôle vaut +1 sur ]t1 , 2].
Calculons la trajectoire ayant −1 comme contrôle sur l’intervalle [0 , t1] puis +1. Sur
le premier intervalle, on a

x(t) = 1− t.

Pour t ∈ [t1 , 2], on a :

x(t) = x(t1) + t− t1 = 1− t1 + t− t1 = 1− 2t1 + t.

Pour vérifier la condition finale x(2) = 1/2, on obtient t1 = 5/4. Or, x(5/4) = 1−5/4 =
−1/4 < 0 ce qui n’est pas possible puisque la solution vérifie x(t) ≥ 0 pour tout temps
t. Au final, on a x(t1) = 0 et donc t1 = 1.

3. Analyse du problème, partie 2.

3.1. Calculons le contrôle permettant d’avoir x(t) = 0 pour tout t ∈ ]t1 , t2[, en
supposant t1 < t2. On notera u0 ce contrôle. Puisque sur cet intervalle x est constant,
sa dérivée est nulle et donc u(t) = u0 = 0.
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3.2. On sait que la solution est constituée de trois arcs et vérifie
u(t) = −1 sur [0 , t1],
u(t) = u0 sur ]t1 , t2[,
u(t) = 1 sur [t2 , 2].

Calculons la trajectoire solution x(·) avec le vecteur adjoint p(·), et donnons les temps
t1 et t2. On a

x(t) =


1− t sur [0 , t1],
0 sur [t1 , t2],
t− 3

2 sur [t2 , 2]

avec t1 = 1 et t2 = 3/2. Le vecteur adjoint vérifie

p(t) =

 −(t− 1)2 sur [0 , t1],
0 sur [t1 , t2],
t2 − 3t+ 9

4 sur [t2 , 2].
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A.1 Théorèmes des accroissements finis et applications

Le théorème des accroissements finis donne une majoration de f(b) − f(a) sous des
hypothèses appropriées portant sur la dérivée de f . Il s’agit essentiellement d’un résultat
portant sur les fonctions de la variable réelle. Rappelons que le théorème de Rolle 1 pour des
fonctions à valeurs réelles assure l’existence d’un point c ∈ ]a , b[, a < b réels, tel que

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a)

sous les hypothèses suivantes : f continue sur [a , b] et dérivable sur ]a , b[. Ce résultat ne
subsite pas pour les fonctions à valeurs vectorielles, comme le montre l’exemple de la fonction
à valeurs dans R2, f(x) = (cos(2πx), sin(2πx)) sur [0 , 1].

Exemple A.1.1. La fonction f : R → R2 définie par f(x) = (cos(2πx), sin(2πx)), a, en
chaque point une dérivée de norme 2π, et il n’existe aucun point c ∈ ]0 , 1[ tel que f(1)−f(0) =
f ′(c). En effet, f ′(x) = 2π(− sin(2πx), cos(2πx)), donc pour tout x ∈ R, ∥f ′(x)∥ = 2π. Et
puisque f(1) = f(0), on ne peut avoir ∥f(1)− f(0)∥ = 0 = ∥f ′(c)∥ = 2π. □

Rappelons qu’il existe aussi une version intégrale du théorème des accroissements finis
pour les fonctions à valeurs dans R. Pour une fonction f à valeurs réelles, définie et continue
sur [a , b], il existe c ∈ ]a , b[ tel que

f(c) = 1
b− a

∫ b

a
f(x) dx.

Pour les fonctions de la variable réelle et à valeurs dans un espace vectoriel normés
quelconque, nous avons le résultat suivant.

1. cf. https://tinyurl.com/Rolle-wikipedia.

https://tinyurl.com/Rolle-wikipedia
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Théorème A.1.1 – 1re forme des accroissements finis

Soient a < b deux réels, (F, ∥·∥F ) un espace vectoriel normé, f ∈ C 0([a , b], F ) et g ∈
C 0([a , b],R). Supposons f et g dérivables dans ]a , b[. Si ∀x ∈ ]a , b[, ∥f ′(x)∥F ≤ g′(x),
alors :

∥f(b)− f(a)∥F ≤ g(b)− g(a).

� Soit ε > 0. Notons

Iε := {y ∈ [a , b] | ∀x ∈ [a , y], ∥f(x)− f(a)∥F ≤ g(x)− g(a) + ε (x− a) + ε} .

∗ Nous allons montrer que Iε = [a , b]. Nous aurons alors l’inégalité pour x = b, et ce,
quelque soit ε > 0. La conclusion viendra en fixant x = b et en faisant tendre ε vers 0.
∗ Notons cε := sup Iε. Montrons que cε = b. Tout d’abord, l’application

x 7→ φ(x) := ∥f(x)− f(a)∥F − (g(x)− g(a) + ε (x− a)), x ∈ [a , b],

est continue en a, puisque f et g le sont, et φ(a) = 0, donc pour tout x > a suffisamment
proche de a, φ(x) ≤ ε, donc cε > a. Supposons maintenant que a < cε < b et raisonnons
par l’absurde. Puisque cε ∈ ]a , b[, alors, par hypothèse, f et g sont dérivables en cε. Ainsi,
il existe y ∈ ]cε , b[, suffisamment proche de cε, tel que pour tout x ∈ ]cε , y], on a∥∥∥∥f(x)− f(cε)

x− cε
− f ′(cε)

∥∥∥∥
F
≤ ε

2 et
∣∣∣∣g(x)− g(cε)

x− cε
− g′(cε)

∣∣∣∣ ≤ ε

2 ,

d’où, puisque x− cε > 0 :
∥f(x)− f(cε)∥F = ∥f(x)− f(cε)− f ′(cε)(x− cε) + f ′(cε)(x− cε)∥F

≤ ∥f(x)− f(cε)− f ′(cε)(x− cε)∥+ ∥f ′(cε)(x− cε)∥F
≤
(ε

2 + ∥f ′(cε)∥F
)
(x− cε).

Ensuite, puisque nous avons g′(cε) ≥ 0, alors, le théorème de Rolle nous donne g(x) −
g(cε) ≥ 0 et il vient :

g′(cε)(x− cε) = |g(x)− g(cε)− g′(cε)(x− cε)− (g(x)− g(cε))|

≤ ε

2(x− cε) + |g(x)− g(cε)|

= ε

2(x− cε) + g(x)− g(cε).

Par hypothèse, puisque a < cε < b, on a ∥f ′(cε)∥F ≤ g′(cε). Ainsi, pour tout x ∈ ]cε , y] :

∥f(x)− f(cε)∥F ≤ ε (x− cε) + g(x)− g(cε).

En outre, la continuité de f et g nous assure que cε ∈ Iε. Et finalement, on obtient
∥f(x)− f(a)∥F = ∥f(x)− f(cε) + f(cε)− f(a)∥F ≤ ∥f(x)− f(cε)∥+ ∥f(cε)− f(a)∥F

≤ ε(x− cε) + g(x)− g(cε) + g(cε)− g(a) + ε(cε − a) + ε

= g(x)− g(a) + ε (x− a) + ε.

En prenant x = y il vient que y ∈ Iε, ce qui impossible puisque y > cε = sup Iε. On a
donc cε = b. En fixant x = b et en faisant tendre ε vers 0, on obtient le résulat attendu.
■
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Définition A.1.2

Soient (X, dX) et (Y, dY ) deux espaces métriques. Une application f : X → Y est dite
k-lipschitzienne, k ≥ 0 dans R, si pour tout x1, x2 dans X,

dY (f(x1), f(x2)) ≤ k dX(x1, x2).

f : X → X est dite contractante si elle est k-lipschitzienne pour un k ∈ [0 , 1[.

En prenant g(x) = kx, k ∈ R+, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire A.1.3

Soit f ∈ C 0([a , b], F ), f dérivable dans ]a , b[ et telle que ∥f ′(x)∥F ≤ k pour tout
x ∈ ]a , b[, alors f est k-lipschitzienne :

∥f(y)− f(x)∥F ≤ k |y − x|, ∀x, y ∈ [a , b].

Lorsque k = 0, on obtient en particulier :

Corollaire A.1.4

Soit f ∈ C 0([a , b], F ), admettant dans ]a , b[ une dérivée nulle, alors f est constante.

Enfin, en prenant f ≡ 0 dans le Théorème A.1.1, on obtient :

Corollaire A.1.5

Soit g ∈ C 0([a , b],R), admettant dans ]a , b[ une dérivée ≥ 0, alors g est croissante.

Revenons au cas des fonctions définies sur un ouvert d’un espace vectoriel normé E.
Comme pour les fonctions dérivables d’une variable réelle, le résultat fondamental du calcul
différentiel est celui qui, à partir de la connaissance des différentielles d’une fonction en chaque
point de son domaine, permet d’estimer l’accroissement de cette fonction entre deux points
fixés à l’avance. On se ramène pour cela au cas des fonctions d’une variable, en considérant
la restriction de la fonction au segment qui joint les deux points. Rappelons donc que pour
une paire (a, b) ∈ E2, on note

[a , b] := ν([0 , 1]) et ]a , b[ := ν(]0 , 1[),

où

ν : [0 , 1] ⊂ R −→ E
t 7−→ ν(t) := (1− t)a+ tb = a+ t(b− a).

Nous avons alors le résultat suivant.
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Théorème A.1.6 – 2e forme des accroissements finis

Soient (E, ∥·∥E) et (F, ∥·∥F ) deux espaces vectoriels normés. Soient U un ouvert de E,
(a, b) ∈ E2 tel que [a , b] ⊂ U et f : U → F . Si f est continue dans [a , b] et différentiable
dans ]a , b[, alors :

∥f(b)− f(a)∥F ≤
(

sup
x∈]a,b[

∥f ′(x)∥L (E,F )

)
∥b− a∥E ∈ R+.

� Posons M := supx∈]a,b[∥f ′(x)∥L (E,F ). Si M = +∞, alors le résultat trivialement vrai.
Supposons donc M < +∞. Posons sur l’intervalle [0 , 1], l’application φ := f ◦ ν, ν(t) =
a + t(b − a), de telle sorte que φ(0) = f(a) et φ(1) = f(b). Introduisons de même sur
[0 , 1], l’application g(t) := tM∥b− a∥E . Ainsi définies, φ ∈ C 0([0 , 1], F ) par composition
d’applications continues, g ∈ C 0([0 , 1],R) et pour tout t ∈ ]0 , 1[ :

∥φ′(t)∥F = ∥f ′(ν(t)) · ν ′(t)∥F = ∥f ′(ν(t)) · (b− a)∥F
≤ ∥f ′(ν(t))∥L (E,F ) ∥b− a∥E ≤M∥b− a∥E = g′(t).

D’après le Théorème A.1.1, on obtient finalement

∥φ(1)− φ(0)∥F = ∥f(b)− f(a)∥F ≤ g(1)− g(0) = M∥b− a∥E ,

ce qui donne le résultat attendu. ■

Corollaire A.1.7

Soit f : U → F une fonction différentiable définie sur un ouvert convexe telle que
∥f ′(x)∥L (E,F ) ≤ k pour tout x ∈ U . Alors, f est k-lipschitzienne :

∥f(y)− f(x)∥F ≤ k ∥y − x∥E , ∀x, y ∈ U.

� Puisque U convexe, alors pour tout (x, y) ∈ U2, le segment [x , y] ⊂ U et on peut
appliquer le Théorème A.1.6. ■

L’hypothèse de convexité de U dans ce dernier résultat ne peut être remplacé par la
connexité de U . On a en effet l’exemple suivant.

Exemple A.1.2. Soient U l’ouvert de R2 défini par

U :=
{

(x, y)
∣∣ x > 0 et x2 + y2 > 1

}
et ψ : U → R telle que ψ(x, y) = arctan(y/x). Alors
U est un ouvert connexe, la différentielle de ψ vérifie
∥ψ′(x, y)∥ < 1 pour tout (x, y) dans U et ψ n’est pas
k-lipschitzienne pour k < π/2. □

x

y

U

•a1

•b1

•a2

•b2

•a10

•b10
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▷ Correction. Il est clair que U est connexe mais pas convexe. Sur U , l’application ψ est
dérivable et on a :

ψ′(x, y) = 1
1 +

( y
x

)2

Å
− y

x2 ,
1
x

ã
,

donc

∥ψ′(x, y)∥ = x2

x2 + y2

Å
y2

x4 + 1
x2

ã 1
2

= x2

x2 + y2

Å
y2 + x2

x4

ã 1
2

=
(
x2 + y2)− 1

2 < 1.

Montrons que ψ n’est pas k-lipschitzienne pour k < π/2. On définit dans U , les points :

an :=
Å 1
n
,−1 + n

n

ã
et bn :=

Å 1
n
,
1 + n

n

ã
,

pour n ∈ N*. Alors, ∥bn − an∥ → 2 et

|ψ(bn)− ψ(an)| = 2 arctan(n+ 1)→ π,

donc ψ ne peut pas être k-lipschitzienne sur U pour k < π/2. □

Sur un ouvert connexe, nous avons le résultat suivant.

Corollaire A.1.8

Soit f : U → F une fonction différentiable définie sur un ouvert connexe, admettant
une dérivée nulle. Alors, f est constante.

� Soit x0 ∈ U . Posons
A := {x ∈ U | f(x) = f(x0)} .

L’application f étant différentiable sur U , elle y est continue. L’ensemble A est donc
fermé comme préimage d’un fermé par une application continue. Pour tout x ∈ A, le
Corollaire A.1.7 montre que toute boule ouverte B(x, r), r > 0, contenue dans U est aussi
contenue dans A, puisque f est 0-lipschitzienne sur la boule B(x, r) qui est convexe. Ainsi,
l’ensemble A est ouvert dans U . Finalement, A est ouvert et fermé dans U , U connexe,
donc A = U , et on obtient le résultat attendu. ■

Remarque A.1.1. Sur un ouvert formé de plusieurs composantes connexes, si la dérivée est
nulle, alors l’application est constante sur chaque composante connexe, mais rien oblige à ce que
les constantes soient égales.

A.2 Dérivabilité dans le cas fonctionnel

On s’intéresse ici à la dérivabilité de la composition à droite d’une application C 1 avec
une application continue définie sur un intervalle compact de R. Concrètement, on considère
deux espaces vectoriels normés (E, ∥·∥E) et (F, ∥·∥F ), et une application f ∈ C 1(E,F ). On
définit l’application

Φf : C 0([0 , 1], E) −→ C 0([0 , 1], F )
g 7−→ Φf (g) := f ◦ g,
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où C 0([0 , 1], E) et C 0([0 , 1], F ) sont munis de la norme de la convergence uniforme ∥·∥∞, 2

et on s’intéresse à la dérivabilité de Φf . Si f est linéaire, i.e. f ∈ L (E,F ), alors la réponse
est plutôt simple : l’application Φf est linéaire (évident) et continue puisque

∀ t ∈ [0 , 1], ∥Φf (g)(t)∥F = ∥f(g(t))∥F ≤ ∥f∥L (E,F )∥g(t)∥E

≤ ∥f∥L (E,F )∥g∥∞

donc
∥Φf (g)∥∞ ≤ ∥f∥L (E,F )∥g∥∞.

L’application Φf est donc de classe C 1 (toute application linéaire continue est C ∞) et sa
différentielle est donnée pour tout g et v dans C 0([0 , 1], E), par :

Φ′
f (g) · v = Φf (v) = f ◦ v.

Dans le cas non linéaire, nous avons le résultat suivant.

Proposition A.2.1

Soient (E, ∥·∥E) et (F, ∥·∥F ) deux espaces vectoriels normés. Soit f ∈ C 1(E,F ). On
définit l’application

Φf : C 0([0 , 1], E) −→ C 0([0 , 1], F )
g 7−→ Φf (g) := f ◦ g,

où C 0([0 , 1], E) et C 0([0 , 1], F ) sont munis de la norme de la convergence uniforme
∥·∥∞. Alors, l’application Φf est de classe C 1 et pour tout g, v dans C 0([0 , 1], E), la
différentielle est donnée par :

Φ′
f (g) · v : [0 , 1] −→ F

t 7−→ (Φ′
f (g) · v)(t) = f ′(g(t)) · v(t).

Remarque A.2.1. On a donc Φf (g)(t) = f(g(t)) et sa différentielle est donnée par (Φ′
f (g)·v)(t) =

f ′(g(t)) · v(t) = (f ′ ◦ g)(t) · v(t) que l’on peut donc noter

Φ′
f (g) · v = (f ′ ◦ g) · v.

Φf est un opérateur de Nemytskii (ou de superposition), voir [4] pour plus détails.

Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme A.2.1. Soient F : (X, dX) → (Y, dY ) une application continue entre deux espaces
métriques et K ⊂ X un sous-ensemble compact. On pose pour δ ∈ R+ :

M(δ) := sup {dY (F (x1), F (x2)) | x1 ∈ K, x2 ∈ X, dX(x1, x2) ≤ δ} .

Alors,
M(δ) = o(1) quand δ → 0.

2. Il y a ici un léger abus de notation (sans conséquence) car dans C 0([0 , 1], E), la norme sup est donnée
par ∥g∥∞ = supt∈[0,1](∥g(t)∥E), tandis que dans C 0([0 , 1], F ), on a ∥h∥∞ = supt∈[0,1](∥h(t)∥F ).
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� Soit ε > 0. Si la conclusion est fausse, alors il existe deux suites (x1,n) dans K et (x2,n)
dans X telles que dX(x1,n, x2,n) → 0 et dY (F (x1,n), F (x2,n)) > ε pour tout n. Quitte à
extraire une sous-suite, on peut supposer que x1,n → x ∈ K. Alors, x2,n → x et puisque
F est continue sur X, F (x1,n) et F (x2,n) converge vers F (x) d’où la contradiction. ■

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème.

� Soit g ∈ C 0([0 , 1], E). On introduit dans C 0([0 , 1], E), l’application

h(v) := Φf (g + v)− Φf (g)− (f ′ ◦ g) · v = f ◦ (g + v)− f ◦ g − (f ′ ◦ g) · v.

∗ L’idée est donc de montrer dans un premier temps que h(v) = o(v). Soit v ∈
C 0([0 , 1], E). On introduit l’application

φ : [0 , 1]2 −→ F
(t, s) 7−→ φ(t, s) := h(sv)(t) = f(g(t) + sv(t))− f(g(t))− s f ′(g(t)) · v(t)

de telle sorte que ∥h(v)∥∞ = supt∈[0,1](∥φ(t, 1)∥F ). Pour t ∈ [0 , 1] fixé, l’application
partielle s 7→ φ(t, s) est continue sur [0 , 1], dérivable sur ]0 , 1[, de dérivée

∂φ

∂s
(t, s) =

(
f ′(g(t) + sv(t))− f ′(g(t))

)
· v(t),

donc d’après le Théorème A.1.6 des accroissements finis :

∥φ(t, 1)− φ(t, 0)∥F = ∥φ(t, 1)∥F ≤ sup
s∈]0,1[

(
∥(f ′(g(t) + sv(t))− f ′(g(t))) · v(t)∥F

)
≤ sup

s∈]0,1[

(
∥(f ′(g(t) + sv(t))− f ′(g(t)))∥L (E,F )

)
∥v∥∞.

Ainsi,

∥h(v)∥∞ ≤ sup
(t,s)∈[0,1]2

(
∥(f ′(g(t) + sv(t))− f ′(g(t)))∥L (E,F )

)
∥v∥∞ ≤M(∥v∥∞) ∥v∥∞,

où l’on a introduit pour δ ∈ R+ :

M(δ) := sup
{
∥f ′(y)− f ′(x)∥L (E,F )

∣∣ x ∈ g([0 , 1]), y ∈ E, ∥y − x∥E ≤ δ
}
. (A.1)

On applique le lemme précédent avec K := g([0 , 1]) compact de E (car g continue) et
F := f ′ continue (car f de classe C 1). Ainsi, M(∥v∥∞) = o(1) quand ∥v∥∞ → 0, donc
M(∥v∥∞) ∥v∥∞ = o(∥v∥∞) et puisque ∥h(v)∥∞ ≤ M(∥v∥∞) ∥v∥∞, finalement on obtient
bien que h(v) = o(v).
∗ Montrons que v 7→ (f ′ ◦ g) · v est une application linéaire continue, car alors, on aura
que Φf est dérivable en g de différentielle donnée par Φ′

f (g) · v = (f ′ ◦ g) · v. Il est clair
que v 7→ (f ′ ◦ g) · v est linéaire. Elle est continue car, pour tout v ∈ C 0([0 , 1], E), on a

∀ t ∈ [0 , 1], ∥((f ′ ◦ g) · v)(t)∥F ≤ ∥f ′(g(t))∥L (E,F )∥v(t)∥E ≤ ∥f ′ ◦ g∥∞∥v∥∞

donc ∥(f ′ ◦ g) · v∥∞ ≤ ∥f ′ ◦ g∥∞∥v∥∞. On a utilisé le fait que f ′ ◦ g est continue sur le
compact [0 , 1] donc ∥f ′ ◦ g∥∞ <∞. Finalement, on a bien Φ′

f (g) · v = (f ′ ◦ g) · v.
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∗ Montrons enfin que Φf est de classe C 1, i.e. que Φ′
f est continue sur C 0

E := C 0([0 , 1], E).
Soit g ∈ C 0

E . Montrons que ∥Φ′
f (g+v)−Φ′

f (g)∥L (C 0
E ,C 0

F ) = o(1) quand ∥v∥∞ → 0, où l’on
a noté C 0

F := C 0([0 , 1], F ). Puisque

∥Φ′
f (g + v)− Φ′

f (g)∥L (C 0
E ,C 0

F ) = sup
∥u∥∞=1

∥(Φ′
f (g + v)− Φ′

f (g)) · u∥∞,

et puisque

∥(Φ′
f (g + v)− Φ′

f (g)) · u∥∞ = sup
t∈[0,1]

∥(f ′(g(t) + v(t))− f ′(g(t))) · u(t)∥F

≤ sup
t∈[0,1]

∥(f ′(g(t) + v(t))− f ′(g(t)))∥L (E,F ),

on obtient donc

∥Φ′
f (g + v)− Φ′

f (g)∥L (C 0
E ,C 0

F ) ≤ sup
t∈[0,1]

∥(f ′(g(t) + v(t))− f ′(g(t)))∥L (E,F ) ≤M(∥v∥∞),

avec M définie comme en (A.1) et puisque M(∥v∥∞) = o(1) quand ∥v∥∞ → 0 d’après le
lemme précédent, on obtient le résultat voulu. ■

Remarque A.2.2. Montrons d’une autre manière que Φf est de classe C 1, i.e. que Φ′
f est continue

sur C 0
E := C 0([0 , 1], E). Soient a ∈ C 0

E et ε > 0. Il faut montrer qu’il existe ηε,a > 0 tel que pour
tout g ∈ C 0

E :
∥g − a∥∞ ≤ ηε,a =⇒ ∥Φ′

f (g)− Φ′
f (a)∥L (C 0

E
,C 0

F
) ≤ ε,

où C 0
F := C 0([0 , 1], F ). Or,

∥Φ′
f (g)− Φ′

f (a)∥L (C 0
E

,C 0
F

) = sup
∥v∥∞=1

∥(Φ′
f (g)− Φ′

f (a)) · v∥∞,

et
∥(Φ′

f (g)− Φ′
f (a)) · v∥∞ = sup

t∈[0,1]
∥(f ′(g(t))− f ′(a(t))) · v(t)∥F

≤ sup
t∈[0,1]

∥(f ′(g(t))− f ′(a(t)))∥L (E,F ),

donc
∥Φ′

f (g)− Φ′
f (a)∥L (C 0

E
,C 0

F
) ≤ sup

t∈[0,1]
∥(f ′(g(t))− f ′(a(t)))∥L (E,F ).

Mais par hypothèse, f ∈ C 1(E,F ) donc f ′ ∈ C 0(E,L (E,F )), donc f ′ est uniformément continue
sur le compact Ka := a([0 , 1]) ⊂ E et ainsi pour le ε > 0 choisi : ∃ ηε,Ka > 0, tel que ∀ (x, y) ∈
Ka × E :

∥y − x∥E ≤ ηε,Ka
⇒ ∥f ′(y)− f ′(x)∥F ≤ ε.

Alors en prenant ηε,a := ηε,Ka , on voit que si ∥g − a∥∞ ≤ ηε,a, alors pour tout t ∈ [0 , 1],
∥g(t)− a(t)∥E ≤ ηε,Ka

donc ∥f ′(g(t))− f ′(a(t))∥F ≤ ε. D’où :

∥g − a∥∞ ≤ ηε,a ⇒ ∥Φ′
f (g)− Φ′

f (a)∥L (C 0
E

,C 0
F

) ≤ ε.



A.3. Théorème du point fixe 115

A.3 Théorème du point fixe

Théorème A.3.1 – du point fixe de Picard

Soit f : X → X une application contractante sur un espace métrique complet 3 (X, d)
non vide. Il existe alors un unique point fixe x ∈ X de f , c’est-à-dire tel que f(x) = x.

� On suppose f contractante de constante de Lipschitz k ∈ [0 , 1[.

∗ (Unicité). Soit (x1, x2) ∈ X2 t.q. f(x1) = x1 et f(x2) = x2. Alors

d(f(x1), f(x2)) = d(x1, x2) ≤ k d(x1, x2) < d(x1, x2),

ce qui n’est possible que pour x1 = x2. On a donc l’unicité.

∗ (Existence). On fixe x0 ∈ X (X est non vide). On définit pour n ∈ N, xn+1 := f(xn).
Montrons que la suite (xn) est de Cauchy. Nous avons pour n ∈ N :

d(xn+1, xn) = d(f(xn), f(xn−1)) ≤ k d(xn, xn−1) ≤ kn d(x1, x0) =: C kn.

Ainsi, pour (n, p) ∈ N2 :

d(xn+p, xn) ≤
p−1∑
i=0

d(xn+i+1, xn+i) (d’après l’inégalité triangulaire)

≤ C
p−1∑
i=0

kn+i = Ckn 1− kp

1− k ≤
C

1− kk
n. (car k ∈ [0 , 1[)

Soit ε > 0. On choisit Nε ∈ N t.q.

C

1− kk
Nε ≤ ε,

alors pour tous n ≥ Nε et p ∈ N, on a

d(xn+p, xn) ≤ C

1− kk
n ≤ C

1− kk
Nε ≤ ε,

c’est-à-dire (xn) est une suite de Cauchy. Puisque X est complet, la suite (xn) converge
vers un élément de X noté x. Posons un := f(xn) − xn. La suite (un) converge vers
f(x)−x (car f continue). Mais puisque un = f(xn)−xn = f(xn)−f(xn−1) (pour n ≥ 1),
la suite (un) converge vers f(x)− f(x) = 0. Par unicité de la limite, on obtient f(x) = x,
c’est-à-dire l’existence d’un point fixe. ■

3. Soit (X, d) un espace métrique. Il est complet si toute suite de Cauchy converge. Une suite (xn) de X
vérifiant ∀ ε > 0, ∃ N ∈ N, ∀ n, m ≥ N , d(xn, xm)E ≤ ε, est dite de Cauchy.
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Théorème A.3.2 – du point fixe de Picard à paramètre

Soient (X, d) un espace métrique complet, Λ un espace topologique, φ : X × Λ → X
une application continue et 0 < k < 1. Supposons que pour tout λ ∈ Λ, l’application
φ(·, λ) soit k-contractante. Alors, pour tout λ ∈ Λ, il existe un unique point fixe
x(λ) ∈ X de φ(·, λ) et l’application x(·) : Λ→ X est continue.

� On définit (C 0
b (Λ, X), d∞), l’ensemble des applications continues et bornées de Λ dans

X muni de la distance de la convergence uniforme : d∞(f, g) = supλ∈Λ d(f(λ), g(λ)).
Puisque (X, d) est complet, (C 0

b (Λ, X), d∞) l’est aussi. On définit

Φ: (C 0
b (Λ, X), d∞) −→ (C 0

b (Λ, X), d∞)
f 7−→ Φ(f) := φ(f(·), ·).

Ainsi,

d∞(Φ(f),Φ(g)) = sup
λ∈Λ

d(Φ(f)(λ),Φ(g)(λ)) = sup
λ∈Λ

d(φ(f(λ), λ), φ(g(λ), λ)),

or
d(φ(f(λ), λ), φ(g(λ), λ)) ≤ k d(f(λ), g(λ)) ≤ k d∞(f, g),

donc
d∞(Φ(f),Φ(g)) ≤ k d∞(f, g),

c’est-à-dire, Φ est k-contractante. D’après le théorème du point fixe de Picard A.3.1, Φ
admet un unique point fixe noté x. Pour tout λ ∈ Λ, Φ(x)(λ) = φ(x(λ), λ) = x(λ).
Puisque pour tout λ ∈ Λ, φ(·, λ) est k-contractante, elle admet un unique point fixe
xλ ∈ X, qui vérifie donc xλ = φ(xλ, λ) = x(λ). Le théorème est démontré. ■

A.4 Application inversion
Rappelons quelques définitions.

Définition A.4.1 – Espace de Banach

Un espace de Banach est un espace vectoriel normé (E, ∥·∥E) qui est complet pour
la distance dE(x, y) := ∥x− y∥E .

Définition A.4.2

Soient E, F deux espaces vectoriels topologiques (par exemple, normés).
• Un morphisme (topologique) entre E et F est une application linéaire continue

de E dans F . On note L (E,F ) ou Lc(E,F ) l’ensemble des applications linéaires
continues de E dans F .

• Un endomorphisme (topologique) de E est une application linéaire continue de
E dans E. On note L (E) := L (E,E) ou Lc(E) l’ensemble des endomorphismes
de E.
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• Un isomorphisme (topologique) entre E et F est une application de E dans F ,
linéaire, bijective, continue, dont l’application réciproque (ou inverse) est conti-
nue. C’est donc un homéomorphisme (i.e. une application bijective continue
d’inverse continue) linéaire. On note Isomc(E,F ) l’ensemble des isomorphismes
de E sur F .

• Un automorphisme (topologique) de E est une application dans GLc(E) :=
Isomc(E,E). L’ensemble des automorphismes peut être aussi noté GL(E).

• Si F = R, on parle de forme linéaire continue. On note E′ := L (E,R), l’en-
semble des formes linéaires continue de E sur R. Cet espace est appelé l’espace
dual topologique de E.

On considère deux espaces de Banach E et F et on suppose que Isomc(E,F ) est non vide.
D’après [75, Théorème 3.19.8], l’ensemble Isomc(E,F ) est ouvert dans L (E,F ). Introduisons
l’application inversion :

inv : Isomc(E,F ) −→ Isomc(F,E)
T 7−→ inv(T ) := T−1.

Toujours d’après le même résultat, l’application inv est un homéomorphisme de Isomc(E,F )
dans Isomc(F,E). Montrons que inv est de classe C 1.

∗ Nous nous ramenons dans un premier temps à Isomc(E,E) = GLc(E). Pour cela,
considérons B ∈ Isomc(F,E) et introduisons l’isomorphisme (à vérifier) :

φ : Isomc(E,F ) −→ GLc(E)
T 7−→ φ(T ) := B ◦ T.

Ajoutons la notation invE,F pour représenter l’application inversion sur Isomc(E,F ). Avec
cette notation, inv = invE,F et l’application inversion sur GLc(E) s’écrit invE := invE,E . Il
apparaît alors que :

inv(T ) = φ(T )−1 ◦B = invE(φ(T )) ◦B. (A.2)

Ainsi, par le théorème de dérivation des applications composées, il est clair que inv est de
classe C 1 si et seulement si invE l’est. En effet, φ est linéaire continue donc C 1 tout comme
l’application de composition à gauche A 7→ A ◦B, avec A ∈ GLc(E).

∗ Montrons donc que invE est de classe C 1. Considérons T ,H dans GLc(E) et remarquons
tout d’abord que

T +H = T ◦ (IdE + invE(T ) ◦H) =: T (I + T−1H),

où dans le dernier terme de ces égalités, nous utilisons les notations T−1 et I qui sont
plus concises que invE(T ) et IdE et où nous ne notons pas le symbole de composition pour
avoir une notation semblable à l’écriture matricielle. D’après [75, Proposition 3.19.6], si
∥T−1H∥L (E) < 1, alors I − T−1H est inversible et

K := (I − T−1H)−1 = I − T−1H + (T−1H)2 + · · ·+ (−1)n(T−1H)n + · · · .
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Ainsi, avec ces notations : T +H = TK−1. En combinant cela avec le fait que

K = I − T−1H + (T−1H)2
K,

nous obtenons, pour H suffisamment petit,

(T +H)−1 = KT−1 = (I − T−1H + (T−1H)2
K)T−1

= T − T−1HT−1 + (T−1H)2
KT−1 = T − T−1HT−1 + o(H) .

Autrement dit,

invE(T +H) = invE(T )− invE(T ) ◦H ◦ invE(T ) + o(H) .

Puisque H 7→ − invE(T ) ◦ H ◦ invE(T ) est linéaire continue (de norme inférieure à
2∥T−1∥L (E)), on a invE dérivable en T , donc sur tout GLc(E) (car T quelconque). Sa dérivée
est donnée par

inv′
E(T ) ·H = − invE(T ) ◦H ◦ invE(T ).

∗ Montrons maintenant que inv′
E : GLc(E)→ L (GLc(E)) est continue. Définissons pour

cela B : GLc(E) × GLc(E) → L (GLc(E)) par B(M,N) ·H := −M ◦H ◦N . Ainsi définie,
l’application B est une application bilinéaire sur GLc(E)×GLc(E). On munit cet espace de
la norme

∥B∥ := sup
{
∥B(M,N)∥L (GLc(E))

∣∣ ∥M∥L (E) ≤ 1 et ∥N∥L (E) ≤ 1
}
.

À l’aide de B, on peut écrire inv′
E(T ) = B(invE(T ), invE(T )) et il est alors clair que inv′

E

est continue si B l’est. Puisque

∥B(M,N)∥L (GLc(E)) = sup
∥H∥L (E)≤1

∥B(M,N) ·H∥L (E) = sup
∥H∥L (E)≤1

∥M ◦H ◦N∥L (E),

et puisque
∥M ◦H ◦N∥L (E) ≤ ∥M∥L (E)∥H∥L (E)∥N∥L (E),

on obtient ∥B(M,N)∥L (GLc(E)) ≤ ∥M∥L (E)∥N∥L (E) et donc finalement ∥B∥ ≤ 1. Nous
avons donc montré que B est continue donc inv′

E aussi, donc invE est de classe C 1. Nous
pouvons alors conclure que inv = invE,F est elle-même de classe C 1.

∗ Maintenant que nous savons que inv est dérivable (même C 1), nous pouvons retrouver
facilement sa dérivée. En effet, sachant que l’on a pour tout T ∈ Isomc(E,F ), la relation
Ψ(T ) := inv(T ) ◦ T = IdE , on obtient

Ψ′(T ) ·H = inv′(T ) ·H ◦ T + inv(T ) ◦H = 0L (E),

que l’on peut transformer en : inv′(T ) · H = − inv(T ) ◦ H ◦ inv(T ). Il est à noter que l’on
retrouve la même expression à partir de la relation (A.2).

Remarque A.4.1. Si E = F = Rn, alors inv est définie sur GLn(R), l’ensemble des matrices
inversibles. On a la relation plus familière, pour A ∈ GLn(R),

inv′(A) ·H = −A−1HA−1.
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∗ Enfin, montrons que inv est C ∞. Nous pouvons écrire,
inv′

E = B ◦ φ ◦ invE

avec φ(A,B) := (A,B) linéaire continue donc C ∞ et B bilinéaire continue donc C ∞. Ainsi,
par induction, invE est C ∞ tout comme inv.

A.5 Théorème d’inversion locale

Nous aurons besoin du résultat suivant, voir [75, Corollaire 3.11.3].

Théorème A.5.1 – de Banach

Soient E et F deux espaces de Banach, alors, toute bijection linéaire et continue de
E sur F est un isomorphisme (topologique).

Définition A.5.2 – Difféomorphisme, C k-difféomorphisme

Soient E, F deux espaces de Banach et U , V deux ouverts respectivement de E, F .
Soit une application f : U → V .

i) On dit que f est un difféomorphisme de U dans V si f est une bijection de U
dans V , dérivable dans U et dont l’inverse f−1 : V → U est dérivable dans V .

ii) On dit que f est un C k-difféomorphisme, k ∈ N*, de U dans V si f est une
bijection de U dans V , de classe C k et dont l’inverse f−1 : V → U est de classe
C k.

Un difféomorphisme et a fortiori un C k-difféomorphisme, sont des homéomorphismes.

Remarque A.5.1. En fait, on peut voir un homéomorphisme, un difféomorphisme ou un C k-
difféomorphisme comme une application inversible, respectivement, dans l’ensemble des applica-
tions continues, dérivables ou de classe C k.

Proposition A.5.3

Un homéomorphisme f : U → V est un C k-difféomorphisme, k ∈ N*, de U dans V si
et seulement si f est de classe C k et, pour tout x ∈ U , f ′(x) ∈ L (E,F ) est bijective.

� Soit un homéomorphisme f : U → V .
1. Supposons que f soit un C k-difféomorphisme de U dans V . En particulier, f est C k.
En particulier aussi, f est dérivable sur U et son inverse f−1 : V → U est elle dérivable
sur V . Montrons que f ′(x) est bijective. Par hypothèse,

f−1 ◦ f = IdU et f ◦ f−1 = IdV ,

donc pour tout x ∈ U , en définissant y := f(x) ∈ V , on obtient par dérivation :

(f−1 ◦ f)′(x) = (f−1)′(y) ◦ f ′(x) = IdE et (f ◦ f−1)′(y) = f ′(x) ◦ (f−1)′(y) = IdF ,

autrement dit f ′(x) est bijective avec (f ′(x))−1 = (f−1)′(y).
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2. Supposons maintenant que f soit de classe C k et que pour tout x ∈ U , f ′(x) soit
bijective. Nous voulons montrer que f est un C k-difféomorphisme, autrement dit que f
est C k (ceci est vrai par hypothèse) et que f est une bijection (vraie par hypothèse) dont
l’inverse f−1 : V → U est de classe C k.

2.a. Montrons dans un premier temps que g := f−1 est dérivable sur V . D’après ce qui
précède, si g est dérivable en y ∈ V , alors nécessairement g′(y) serait donnée par (f ′(x))−1

où l’on a noté x := f−1(y) ∈ U . Remarquons tout de suite que, d’après le Théorème A.5.1
de Banach, f ′(x) ∈ Isomc(E,F ), autrement dit (f ′(x))−1 ∈ L (F,E). Il ne nous reste
plus qu’à montrer que pour y ∈ V donné :

φ(h) := g(y + h)− g(y)− Ty(h) = o(h) ,

où l’on a introduit la notation Ty := (f ′(x))−1 = (f ′(f−1(y)))−1 et où φ est définie pour
h suffisamment petit.

∗ Posons xh := g(y + h) = f−1(f(x) + h). Alors, h = f(xh)− f(x). Ainsi,

h = f(xh)− f(x) = f ′(x) · (xh − x) + o(xh − x) .

Introduisons la notation ψ(xh − x) := f(xh) − f(x) − f ′(x) · (xh − x). Puisque Ty est
l’inverse de f ′(x), on obtient

Ty(h) = xh − x+ Ty(ψ(xh − x)) = g(y + h)− g(y) + Ty(ψ(xh − x)). (A.3)

Supposons que l’on ait montré que ψ(xh− x), comme fonction de h, est un o(h), alors on
peut écrire ψ(xh − x) =: ∥h∥F ε(h) avec ∥ε(h)∥F → 0 quand ∥h∥F → 0. On obtiendrait
finalement que

∥φ(h)∥E = ∥Ty(ψ(xh − x))∥E ≤ ∥Ty∥L (F,E) ∥ε(h)∥F ∥h∥F = o(h) ,

autrement dit que φ(h) = o(h), c’est-à-dire ce que l’on voulait démontrer dans un premier
temps, au point 2.a.

∗ Montrons donc que ψ(xh−x) = o(h). On sait déjà que ψ(xh−x) = o(xh − x). On peut
donc écrire ψ(xh−x) =: ∥xh−x∥E ε(xh−x), avec ∥ε(xh−x)∥F → 0 quand ∥xh−x∥E → 0.
Puisque g = f−1 est continue, on a xh − x = g(y + h) − g(y) = o(1) quand ∥h∥F → 0.
Supposons que l’on ait montré que xh − x = O(h), 4 alors il existe η > 0 et C > 0, tels
que pour tout ∥h∥F ≤ η :

∥ψ(xh − x)∥F = ∥xh − x∥E ∥ε(xh − x)∥F ≤ C∥ε(xh − x)∥F ∥h∥F = o(h) ,

car ∥ε(xh− x)∥F → 0 quand ∥h∥F → 0 (car ∥xh− x∥E → 0 quand ∥h∥F → 0). On aurait
donc ψ(xh − x) = o(h).

∗ Pour finir de prouver que φ(h) = o(h), il nous reste à montrer que xh−x = O(h). Puisque
0 < ∥Ty∥−1

L (F,E) < +∞ (Ty ∈ L (F,E) et Ty ̸= 0) et puisque ψ(xh − x) = o(xh − x), on a
pour h suffisamment petit :

∥ψ(xh − x)∥F ≤
1
2 ∥Ty∥−1

L (F,E) ∥xh − x∥E .
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Ainsi, d’après (A.3), on a :

∥xh − x∥E ≤ ∥Ty∥L (F,E) ∥h∥F + ∥Ty∥L (F,E) ∥ψ(xh − x)∥F

≤ ∥Ty∥L (F,E) ∥h∥F + 1
2 ∥xh − x∥E ,

ce qui nous donne ∥xh − x∥E ≤ 2 ∥Ty∥L (F,E) ∥h∥F , autrement dit xh − x = O(h). En
conclusion, on a bien ψ(xh − x) = o(h) ce qui entraine φ(h) = o(h). Le point 2.a est
démontré : g = f−1 est dérivable sur V .

2.b. L’application réciproque g = f−1 admet donc une application dérivée (cf. 2.a) donnée
par g′ : y 7→ g′(y) = (f ′(g(y)))−1. Introdusions

inv : Isomc(E,F ) −→ Isomc(F,E)
T 7−→ inv(T ) := T−1,

de telle sorte que g′ = inv ◦f ′ ◦ g. Sachant que inv est C ∞, cf. A.4, que f ′ est C k−1 et
que g est continue, on obtient que g′ est continue donc g de classe C 1, donc finalement g′

de classe C 1, donc g de classe C 2 et ainsi de suite jusqu’à obtenir g de classe C k. Nous
avons finalement démontré que f est un C k-difféomorphisme. Le théorème est démontré.

■

Remarque A.5.2. Rappelons que l’ensemble Isomc(E,F ) est ouvert dans L (E,F ) d’après [75,
Théorème 3.19.8 page 400]. L’application inv est même un homéomorphisme de Isomc(E,F ) dans
Isomc(F,E). Et puisque pour tous T et H dans Isomc(E,F ), on a inv′(T ) ·H = − inv(T ) ◦H ◦
inv(T ), on peut montrer que inv′(T ) ∈ L (Isomc(E,F ), Isomc(F,E)) est bijective. Donc, d’après
la Proposition A.5.3, l’application inv est un C ∞-difféomorphisme.

Théorème A.5.4 – d’inversion locale

Soient E, F deux espaces de Banach et f : E → F une application de classe C k,
k ∈ N*, sur un voisinage de x ∈ E. On suppose que f ′(x) ∈ L (E,F ) est bijective. 5

Il existe alors un ouvert U ⊂ E contenant x et un ouvert V ⊂ F contenant f(x), tels
que f est un C k-difféomorphisme de U dans V = f(U).

� L’idée est de montrer que f est un homéomorphisme de classe C k de U sur V t.q.
∀x ∈ U , f ′(x) ∈ L (E,F ) est bijective. On appliquera ensuite la proposition précédente.

∗ Notons y := f(x) ∈ F . Introduisons

f0(u) := f ′(x)−1 · (f(x+ u)− b),

de telle sorte que f est un C k-difféomorphisme d’un voisinage de x sur un voisinage de y si
et seulement si f0 est un C k-difféomorphisme d’un voisinage de 0E sur un voisinage de 0E .
On se ramène donc à l’étude de f0. Remarquons que f0 est de classe C k, que f0(0E) = 0E

et que f ′(0E) = IdE . Puisque f ′
0 est continue sur E, alors ∀ ε > 0, ∃ ηε > 0 t.q. ∀u ∈ E

4. Soit g : E → F . On dit que g(v) = O(v) si ∃ η > 0 et C > 0 t.q. ∥v∥E ≤ η ⇒ ∥g(v)∥F ≤ C∥v∥E .
5. D’après le Théorème A.5.1, dans ce cas f ′(x) ∈ Isomc(E, F ).
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vérifiant ∥u∥E ≤ ηε on a f ′
0(u) ∈ B(IdE , ε). Enfin, puisque GLc(E) = Isomc(E,E) est

ouvert dans L (E), il existe ε > 0 t.q. B(IdE , ε) ⊂ GLc(E).

∗ Il reste donc à montrer que f0 est un homéomorphisme d’un voisinage de 0E sur un
autre voisinage de 0E . Puisque f0 est continue, il reste à montrer que f0 est bijective d’un
voisinage U0 de 0E sur un autre voisinage V0 de 0E et que sur le voisinage V0, l’application
inverse est continue. Introduisons pour cela, pour u, v dans E

φv(u) := v + u− f0(u),

de telle sorte que φv(u) = u si et seulement si f0(u) = v, c’est-à-dire si et seulement si
φv admet un point fixe. Vérifions tout d’abord que φv est contractante dans un voisinage
de 0E . D’après le Théorème A.1.6 des accroissements finis (et son corollaire), pour tous
r > 0 et u1, u2 dans B(0, r), on a :

∥φv(u1)− φv(u2)∥E ≤
Ç

sup
u∈B(0,r)

∥IdE −f ′
0(u)∥L (E)

å
∥u1 − u2∥E .

Ainsi, pour ρ := min(ε, 1/2) ∈ [0 , 1[ avec ε > 0 t.q. B(IdE , ε) ⊂ GLc(E), et pour η := ηρ,
alors pour tous u1, u2 dans B(0, η), on a :

∥φv(u1)− φv(u2)∥E ≤ ρ ∥u1 − u2∥E ,

c’est-à-dire, φv est ρ-contractante. On a de plus en particulier (pour u2 = 0E)

∥φv(u1)− v∥E ≤ ρ ∥u1∥E ,

et donc pour tous u ∈ Bf (0, η/2) et v ∈ Bf (0, (1− ρ)η/2), on a

∥φv(u)∥E ≤ ∥v∥E + ρ ∥u∥E ≤ (1− ρ) η2 + ρ
η

2 = η

2 ,

autrement dit φv(Bf (0, η/2)) ⊂ Bf (0, η/2) si v ∈ Bf (0, (1− ρ)η/2). Posons

V0 := B(0, (1− ρ)η/2)

et introduisons
φ : Bf (0, η/2)× V0 −→ Bf (0, η/2)

(u, v) 7−→ φ(u, v) := φv(u),
de telle sorte que φ vérifie les hypothèses du Théorème A.3.2 du point fixe de Picard
à paramètre ; φ est continue et uniformément ρ-contractante. Ainsi, ∀ v ∈ V0, ∃!uv ∈
Bf (0, η/2) t.q. φ(uv, v) = φv(uv) = uv, et v 7→ uv est continue sur V0. Finalement, f0 est
bijective de U0 := f−1

0 (V0) dans V0 et l’application réciproque f−1
0 (v) = uv est continue.

∗ Nous avons donc démontré que f0 est un homéomorphisme de U0 dans V0 de classe C k

t.q. ∀u ∈ U0, f ′
0(u) ∈ L (E) est bijective, donc d’après la Proposition A.5.3, f0 est un

C k-difféomorphisme de U0 dans V0 et finalement le théorème est démontré.
■
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A.6 Théorème des fonctions implicites

Théorème A.6.1 – des fonctions implicites

Soient E, F et G trois espaces de Banach, Ω un ouvert de E×F , f : Ω ⊂ E×F → G,
une application de classe C k, k ∈ N*, et (x̄, ȳ) ∈ Ω, tels que ∂yf(x̄, ȳ) ∈ L (F,G) est
bijective.
Il existe alors U × V ⊂ Ω un voisinage ouvert du point (x̄, ȳ) tel que :

i) ∀x ∈ U , ∃! yx ∈ V , tels que f(x, yx) = f(x̄, ȳ) ;
ii) L’application (unique) φ : U → V , x 7→ φ(x) := yx est de classe C k et ∀x ∈ U :

φ′(x) = −(∂yf(x, φ(x)))−1 ◦ ∂xf(x, φ(x)) ;

� On pose
Φ: Ω −→ E ×G

(x, y) 7−→ Φ(x, y) := (x, f(x, y)).

∗ L’application Φ est C k sur Ω et sa différentielle en (x̄, ȳ) est donnée par

Φ′(x̄, ȳ) · (u, v) =

Ñ IdE 0L (F,E)

∂f

∂x
(x̄, ȳ) ∂f

∂y
(x̄, ȳ)

é
· (u, v)

=
Å
u,
∂f

∂x
(x̄, ȳ) · u+ ∂f

∂y
(x̄, ȳ) · v

ã
∈ E ×G,

pour tout (u, v) ∈ E×F . On rappelle que Φ′(x̄, ȳ) ∈ L (E×F,E×G). De plus, pour tout
(a, b) ∈ E×G, il existe un unique couple (u, v) ∈ E×F tel que Φ′(x̄, ȳ) ·(u, v) = (a, b). En
effet, u = a et v = −(∂yf(x̄, ȳ))−1 · (∂xf(x̄, ȳ) · a), car ∂yf(x̄, ȳ) inversible par hypothèse,
donc Φ′(x̄, ȳ) ∈ L (E × F,E × G) est bijective et puisque E × F et E × G sont deux
espaces de Banach, nous pouvons appliquer le Théorème A.5.4 d’inversion locale à Φ.

∗ D’après le théorème d’inversion locale, il existe Ω′ := U ′ × V ⊂ Ω, U ′ et V deux
ouverts contenant respectivement x̄ et ȳ, tel que Φ est un C k-difféomorphisme de Ω′ dans
Φ(Ω′). On note Φ−1 =: (g1, g2) l’inverse de Φ défini sur Φ(Ω′) ⊂ E ×G et à valeurs dans
Ω′ ⊂ E × F . Les applications g1 et g2 sont de classe C k. Alors, pour tout (x, z) ∈ Φ(Ω′),

(x, z) = (Φ ◦ Φ−1)(x, z) = Φ(Φ−1(x, z)) = (g1(x, z), f(g1(x, z), g2(x, z))).

Ceci nous donne g1(x, z) = x et f(x, g2(x, z)) = z pour tout (x, z) ∈ Φ(Ω′). En particulier,
pour z̄ := f(x̄, ȳ), en introduisant φ := g2(·, z̄) et U := {x ∈ U ′ | (x, z̄) ∈ Φ(Ω′)}, nous
avons :

∀x ∈ U, f(x, φ(x)) = z̄.

Défini ainsi, U est bien un ouvert de E (car préimage de l’ouvert Φ(Ω′) par l’application
continue x 7→ (x, z̄) définie sur U ′) contenant x̄ et φ(U) ⊂ V (par définition).
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∗ L’application φ est C k sur U donc par composition x 7→ f(x, φ(x)) aussi, cette appli-
cation est constante sur U donc de dérivée nulle et sa dérivée est donnée par :

∀x ∈ U, ∂f

∂x
(x, φ(x)) + ∂f

∂y
(x, φ(x)) ◦ φ′(x) = 0L (E,G),

ce qui conclut la démonstration. ■

Remarque A.6.1. On peut réécrire les conclusions i) et ii) du théorème des fonctions implicites
sous la forme suivante. L’application φ : U → V est unique, de classe C k, on a :

x ∈ U, y ∈ V et f(x, y) = f(x̄, ȳ)⇐⇒ x ∈ U et y = φ(x)

et la différentielle de φ est donnée pour tout x ∈ U par :

φ′(x) = −(∂yf(x, φ(x)))−1 ◦ ∂xf(x, φ(x)).

A.7 Conditions nécessaires d’optimalité

Théorème A.7.1 – de l’application ouverte [75, Théorème 3.11.1]

Soient E et F deux espaces de Banach et f ∈ L (E,F ). Si f est surjective, alors il
existe une constante α > 0 telle que f(BE(0, 1)) ⊃ BF (0, α), ce qui est équivalent à
dire que f est ouverte (par linéarité).

que l’on va étendre au cas non linéaire sous l’hypothèse F de dimension finie. Nous avons
besoin du lemme suivant.

Lemme A.7.1. Soit E un Banach tel que E est somme directe algébrique 6 de deux sous-
espaces vectoriels G et H, tous deux fermés, alors, E est somme directe topologique de G et
H.

� On pose
φ : G×H −→ E

(x, y) 7−→ φ(x, y) := x+ y.

Par hypothèse, φ est un isomorphisme algébrique. Montrons que c’est un isomorphisme
topologique. Les sous-espaces G et H sont munis de la norme induite par E, notée ∥·∥.
On munit G × H de la norme produit ∥(x, y)∥G×H := ∥x∥ + ∥y∥. L’application φ est
continue car ∥φ(x, y)∥ = ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ = ∥(x, y)∥G×H . Le sous-espace G est fermé
dans un espace complet donc G complet (et fermé) donc G Banach, de même H Banach.
Un produit fini de Banach étant un Banach, G×H Banach. On a donc que l’application
φ ∈ Isom(G ×H,E) est continue, G ×H et E Banach, donc d’après le Théorème A.5.1
de Banach, φ−1 est continue, et φ ∈ Isomc(G×H,E). ■

6. C’est à dire E = G ⊕ H, i.e. E = Vect(G ∪ H), et G ∩ H = {0}.
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Théorème A.7.2 – de l’application ouverte non linéaire

Soit f : U ⊂ E → F := Rn une application de classe C 1 dans U , définie sur un ouvert
U d’un espace de Banach E. Soit x̄ ∈ U un point régulier de f (i.e. f ′(x̄) surjective),
alors f est localement ouverte 7 en x̄.

� Puisque f ′(x̄) ∈ L (E,F ) surjective, E/Ker f ′(x̄) ≃ F (isomorphisme algébrique). Donc
en notant G := Ker f ′(x̄), il existe un supplémentaire algébrique H ≃ F , de G dans
E, i.e. E = G ⊕ H (algébrique). Le sous-espace G est fermé car f ′(x̄) est continue et
H est fermé car c’est un sous-espace vectoriel de dimension finie (comme F ). D’après le
Lemme A.7.1, E = G⊕H (topologique) et donc en particulier, la projection p : E → G est
continue. Introduisons l’application ψ : U ⊂ E → F ×G, définie par ψ := (f, p), de classe
C 1 et montrons que ψ′(x̄) = (f ′(x̄), p) ∈ L (E,F × G) est bijective. L’application f ′(x̄)
est surjective par hypothèse, donc ψ′(x̄) est surjective. Maintenant, si ψ′(x̄) · v = (0, 0),
alors v ∈ Ker f ′(x̄)∩Ker p = G∩H = {0}, donc ψ′(x̄) est injective. Finalement, ψ′(x̄) est
bijective, donc d’après le Théorème A.5.4 d’inversion locale, il existe un ouvert Ω ∈ VU (x̄)
tel que ψ|Ω est un C 1-difféomorphisme de Ω sur ψ(Ω). L’application ψ|Ω est donc ouverte,
tout comme f|Ω = q ◦ ψ|Ω, q : F × G → F projection canonique, car q ouverte. Pour
conclure, pour tout V ∈ VU (x̄), V ∩ Ω ∈ VΩ(x̄) donc f|Ω(V ∩ Ω) ∈ VF (f(x̄)) (car f|Ω
ouverte), et puisque f|Ω(V ∩ Ω) ⊂ f(V ), on a f(V ) ∈ VF (f(x̄)). ■

Théorème A.7.3 – CN1 d’optimalité

Soit E un espace de Banach. Soient f ∈ C 1(U,R) et h ∈ C 1(U,Rm), avec m ∈ N∗ et
U un ouvert de E. Soit x̄ ∈ U une solution (locale ou globale) au problème

min {f(x) | x ∈ U, h(x) = 0Rm} .

Il existe alors (λ, λ0) ∈ (Rm+1)∗, (λ, λ0) ̸= 0(Rm+1)∗ , tel que λ0 f ′(x̄) + λ ◦ h′(x̄) = 0E′ .

� Soit x̄ ∈ U ⊂ E un minimum de f sous la contrainte h = 0Rm . Il existe alors V ∈ VU (x̄)
(l’ensemble des voisinages de x̄ dans U) tel que ∀x ∈ V : h(x) = 0Rm ⇒ f(x) ≥ f(x̄).
Posons φ : U ⊂ E → Rm × R, φ(x) := (h(x), f(x)) de sorte que φ(x̄) = (h(x̄), f(x̄)) =
(0Rm , f(x̄)) ∈ Rm+1. L’application φ ne peut être localement ouverte en x̄ car sinon
φ(V ) ∈ VRm+1(φ(x̄)) et il existerait alors ε > 0 tel que (0Rm , f(x̄) − ε) ∈ φ(V ), ce
qui contredirait l’optimalité de x̄. Puisque φ n’est pas localement ouverte en x̄, d’après
le Théorème A.7.2, par contraposée, φ′(x̄) ∈ L (E,Rm+1) n’est pas surjective ; ainsi
Imφ′(x̄) ⊊ Rm+1 et il existe donc ¯̃λ := (λ, λ0) ∈ (Rm+1)*, ¯̃λ ̸= 0(Rm+1)∗ tel que Imφ′(x̄) ⊂
Ker ¯̃λ (puisque Imφ′(x̄) est inclus dans un hyperplan, et tout hyperplan est le noyau d’une
forme linéaire), i.e. ∀ v ∈ E, ¯̃λ(φ′(x̄) · v) = 0, c-à-d ¯̃λ ◦ φ′(x̄) = 0E′ . ■

Remarque A.7.1. Dans le théorème précédent, on ne fait pas d’hypothèses de qualification des
contraintes, le paramètre λ0 peut être nul.

7. i.e. envoie les voisinages de x̄ dans U sur les voisinages de f(x̄) dans Rn : ∀ V ∈ VU (x̄) ⇒ f(V ) ∈
VRn (f(x̄)).
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B.1 Introduction

Le calcul des variations est une discipline ancienne qui pris naissance suite à l’intro-
duction du problème de la courbe brachistochrone 1 [71] vers la fin du XVIIe siècle par le
mathématicien Johann Bernoulli. La courbe brachistochrone est par définition une courbe
dans un plan vertical de coordonnées (x, y) sur laquelle un point matériel pesant placé dans
un champ de pesanteur uniforme, glissant sans frottement et sans vitesse initiale, présente un
temps de parcours minimal parmi toutes les courbes joignant deux extrémités fixées. Notons
A := (xa, ya) et B := (xb, yb) les deux extrémités de la courbe. Sans perte de généralité,
nous pouvons supposer xa = ya = 0. En choisissant un repère dirigé vers le bas, la condition
yb > ya doit être vérifiée pour assurer l’existence (au sens physique) d’une solution au pro-
blème. En revanche, par symétrie de celui-ci nous pouvons fixer xb > xa. On élimine le cas
de la chute libre, c’est-à-dire xa = xb. Voir la Figure B.1 pour une illustration du problème.

x

y

•A

•
B

•

Figure B.1 – Courbe brachistochrone

1. Voir https://fr.wikipedia.org/wiki/Courbe_brachistochrone pour un historique.

https://fr.wikipedia.org/wiki/Courbe_brachistochrone
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Pour fixer les idées, nous recherchons une courbe Γ dans le plan (x, y) donnée par le
graphe d’une fonction f de classe C 1, i.e. Γ := {(x, f(x)) | x ∈ [xa , xb]}. Le point matériel
est déterminé par sa position à l’instant t que nous notons p(t) := (x(t), y(t)). Pour tout
temps t ce point appartient à Γ, ainsi son vecteur vitesse est donné par :

ṗ(t) := d
dtp(t) = (ẋ(t), ẏ(t)) = (ẋ(t), f ′(x(t)) ẋ(t)) = (1, f ′(x(t))) ẋ(t) ∈ Tp(t)Γ,

où Tp(t)Γ est l’espace tangent à la courbe Γ au point p(t). D’un autre côté, la conservation
de l’énergie mécanique au cours du temps nous permet d’exprimer l’énergie cinétique en
fonction de l’énergie potentielle de pesanteur par la relation :

1
2m∥ṗ(t)∥

2 = mg y(t) = mg f(x(t)),

où m est la masse du point matériel (qui ne joue aucun rôle) et g est l’accélération de
pesanteur. En combinant les deux relations précédentes (on suppose ẋ(t) > 0), nous obtenons
l’équation différentielle

ẋ(t) =
 

2gf(x(t))
1 + f ′(x(t))2 =: φ(x(t)).

Remarquons qu’à l’instant initial, nous avons x(0) = xa et φ(xa) = 0 car f(xa) = ya = 0
(la vitesse initiale est nulle). Quelle que soit la fonctionnelle f vérifiant f(xa) = ya = 0, la
trajectoire triviale x(t) = xa = 0 est solution de l’équation ẋ(t) = φ(x(t)). Cependant, cette
solution ne nous intéresse pas car nous voulons que le point matériel ait comme abscisse
x(T ) = xb > xa à l’instant terminal T . Fort heureusement, en introduisant

F (x) :=
∫ x

xa

dz
φ(z) =

∫ x

0

dz
φ(z) ,

et en supposant que |F (xa + ε)| = F (ε) < +∞ pour un certain ε > 0, alors x(t) := F−1(t),
x(0) := xa, est une autre solution différente de la solution triviale. Notons pour ce convaincre
de cela que si x(t) est solution de l’équation ẋ(t) = φ(x(t)), alors pour tout temps t nous
avons F (x(t)) = t, cf. :

d
dt(F ◦ x)(t) = F ′(x(t)) ẋ(t) = ẋ(t)

φ(x(t)) = 1.

En conclusion, le temps de parcours du point matériel est donné par

T (f) := F (xb) =
∫ xb

xa

√
1 + f ′(x)2

2 g f(x) dx,

où nous avons introduit la notation T (f) pour mettre en évidence la dépendance à f , car f
est pour nous l’inconnue du problème. Nous cherchons donc la fonctionnelle f qui minimise le
temps de parcours T (f) et qui vérifie les conditions aux extrémités f(xa) = ya et f(xb) = yb.
Ce problème peut s’écrire sous la forme

inf
f
{T (f) | f(xa) = ya, f(xb) = yb} . (B.1)
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La solution à ce problème, toujours notée f , est connue depuis longtemps : plus précisément,
la courbe solution Γ = {(x, f(x)) | x ∈ [xa , xb]} est ce que l’on appelle une cycloïde, qui
sous une forme paramétrée est donnée par

x(θ) = D

2 (θ − sin(θ)),

y(θ) = D

2 (1− cos(θ)),

pour θ ∈ [θa , θb]. Nous pouvons remarquer que f(xa) = f(x(θa)) = ya = y(θa) = 0 est bien
vérifiée (prendre θa = 0) quels que soient D et θb, qui eux, sont déterminés par la relation
f(xb) = yb pour θ = θb, i.e. par x(θb) = xb et y(θb) = yb.

Bien que ce problème soit ancien, il n’en reste pas moins difficile. Tout d’abord, nous
avions fixé les idées en supposant la fonctionnelle f de classe C 1, sous-entendu sur [xa , xb].
Pourtant, puisque x′(θ) = y(θ) et y′(θ) = D sin(θ)/2, un calcul rapide montre que

y′(θ)
x′(θ) → +∞ quand θ → 0,

autrement dit, la fonctionnelle f a une pente verticale en x = xa = 0. Elle n’y est donc
pas C 1 ! Ceci nous amène a une première difficulté que nous avions cachée lorsque nous
avions défini le Problème (B.1) : comment bien choisir le domaine sur lequel on minimise T ?
C’est-à-dire :

Q1. À quelle classe de fonctions appartient f ?

Une fois la classe choisie, que l’on note F , nous pouvons nous demander s’il existe bien
une solution au problème, c’est-à-dire si l’infimum est bien atteint, i.e. si l’infimum est un
minimum :

Q2. Existe-t-il une fonction f̄ ∈ F telle que

T (f̄) = inf
f∈F
{T (f) | f(xa) = ya, f(xb) = yb} ?

Enfin, connaissant l’existence d’un tel minimum, nous pouvons nous demander comment
le calculer d’un point de vue pratique, autrement dit, nous nous demandons :

Q3. Quelles conditions nécessaires et/ou suffisantes d’optimalité sont associées à notre problème
d’optimisation ?

Une possibilité, pour résoudre notre problème d’optimisation, est de montrer dans un
premier temps qu’une solution au problème existe, et ce, à l’aide de théorèmes généraux. On
montre que :

∃ f̄ ∈ F t.q. ∀ f ∈ F : T (f̄) ≤ T (f).

L’idée ensuite est de trouver cet (ou un) optimum (il n’est pas nécessairement unique) à
l’aide de conditions nécessaires d’optimalité. Pour faire cela, on peut comparer les différents
candidats obtenus à l’aide des conditions nécessaires et ne retenir que le meilleur. Nous
pourrions choisir une autre approche qui reviendrait plutôt à appliquer tout d’abord les
conditions nécessaires d’optimalité pour réduire l’ensemble des candidats à l’optimalité. On
ne garderait ensuite que le (ou les) meilleur candidat, que l’on note f̃ (si on le suppose
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unique), pour montrer, en utilisant des propriétés spécifiques au problème (de convexité par
exemple), que ce candidat est bien meilleur que toute autre possibilité. Autrement dit, on
montrerait que :

∀ f ∈ F : T (f̃) ≤ T (f),

ce qui nous permettrait de conclure qu’il existe un minimum f̄ au problème et que f̄ = f̃ .

Dans ce chapitre, nous nous intéressons seulement aux conditions nécessaires d’optimalité.
Pour plus de détails sur l’existence de solutions et sur les conditions suffisantes d’optimalité,
nous renvoyons le lecteur aux références [25, 27, 35, 65, 71].

B.2 Solutions des problèmes variationnels

Soit I un intervalle ouvert de R, Ω un ouvert de Rn et une application continue

L : I × Ω× Rn −→ R
(t, x, u) 7−→ L(t, x, u).

Nous appellerons une telle application, un lagrangien. Nous pouvons remarquer que notre
point de vue est local car nous considérons la variable x dans Ω, un ouvert de Rn, au lieu
par exemple, de considérer x dans une variété différentielle. Si nous avions fait le choix d’une
variété différentielle, alors le vecteur u appartiendrait à l’espace tangent à la variété en x,
et nous aurions défini le lagrangien légèrement différemment. Ce point de vue local est donc
une simplification.

Soient a et b deux points de I tels que a < b. Soit x(·) ∈ C 1([a , b],Ω), c’est-à-dire une
application continue sur [a , b], à valeurs dans Ω, dérivable sur ]a , b[, dont la dérivée ẋ(·) est
continue sur ]a , b[ et se prolonge de manière continue sur [a , b]. Pour faire plus simple, on
peut imaginer x(·) ∈ C 1(I,Ω) ou x(·) de classe C 1 sur un ouvert I ⊂ I contenant [a , b].

Remarque B.2.1. La paramètre t jouera le rôle du “temps” et la dérivée de t 7→ x(t) par rapport
au temps sera notée ẋ(·) au lieu de x′(·). Nous avons aussi mis en évidence la dépendance de x
par rapport au temps en écrivant x(·) au lieu de x. En effet, ici x(·) est une fonction du temps t
contrairement à la variable x dans le lagrangien L qui est simplement un point de Rn. Cependant,
nous allons vite abandonner ce réflexe et nous écrirons x aussi bien pour le point de Rn que la
fonction du temps. Le contexte permettra de s’y retrouver.

On définit le coût associé à x par la fonctionnelle

J(x) :=
∫ b

a
L(t, x(t), ẋ(t)) dt.

Étant donnés deux points A et B dans Ω, on s’intéresse au problème d’optimisation

minimiser J(x) : x ∈ C 1([a , b],Ω), x(a) = A, x(b) = B, (PCV)

que l’on peut aussi écrire sous la forme

inf
x∈C 1([a,b],Ω)

{J(x) | x(a) = A, x(b) = B} ,
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ou encore
inf
x
{J(x) | x ∈ K} ,

avec K :=
{
x ∈ C 1([a , b],Ω)

∣∣ x(a) = A, x(b) = B
}

. Ce problème variationnel est le plus
classique en calcul des variations. Dans ce problème, les instants initiaux et finaux sont
fixés, tout comme les extrémités : on parle de conditions aux limites simples.

Remarque B.2.2. En introduction, nous avons parlé du problème de la courbe brachistochrone.
Dans cet exemple, les notations étaient différentes pour être plus explicites. La courbe était dé-
finie dans le plan (x, y), où x jouait le rôle de t dans la formulation du Problème (PCV). Nous
recherchions une fonction f(x), ainsi f jouait le rôle de la variable x. Les coordonnées xa et xb

sont ici les temps a et b et les coordonnées ya et yb sont ici les points A et B. Enfin, le temps
de parcours T (f) est remplacé par la fonction de coût J(x). Il est à noter que le problème de la
courbe brachistochrone ne s’écrit pas sous la forme (PCV). En effet, le lagrangien

L(t, x, u) =
 

1 + u2

2gx

est défini sur R×R* ×R, c’est-à-dire que l’on a dans ce cas Ω := R*. Jusqu’ici tout va bien, mais
la condition initiale s’écrit x(a) = A avec A := 0 ̸∈ Ω. Ici A ∈ ∂Ω, c’est-à-dire à la frontière de
Ω. C’est ce qui explique que la solution x̄, i.e. la courbe brachistochrone, peut avoir une pente
verticale en l’instant initial a := 0. Dans le problème de la courbe brachistochrone, la solution x̄
appartient à C 0([a , b],Ω)∩C 1(]a , b[,Ω) et non à C 1([a , b],Ω). Nous faisons donc une simplification
dans cette présentation : la fonctionnelle J(x) est pour nous une intégrale de Riemann au sens
usuel, alors que dans le cas du brachistochrone c’est une intégrale impropre. Pour une présentation
du calcul des variations dans un cadre moins régulier, nous renvoyons à [27].

Définition B.2.1 – Fonctions admissibles et solutions (globales)

Une fonction x : [a , b]→ Ω est dite admissible pour (PCV) si x ∈ C 1([a , b],Ω) et si
les conditions aux limites sont satisfaites : x(a) = A et x(b) = B, c’est-à-dire si x ∈ K.

On appelle solution globale (ou minimum global) du Problème (PCV), une fonction
x̄ admissible telle que J(x̄) ≤ J(x) pour toute autre fonction admissible x.

En optimisation en dimension finie, la propriété d’optimalité locale ne dépend pas du
choix de la norme car toutes les normes sont équivalentes. En dimension infinie, cet aspect
est différent. L’espace vectoriel des fonctions continues C 0([a , b],Rn) est généralement muni
de la norme de la convergence uniforme :

∥x∥C 0 := ∥x∥∞ = max {∥x(t)∥ | t ∈ [a , b]} ,

où ∥·∥ est ici la norme euclidienne dans Rn. Rappelons que l’ensemble C 0([a , b],Rn) muni
de la norme ∥·∥C 0 est un espace de Banach. L’ensemble C 1([a , b],Rn) depuis fonctions de
classe C 1 est quant à lui généralement muni de la norme

∥x∥C 1 := ∥x∥∞ + ∥ẋ∥∞.

Nous rappelons de même que C 1([a , b],Rn) muni de la norme ∥·∥C 1 est un espace de Banach.
Notons que

C 1([a , b],Rn) ⊂ C 0([a , b],Rn)
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et il serait donc tout à fait possible de munir C 1([a , b],Rn) de la norme ∥·∥C 0 . Ceci nous
amène, pour η > 0, à l’introduction des notations suivantes :

Bw(x, η) :=
{
y ∈ C 1([a , b],Rn)

∣∣ ∥x− y∥C 1 < η
}
,

Bs(x, η) :=
{
y ∈ C 1([a , b],Rn)

∣∣ ∥x− y∥C 0 < η
}
.

L’indice w signifie “weak” (i.e. faible) tandis que le s est pour “strong” (i.e. fort). Notons
que le η n’est pas nécessairement petit. Introduisons la définition suivante.

Définition B.2.2 – Solutions locales faibles et fortes

Soit x̄ une fonction admissible, i.e. x̄ ∈ K.

On dit que x̄ est une solution locale faible si :

∃ η > 0 t.q. ∀x ∈ Bw(x̄, η) ∩ K : J(x̄) ≤ J(x).

On dit que x̄ est une solution locale forte si :

∃ η > 0 t.q. ∀x ∈ Bs(x̄, η) ∩ K : J(x̄) ≤ J(x).

Remarque B.2.3. On peut remplacer dans la définition précédente les boules ouvertes Bw(x̄, η)
et Bs(x̄, η) par les boules fermées

Bw(x̄, η) :=
{
x ∈ C 1([a , b],Rn)

∣∣ ∥x̄− x∥C 1 ≤ η
}
,

Bs(x̄, η) :=
{
x ∈ C 1([a , b],Rn)

∣∣ ∥x̄− x∥C 0 ≤ η
}
.

Puisque pour tout x ∈ C 1([a , b],Rn), ∥x∥C 0 ≤ ∥x∥C 0 + ∥ẋ∥C 0 = ∥x∥C 1 , il est clair que

Bw(x, η) ⊂ Bs(x, η).

Ainsi, un minimum local faible est un minimum local relatif à un ensemble plus petit qu’un
minimum local fort, et on a :

Proposition B.2.3

Soit x̄ ∈ K.

x̄ solution globale⇒ x̄ solution locale forte⇒ x̄ solution locale faible.

Voici un exemple de solution locale faible qui n’est pas une solution locale forte.

Exemple B.2.1 ([65]). Considérons le problème suivant :

inf
x

ß
J(x) :=

∫ π

0
x2(t)(1− ẋ2(t)) dt

∣∣∣∣ x ∈ K™ ,
avec K :=

{
x ∈ C 1([0 , π],R)

∣∣ x(0) = 0, x(π) = 0
}

. La fonction x̄ ≡ 0 est une solution locale
faible mais non forte. En effet, il est clair que :

∀x ∈ Bw(x̄, 1) ∩ K : J(x̄) = 0 ≤ J(x),
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car si x ∈ Bw(x̄, 1) alors ∥x − x̄∥C 1 = ∥x∥C 1 = ∥x∥∞ + ∥ẋ∥∞ < 1 donc en particulier
∥ẋ∥∞ < 1 et ainsi pour tout temps t, on a ẋ2(t) < 1, et donc J(x) ≥ 0. Cependant, x̄ n’est
pas une solution locale forte, et donc a fortiori ce n’est pas non plus une solution globale.
Pour montrer cela, il suffit de trouver pour tout ε > 0, une perturbation h de faible amplitude
(i.e. vérifiant ∥h∥∞ < ε) telle que J(x̄ + h) < J(x̄) = 0 et x̄ + h admissible. Pour arriver
à nos fins, il est nécessaire de choisir une fonction h ayant de fortes oscillations car il faut
ẋ2(t) > 1 souvent pour obtenir un coût strictement négatif. Posons pour ε > 0 et n ∈ N* :

hn(t) := ε sin(nt).

Ainsi, xn := x̄ + hn = hn ∈ K puisque hn(0) = hn(π) = 0 et hn ∈ C 1([0 , π],R). Et puisque
sin(nt) = 1 pour t = π/2n ∈ [0 , π], on a ∥hn∥∞ = ε, autrement dit :

xn ∈ Bs(x̄, ε) ∩ K.

Par contre
J(xn) =

∫ π

0
ε2 sin2(nt)

(
1− ε2n2 cos2(nt)

)
dt

= ε2
∫ π

0
sin2(nt)

(
1− µ cos2(nt)

)
dt, µ := (εn)2,

= ε2
Å∫ π

0
sin2(nt) dt− µ

4

∫ π

0
sin2(2nt) dt

ã
= ε2

Å 1
n

∫ nπ

0
sin2(τ) dτ − µ

8n

∫ 2nπ

0
sin2(τ) dτ

ã
= ε2

Å∫ π

0
sin2(τ) dτ − µ

4

∫ π

0
sin2(τ) dτ

ã
= ε2

Å
1−

(εn
2

)2ã ∫ π

0
sin2(τ) dτ,

donc en choisissant n > 2/ε, on obtient J(xn) < J(x̄) = 0, ce qui prouve que x̄ n’est pas une
solution locale forte. Remarquons de plus que pour ε > 0 fixé :

lim
n→+∞

J(xn) = −∞,

et donc le problème n’admet pas de solution globale ! □

Exemple B.2.2. Insistons sur la différence entre solutions locales faibles et fortes. Reprenons
la solution locale faible x̄ ≡ 0 de l’exemple précédent et les perturbations au sens fort
hn(t) = ε sin(nt). Pour fixer les idées, on considère

ε ∈ {0.02, 0.05, 0.1, 0.25} et nε := 1
ε
− 1 ∈ {49, 19, 9, 3}.

On pose alors
hs,ε(t) := hnε(t) = ε sin

ÅÅ1
ε
− 1
ã
t

ã
,

de telle sorte que hs,ε(0) = hs,ε(π) = 0, ∥hs,ε∥C 0 = ε et ∥hs,ε∥C 1 = 1, i.e. x̄ + hs,ε ∈
Bs(x̄, ε)∩K. Cette perturbation au sens fort a une faible amplitude mais de fortes oscillations.
Nous pouvons comparer cette perturbation avec la perturbation au sens faible suivante :

hw,ε(t) := rε sin
ÅÅ1

r
− 1
ã
t

ã
,
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où r := 1/4 est utile seulement pour fixer la norme ∥hw,ε∥C 1 = ε, de telle sorte que x̄+hw,ε ∈
Bw(x̄, ε) ∩ K. Cette perturbation a une faible amplitude mais aussi de faibles oscillations
comme le montre la figure B.2. □

2ε

(a) ε = 0.25

2ε

(b) ε = 0.1

2ε

(c) ε = 0.05

2ε

(d) ε = 0.02

Figure B.2 – Perturbations faibles vs fortes. La trajectoire de référence x̄ ≡ 0 est représentée
par un trait plein noir, la perturbation forte x̄ + hs,ε est tracée en rouge tandis que la
perturbation faible x̄+hw,ε est en bleu. Les extrémités (a,A) et (b, B) sont représentées par
de petits disques rouges. On ajoute l’enveloppe x̄±∥hs,ε∥C 0 qui est réprésentée par des tirets
noirs. Rappelons que x̄+ hs,ε ∈ Bs(x̄, ε) ∩ K et x̄+ hw,ε ∈ Bw(x̄, ε) ∩ K.

B.3 Équation de Euler-Lagrange

Dans l’Exemple B.2.1 précédent, nous avons montré que la fonction x̄ ≡ 0 est une solution
locale faible, elle vérifie donc certaines conditions d’optimalité que nous allons détailler dans
cette section. Nous avons besoin dans un premier temps du résultat suivant : la fonctionnelle
J est de classe C 1 si L est aussi C 1.

Proposition B.3.1

Supposons le lagrangien L de classe C 1. Alors, l’application

J : (C 1([a , b],Ω), ∥·∥C 1) −→ (R, |·|)
x 7−→ J(x) =

∫ b
a L(t, x(t), ẋ(t)) dt

est de classe C 1.
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� Définissons quelques applications qui vont nous être utiles.
1. Introduisons l’application

A : (C 1([a , b],Ω), ∥·∥C 1) −→ (C 0([a , b],Ω)× C 0([a , b],Rn), ∥·∥C 0×C 0)
x 7−→ A(x) := (x, ẋ),

où l’on définit ∥(x, v)∥C 0×C 0 := ∥x∥C 0 + ∥v∥C 0 . Cette application est linéaire
(évident) et continue puisque :

∥A(x)∥C 0×C 0 = ∥x∥C 1 .

2. Introduisons l’application

L : (C 0([a , b],Ω)× C 0([a , b],Rn), ∥·∥C 0×C 0) −→ (C 0([a , b],R), ∥·∥C 0)
(x, u) 7−→ L(x, u)

telle que pour tout t ∈ [a , b], L(x, u)(t) := L(t, x(t), u(t)). Puisque L est C 1, alors
L aussi, cf. Proposition A.2.1.

3. Introduisons enfin l’application

φ : (C 0([a , b],R), ∥·∥C 0) −→ (R, |·|)
f 7−→ φ(f) :=

∫ b
a f(t) dt.

Cette application est linéaire (évident) et continue puisque

|φ(f)| ≤
∫ b

a
|f(t)| dt ≤ (b− a)∥f∥C 0 .

À l’aide de ces applications, nous pouvons écrire J = φ ◦L◦A. Puisque toute application
linéaire continue est C 1 et puisque la composée d’applications C 1 et elle-même de classe
C 1, on peut alors conclure que J est de classe C 1. ■

Remarque B.3.1. Il est à noter que L(x, u) appartient à (C 0([a , b],R), ∥·∥C 0). Nous avons donc
utilisé la même notation pour la norme, que ce soit pour des applications à valeurs dans Rn ou
dans R. Dans ce dernier cas, on a :

∥L(x, u)∥C 0 = ∥L(x, u)∥∞ = max
t∈[a,b]

|L(x, u)(t)|.

La différentielle de J (au sens de Fréchet) en un point x ∈ C 1([a , b],Ω) appliquée à un
vecteur h ∈ C 1([a , b],Rn) est donnée par 2 :

J ′(x) · h = (φ ◦ L′(A(x)) ◦A) · h.

On rappelle, pour obtenir cela, que la différentielle d’une application linéaire T au point x
appliquée en le vecteur h est donnée par T ′(x) · h = T (h), c’est-à-dire T ′(x) = T . Ensuite,
puisque :

L′(A(x)) ·A(h) = ∂L
∂x

(x, ẋ) · h+ ∂L
∂u

(x, ẋ) · ḣ,

2. C 1([a , b], Ω) est un ouvert de l’espace vectoriel normé C 1([a , b],Rn) car Ω est un ouvert de Rn.
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nous obtenons finalement :

J ′(x) · h =
∫ b

a

Å
∂L

∂x
(t, x(t), ẋ(t)) · h(t) + ∂L

∂u
(t, x(t), ẋ(t)) · ḣ(t)

ã
dt.

Introduisons alors les formes linéaires α(t) := ∂xL(t, x(t), ẋ(t)) et β(t) := ∂uL(t, x(t), ẋ(t)),
de telle sorte que

J ′(x) · h =
∫ b

a
(α(t) · h(t) + β(t) · ḣ(t)) dt, (B.2)

et supposons un instant que L et x soient de classe C 2. Alors dans ce cas, β est de classe C 1

et à l’aide d’une simple intégration par parties, on peut écrire :

J ′(x) · h =
[
β · h

]b
a

+
∫ b

a
(α(t)− β̇(t)) · h(t) dt.

Nous allons montrer dans ce qui suit que même si x et L ne sont que de classe C 1, et si x est
solution du Problème (PCV), alors α(t) − β̇(t) = 0 pour tout t ∈ [a , b]. Nous aurons pour
cela besoin du lemme suivant fondamental en calcul des variations :

Lemme B.3.1 (de Du Bois-Reymond, voir [65]). Soient α et β dans C 0([a , b], (Rn)∗). Sup-
posons que ∫ b

a
(α(t) · h(t) + β(t) · ḣ(t)) dt = 0

pour tout h ∈ C 1
0 ([a , b],Rn) :=

{
h ∈ C 1([a , b],Rn)

∣∣ h(a) = h(b) = 0Rn

}
. Alors, il vient que

β ∈ C 1([a , b], (Rn)∗) et pour tout t ∈ [a , b], on a β̇(t) = α(t).

� Soient h ∈ C 1
0 ([a , b],Rn) et c ∈ (Rn)∗. On peut montrer à l’aide d’une simple intégra-

tion par parties que :

0 =
∫ b

a
(α(t) · h(t) + β(t) · ḣ(t)) dt =

∫ b

a
(β(t)−A(t)− c) · ḣ(t) dt,

où A(t) :=
∫ t

a α(s) ds. Ainsi, pour le choix particulier

c := 1
b− a

∫ b

a
(β(t)−A(t)) dt,

et pour h défini par
h(t) :=

∫ t

a
(β(s)−A(s)− c)T ds,

il vient que h ∈ C 1
0 ([a , b],Rn) et que

0 =
∫ b

a
(α(t) · h(t) + β(t) · ḣ(t)) dt =

∫ b

a
(β(t)−A(t)− c) · ḣ(t) dt =

∫ b

a
∥∥̇h2(t) dt.

Puisque ḣ est continue sur [a , b] alors c’est la fonction nulle et ainsi pour tout t ∈ [a , b],
β(t) = A(t) + c, c’est-à-dire β appartient à C 1([a , b], (Rn)∗) et β̇(t) = α(t). ■

Nous pouvons maintenant donner nos premières conditions nécessaires d’optimalité.
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Théorème B.3.2 – Euler-Lagrange (1744)

Supposons le lagrangien L de classe C 1. Si x̄ est une solution globale, locale forte ou
locale faible du Problème (PCV), alors x̄ satisfait l’équation de Euler-Lagrange :

∀t ∈ [a , b] : ∂L

∂x
(t, x̄(t), ˙̄x(t))− d

dt

Å
∂L

∂u
(t, x̄(t), ˙̄x(t))

ã
= 0(Rn)∗ . (B.3)

� Supposons que x̄ soit une solution faible pour un η > 0. Soit h ∈ C 1
0 ([a , b],Rn). Alors,

il existe ρη,h > 0 t.q. ∀ s ∈ ]−ρη,h , ρη,h[ :

x̄+ sh ∈ Bw(x̄, η) ∩ K.

Puisque x̄ est une solution faible alors ∀ s ∈ ]−ρη,h , ρη,h[ :

J(x̄) ≤ J(x̄+ sh),

autrement dit, f(s) := J(x̄+sh) est une fonction C 1 qui atteint son minimum en le point
intérieur s̄ := 0. Ainsi,

f ′(s̄) = J ′(x̄) · h = 0.

Puisque ceci est vrai pour tout h ∈ C 1
0 ([a , b],Rn), alors le lemme B.3.1 avec l’expres-

sion (B.2) de la différentielle de J nous donne l’équation de Euler-Lagrange (B.3). Enfin,
puisque ceci est vrai pour toute solution locale faible, alors c’est aussi vrai pour toute
solution globale et locale forte, cf. Proposition B.2.3. ■

Remarque B.3.2. L’équation de Euler-Lagrange est présentée comme une égalité entre formes
linéaires. On peut préférer la notation

∇xL(t, x(t), ẋ(t))− d
dt (∇uL(t, x(t), ẋ(t))) = 0Rn .

Remarque B.3.3. Il est important de noter que l’équation de Euler-Lagrange n’est qu’une condi-
tion nécessaire comme le montre l’Exemple B.2.1. On peut noter de même que nous n’avons pas
vraiment besoin de la différentiabilité au sens de Fréchet de la fonctionnelle J mais seulement au
sens de Gâteaux, car nous n’avons réellement besoin que des dérivées directionnelles.

Exemple B.3.1. Prenons le temps d’un exemple des notations plus habituelles en théorie
des équations aux dérivées partielles. On note u l’inconnue (qui remplace x) et x la dimension
d’espace (qui remplace t). Définissons le lagrangien suivant :

L(x, u, v) := 1
2v

2 + 1
2c(x)u2 − f(x)u,

où c et f sont des fonctions suffisamment régulières. Si u(·) est solution du problème varia-
tionnel associé à L alors il vérifie les équations de Euler-Lagrange :

∂

∂u
L(x, u(x), u′(x))− d

dx

Å
∂

∂v
L(x, u(x), u′(x))

ã
= c(x)u(x)− f(x)− d

dxu
′(x) = 0,

ainsi, si on impose les conditions aux limites (de Dirichlet) u(0) = α et u(1) = β, on trouve



138 Annexe B. Calcul des variations

l’équation aux dérivées partielles stationnaire de dimension 1 suivante :®
− u′′(x) + c(x)u(x) = f(x),
u(0) = α, u(1) = β

qui n’est rien d’autre qu’un problème aux deux bouts. □

Définition B.3.3 – Extrémale et BC-extrémale

Une fonction x ∈ C 1([a , b],Ω) qui vérifie Euler-Lagrange (B.3) est une extrémale.

Une extrémale qui vérifie les conditions aux limites, x ∈ K, est une BC-extrémale. 3

Exercice B.3.2 (cf. [27]).
i) Montrer que les extrémales de L(t, x, u) :=

√
1 + u2 sont affine (i.e. ẍ = 0).

ii) Montrer que l’équation de Euler-Lagrange pour le lagrangien L(t, x, u) := x2 + u2 est
donnée par ẍ− x = 0.

iii) Trouver l’unique extrémale admissible (i.e. BC-extrémale) pour le problème :

inf
x

ß
J(x) :=

∫ 1

0
(ẋ2(t) + x2(t)) dt

∣∣∣∣ x ∈ C 1([0 , 1],R), x(0) = 0, x(1) = 1
™
.

□

Nous travaillions jusqu’ici avec des lagrangiens de classe C 1 et des extrémales associées
elles-mêmes de classe C 1. Voyons maintenant comment la régularité du lagrangien influence
celle des extrémales [27, 65].

Théorème B.3.4 – Hilbert-Weierstrass (1875)

Soient L un lagrangien de classe C k, k ≥ 2, et x une extrémale t.q. :

∂2L

∂u2 (t, x(t), ẋ(t)) inversible,

pour tout t ∈ [a , b]. Alors, x est de classe C k sur ]a , b[.

� Par hypothèse, x satisfait l’équation de Euler-Lagrange (B.3). Ainsi, il existe une
constante λ ∈ (Rn)∗ t.q. :∫ t

a

∂L

∂x
(τ, x(τ), ẋ(τ)) dτ − ∂L

∂u
(t, x(t), ẋ(t)) = λ

pour tout t ∈ [a , b]. On pose

F : ]a , b[× Rn −→ (Rn)∗

(t, u) 7−→ F (t, u) :=
∫ t

a

∂L

∂x
(τ, x(τ), ẋ(τ)) dτ − ∂L

∂u
(t, x(t), u),

3. “BC” vient de “Boundary Conditions” qui signifie conditions aux limites.
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de telle sorte que pour t ∈ ]a , b[, on a F (t, ẋ(t)) = λ et

∂F

∂u
(t, ẋ(t)) = −∂

2L

∂u2 (t, x(t), ẋ(t))

qui est inversible. Ainsi, d’après le théorème des fonctions implicites, la solution ẋ(t) est
unique (localement) et ẋ a la même régularité que F . Si k = 2, il faut montrer que F
est de classe C 1 et pour cela, il suffit de montrer que ∂tF et ∂uF sont continues sur un
voisinage de (t, ẋ(t)). Or,

∂F

∂u
(t, u) = −∂

2L

∂u2 (t, x(t), u)

est bien continue car L est de classe C 2 et x est continue (car x est C 1), et

∂F

∂t
(t, u) = ∂L

∂x
(t, x(t), ẋ(t))− ∂2L

∂t∂u
(t, x(t), u)− ∂2L

∂x∂u
(t, x(t), u) · ẋ(t)

est de même continue. En conclusion, si k = 2 alors x est de classe C 2 sur ]a , b[. Mainte-
nant si k = 3, on sait que x est C 2 et par la même mécanique, on peut montrer que F
est de classe C 2. En conclusion, par récurrence sur k, on peut montrer pour tout k ≥ 2,
que F est C k−1 et donc x de classe C k sur ]a , b[. ■

On déduit des équations de Euler-Lagrange la propriété suivante, utile d’un point de vue
pratique pour calculer des extrémales.

Proposition B.3.5 – condition de Erdmann [27] ou identité de Beltrami

Soient un lagrangien L et une extrémale x tous deux de classe C 2. On pose

p(t) := ∂uL[t] et E(t) := p(t) · ẋ(t)− L[t],

où [t] := (t, x(t), ẋ(t)). Alors E est de classe C 1 et pour tout t ∈ [a , b], on a :

Ė(t) = −∂tL[t],

ainsi donc, si L ne dépend pas explicitement de t (on dit que L est autonome) :

E(t) = p(t) · ẋ(t)− L[t] = const.

� Cette preuve est laissée au lecteur. ■

Exemple B.3.3 (Problème de surface de révolution d’aire minimale 4). Une caténoïde (du
latin Catena, chaîne) se forme lorsque deux anneaux circulaires parallèles sont séparés lente-
ment après avoir été plongés dans une solution savonneuse. C’est la surface minimale entre
ces deux cercles. Elle fut découverte par Leonhard Euler en 1744 et l’équation de sa surface
est la solution d’un problème variationnel. Modélisons ce problème. On va supposer que la
solution est une surface dans R3 de révolution autour de l’axe des temps t, engendrée par
une courbe donnée comme le graphe d’une fonction x(t).

4. Voir https://fr.wikipedia.org/wiki/Chaînette et https://fr.wikipedia.org/wiki/Surface_minimale.

https://en.wikipedia.org/wiki/Catenary
https://fr.wikipedia.org/wiki/Surface_minimale
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Le problème variationnel correspondant (on omet le facteur 2π dans le critère) s’écrit :

inf
x

ß
J(x) :=

∫ b

a
x(t)
»

1 + ẋ2(t) dt
∣∣∣∣ x ∈ C 1([a , b],R), x(a) = A, x(b) = B

™
,

où a, b, A et B sont donnés, et où le lagrangien associé est :

L(t, x, u) := x
√

1 + u2.

Le sous-graphe (a) de la figure B.3 est celui de la courbe solution x(t) tandis qu’à droite, en
(b), on peut voir la surface de révolution engendrée.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t

0.55

0.6

0.65

0.7

0.75

0.8

0.85

x

(a) Chaînette ou caténoïde. (b) Surface de révolution d’aire minimale.

Figure B.3 – Illustration du problème de surface de révolution d’aire minimale. Dans cet
exemple, a = 0, b = 1 et A = B = 0.8.

Supposons qu’il existe une solution x de classe C 2 au problème. Attention, il n’existe
pas de solutions pour tous les jeux de données (a, b, A,B), il faut donc bien les choisir. De
plus, puisque x(t) correspond au rayon du cercle de notre surface de révolution au temps t,
il est raisonnable de supposer que la solution vérifie x(t) > 0 pour tout temps t. Dans ces
conditions, l’équation de Euler-Lagrange est donnée par

ẍ(t) = 1 + ẋ2(t)
x(t) ,

et puisque le lagrangien est de classe C 2 et autonome, d’après la Proposition B.3.5, il existe
une constante K > 0 telle que

−E(t) = x(t)√
1 + ẋ2(t)

= K.

Utilisons cette dernière relation pour déterminer x(t). Pour cela, changeons tout d’abord la
paramétrisation du temps t = φ(τ) et définissons x̃(τ) := x(φ(τ)) de telle sorte que :

dx̃
dτ (τ) = ẋ(φ(τ))φ′(τ), (B.4)

puis imposons (comme proposé dans [65]) :

ẋ(φ(τ)) = sinh τ. (B.5)
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Alors, 1 + ẋ2(φ(τ)) = 1 + sinh2 τ = cosh2 τ et donc :

x̃(τ) = x(φ(τ)) = K
»

1 + ẋ2(φ(τ)) = K cosh τ.

En dérivant, on trouve
dx̃
dτ (τ) = K sinh τ

et à l’aide des équations (B.4) et (B.5), on obtient finalement φ′(τ) = K ou encore

φ(τ) = Kτ + β,

pour une certaine constante β. En conclusion

x(t) = x(φ(τ)) = x̃(φ−1(t)) = K cosh
Å
t− β
K

ã
, β ∈ R, K > 0,

ce qui est l’expression d’une caténoïde. □

B.4 Condition de Legendre

Supposons un instant que L soit un lagrangien de classe C 2. Toute extrémale x telle que

∂2L

∂u2 (t, x(t), ẋ(t)) inversible

pour tout t ∈ [a , b], vérifie alors l’équation différentielle d’ordre 2 :

0 = ∂L

∂x
[t]− d

dt

Å
∂L

∂u
[t]
ã

= ∂L

∂x
[t]−

Å
∂2L

∂t∂u
[t] + ∂2L

∂x∂u
[t] · ẋ(t) + ∂2L

∂u2 [t] · ẍ(t)
ã
,

où [t] := (t, x(t), ẋ(t)), que l’on peut réécrire (avec une notation plus succinte mais claire) :

ẍ = (Luu)−1 (Lx − Ltu − Lxu ẋ)

car ∂2
uuL[t] est inversible. Dans cette situation, ẍ se prolonge de manière continue aux ex-

trémités a et b et ainsi x ∈ C 2([a , b],Ω). Nous voyons ici que ∂2
uuL[t] joue un rôle important

et nous allons montrer ci-après que ∂2
uuL[t] ≥ 0 le long de toute solution faible. Avant cela,

nous présentons le résultat suivant, similaire à la Proposition B.3.1.

Proposition B.4.1

Supposons le lagrangien L de classe C k, pour k ∈ N*. Alors, l’application

J : (C 1([a , b],Ω), ∥·∥C 1) −→ (R, |·|)
x 7−→ J(x) =

∫ b
a L(t, x(t), ẋ(t)) dt

est de classe C k.
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� La preuve est similaire à celle de la Proposition B.3.1 : le point clé est que l’application
L est de classe C k car L est de classe C k. Ensuite, toute application linéaire continue est
C ∞ ce qui permet de conclure via le théorème de dérivation des applications composées.

■

Nous avons déjà vu que la différentielle de J en x ∈ C 1([a , b],Ω) appliquée à h ∈
C 1([a , b],Rn) est donnée par :

J ′(x) · h = (φ ◦ L′(A(x)) ◦A) · h = φ(L′(A(x)) ·A(h)),

où φ, A et L sont définies dans la démonstration de la Proposition B.3.1. Introduisons

g(x) := J ′(x) · h

et l’application linéaire continue T (f) := f · A(h) pour f ∈ L(C 0([a , b],Rn)2
,C 0([a , b],R)),

de telle sorte que
g = φ ◦ T ◦ L′ ◦A.

Nous voulons calculer la dérivée seconde de J en x appliquée en (h, k) ∈ C 1([a , b],Rn)2, i.e.

J ′′(x) · (h, k),

or,
J ′′(x) · (h, k) = (J ′(·) · h)′(x) · k = g′(x) · k = (φ ◦ T ◦ L′′(A(x)) ◦A) · k

= φ
(
L′′(A(x)) · (A(h), A(k))

)
= φ

(
L′′(x, ẋ) ·

(
(h, ḣ), (k, k̇)

))
=

∫ b

a

(
L′′(x, ẋ) ·

(
(h, ḣ), (k, k̇)

))
(t) dt,

et
L′′(x, ẋ) ·

(
(h, ḣ), (k, k̇)

)
= ∂2L
∂x2 (x, ẋ) · (h, k) + ∂2L

∂u∂x
(x, ẋ) · (k, ḣ)

+ ∂2L
∂x∂u

(x, ẋ) · (k̇, h) + ∂2L
∂u2 (x, ẋ) · (ḣ, k̇).

Finalement, on obtient

J ′′(x) · (h, k) =
∫ b

a

Å
∂2L

∂x2 [t] · (h(t), k(t)) + ∂2L

∂u∂x
[t] · (k(t), ḣ(t))

+ ∂2L

∂x∂u
[t] · (k̇(t), h(t)) + ∂2L

∂u2 [t] · (ḣ(t), k̇(t))
ã

dt,

avec [t] := (t, x(t), ẋ(t)), que l’on peut écrire sous la forme

J ′′(x) · (h, k) =
∫ b

a

Ç
∂2L

∂(x, u)2 [t] ·
(
(h(t), ḣ(t)), (k(t), k̇(t))

)å
dt.

Nous pouvons maintenant donner une nouvelle condition nécessaire dans le cas d’un
lagrangien de classe C 2. Avant cela, introduisons quelques notations. Une matrice A ∈Mn(R)
vérifie A ⪰ 0 si A est semi-définie positive. On note A ≻ 0 si elle est définie positive.
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Théorème B.4.2 – Condition de Legendre (1786)

Supposons le lagrangien L de classe C 2. Si x̄ est une solution globale, locale forte ou
locale faible du Problème (PCV), alors x̄ satisfait la condition de Legendre :

∀t ∈ [a , b] : ∂2L

∂u2 (t, x̄(t), ˙̄x(t)) ⪰ 0. (B.6)

� Supposons que x̄ soit une solution faible pour un η > 0. Soit h ∈ C 1
0 ([a , b],Rn). Alors,

il existe ρη,h > 0 t.q. ∀ s ∈ ]−ρη,h , ρη,h[ :

x̄+ sh ∈ Bw(x̄, η) ∩ K.

Puisque x̄ est une solution faible alors ∀ s ∈ ]−ρη,h , ρη,h[ :

J(x̄) ≤ J(x̄+ sh),

autrement dit, f(s) := J(x̄+sh) est une fonction C 2 qui atteint son minimum en le point
intérieur s̄ := 0. Ainsi,

f ′(s̄) = J ′(x̄) · h = 0 et f ′′(s̄) = J ′′(x̄) · (h, h) ≥ 0,

avec

J ′′(x̄) · (h, h) =
∫ b

a

Å
∂2L

∂x2 [t] · (h(t))2 + 2 ∂2L

∂u∂x
[t] · (h(t), ḣ(t)) + ∂2L

∂u2 [t] · (ḣ(t))2
ã

dt,

où [t] := (t, x̄(t), ˙̄x(t)). Puisque J ′′(x̄) · (h, h) doit être positif quel que soit h ∈
C 1

0 ([a , b],Rn), il suffit de construire une fonction h telle que ∥h∥∞ soit négligeable devant
∥ḣ∥∞, car alors le terme ∂2Luu[t] · (ḣ(t), ḣ(t)) serait dominant et devrait donc être positif.
∗ Cas n = 1. Montrons le résultat par l’absurde et suivons [65]. Supposons qu’il existe
un temps τ ∈ [a , b] tel que ∂2

uuL[τ ] = −2β < 0. Alors par continuité de t 7→ ∂2
uuL[t],

on peut supposer que τ ∈ ]a , b[. Choisissons un ε > 0 suffisamment petit pour que
∂2Luu[τ ] < −β < 0 pour tout t ∈ [τ − ε , τ + ε] et définissons la fonction

hε(t) :=
ß

sin2 (π
ε (t− τ)

)
pour |t− τ | < ε,

0 sinon.

Puisque pour tout t tel que |t− τ | < ε :

ḣε(t) = 2π
ε

sin
(π
ε

(t− τ)
)

cos
(π
ε

(t− τ)
)

= π

ε
sin
Å2π
ε

(t− τ)
ã
,

alors hε ∈ C 1
0 ([a , b],R) et

J ′′(x̄) · (hε, hε) =
∫ τ+ε

τ−ε
∂2

xxL[t] sin4
(π
ε

(t− τ)
)

dt

+ 2π
ε

∫ τ+ε

τ−ε
∂2

uxL[t] sin2
(π
ε

(t− τ)
)

sin
Å2π
ε

(t− τ)
ã

dt

+
(π
ε

)2 ∫ τ+ε

τ−ε
∂2

uuL[t] sin2
Å2π
ε

(t− τ)
ã

dt.
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Introduisons M et N respectivement les bornes supérieures des valeurs absolues des fonc-
tions continues t 7→ ∂2

xxL[t] et t 7→ ∂2
uxL[t] sur [a , b], de telle sorte que

J ′′(x̄) · (hε, hε) ≤ 2εM + 4πN − 2βπ
2

ε
→ −∞ quand ε→ 0+.

Il est donc possible de choisir un ε > 0 tel que J ′′(x̄) · (hε, hε) < 0, d’où la contradiction
et donc ∂2

uuL[t] est positif sur [a , b]. Voici la visualisation de hε :

τa b
0

1

hε

t
2ε

∗ Cas général. On suppose qu’il existe un temps τ ∈ ]a , b[ et un vecteur propre vτ ∈ Rn

tel que ∂2
uuL[τ ] · (vτ , vτ ) = −2β < 0. Ensuite, on choisit un ε > 0 suffisamment petit

pour que ∂2
uuL[t] · (vτ , vτ ) < −β < 0 pour tout t ∈ [τ − ε , τ + ε] et on définit la fonction

hε(t) := αε(t)vτ avec

αε(t) :=
ß

sin2 (π
ε (t− τ)

)
pour |t− τ | < ε,

0 sinon.

Le reste de la démonstration se généralise bien et au final on montre que l’on peut choisir
ε > 0 tel que J ′′(x̄) · (hε, hε) < 0 ce qui en contradiction avec les hypothèses et donc
toutes les valeurs propres de ∂2

uuL[t] sont positives sur [a , b].

∗ Puisque ceci est vrai pour toute solution locale faible, alors c’est aussi vrai pour toute
solution globale et locale forte, cf. Proposition B.2.3. ■

Remarque B.4.1. Attention, la condition forte de Legendre (ou stricte)

∀t ∈ [a , b] : ∂2L

∂u2 (t, x̄(t), ˙̄x(t)) ≻ 0,

n’est pas une condition suffisante d’optimalité, cf. [27, Exercice 14.10]. Il faut une condition sup-
plémentaire, la condition de Jacobi. Cependant, si la longueur de l’intervalle [a , b] est suffisamment
petite, alors la condition de Legendre forte est suffisante, car la condition de Jacobi est automa-
tiquement vérifiée sur des temps courts.
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B.5 Extrémum libre et contraintes affines

Nous avons dans les preuves des Théorèmes B.3.2 (Euler-Lagrange) et B.4.2 (Legendre)
utilisé des notions d’optimisation que nous allons formaliser dans cette section.

B.5.1 Extrémum libre

Définition B.5.1

i) Soient X un ensemble quelconque, J : X → R et x̄ ∈ X. On dit que x̄ est un
minimum global de J si J(x̄) ≤ J(x) pour tout x ∈ X.

ii) Si X est un espace topologique, on dit que x̄ est un minimum local de J si
∃V ∈ VX(x̄) (i.e. un voisinage ouvert de x̄ dans X) t.q. ∀x ∈ V : J(x̄) ≤ J(x).

iii) Un minimum local est dit strict si : ∀x ∈ V \ {x̄} : J(x̄) < J(x). On a de
même les notions de maximum global, local et local strict.

iv) On dit que x̄ est un extremum de J (respectivement global, local, local strict) si
x̄ est un minimum ou maximum de J (respectivement global, local, local strict).

v) Soient E un espace vectoriel normé (evn) et J : U ⊂ E → R, U un ouvert de E,
J dérivable en x̃ ∈ U . On dit que x̃ est un point critique de J si J ′(x̃) = 0E′ ,
et alors J(x̃) est appelée une valeur critique.

Remarque B.5.1.
• On rappelle que E′ est l’ensemble des formes linéaires continues sur E et que la notion de

dérivabilité est ici sous-entendue au sens de Fréchet. On notera ∥·∥ la norme de E.
• Un point critique n’est pas nécessairement un extrémum.
• En un point critique, on dit aussi que J est stationnaire.

Proposition B.5.2 – Condition du premier ordre (CN1)

Soient J : U ⊂ E → R dérivable sur U ouvert de E evn et x̄ ∈ U . Si x̄ est un extrémum
local de J alors l’équation de Euler est vérifiée :

J ′(x̄) = 0E′ .

� Si x̄ est par exemple un minimum (c’est similaire pour un max.) local alors :

∃ η > 0, t.q. B(x̄, η) ⊂ U et ∀x ∈ B(x̄, η) : J(x̄) ≤ J(x),

puisque U est un ouvert de E. Soit maintenant h ∈ E. Alors, il existe ρη,h > 0 t.q. :

f : Vη,h := ]−ρη,h , ρη,h[ −→ R
s 7−→ f(s) := J(x̄+ sh)

soit bien définie et t.q. x̄ + sh ∈ B(x̄, η), ∀ s ∈ Vη,h. Si h ̸= 0E , prendre ρη,h := η/∥h∥.
Ainsi définie, f est dérivable en 0 et f ′(0) = J ′(x̄) · h. Mais puisque x̄ est un minimum
local de J , alors 0 est un minimum de f sur Vη,h. Ainsi, puisque Vη,h est un ouvert de R,
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il vient f ′(0) = J ′(x̄) · h = 0, car

0 ≥ lim
s→0−

f(s)− f(0)
s

= f ′(0) = lim
s→0+

f(s)− f(0)
s

≥ 0.
■

Proposition B.5.3 – Cas convexe (CNS)

Soient J : U ⊂ E → R convexe et dérivable sur U un ouvert convexe de E, et x̄ ∈ U .
Si x̄ est un point critique de J alors x̄ est un minimum global de J (sous-entendu sur
U). Nous avons donc

x̄ ∈ U minimum global⇔ x̄ ∈ U point critique.

� Puisque J est dérivable et convexe sur U alors ∀ (x, y) ∈ U2 : J(x) − J(y) ≥ J ′(y) ·
(x− y). En particulier, au point y := x̄, on a ∀x ∈ U : J(x)− J(x̄) ≥ J ′(x̄) · (x− x̄) = 0,
puisque x̄ est un point critique de J . Il vient donc que x̄ est un minimum global de J sur
U . ■

Proposition B.5.4 – Condition nécessaire d’ordre supérieur (CNk)

Soit J : U ⊂ E → R une application k ≥ 2 fois dérivable sur U un ouvert de E (evn)
et soit x̄ ∈ U un point critique de J t.q. ∀i ∈ J1 , k − 1K : J (i)(x̄) = 0 et J (k)(x̄) ̸= 0.
On a :

x̄ minimum local de J ⇒ k pair et ∀h ∈ E : J (k)(x̄) · hk ≥ 0.

� Supposons donc que x̄ soit un minimum local de J et considérons h ∈ E. On définit
f(s) comme dans la preuve de la Proposition B.5.2 et on garde les mêmes notations.
Alors, ∀ s ∈ Vη,h :

f(s)− f(0) = J(x̄+ sh)− J(x̄) ≥ 0.

Puisque J est k fois dérivable sur U alors f l’est sur Vη,h donc en particulier en 0. D’après
la formule de Taylor-Young :

f(s)− f(0) =
k∑

i=1

si

i! f
(i)(0) + skε(s) avec lim

s→0
ε(s) = 0.

Par hypothèse :

f(s)− f(0) = sk

k! f
(k)(0) + skε(s) = sk

Å 1
k!J

(k)(x̄) · hk + ε(s)
ã
≥ 0,

En divisant par sk et en passant à la limite quand s→ 0+ dans le terme de droite on en
déduit que J (k)(x̄) ·hk ≥ 0. Montrons pour finir que k est pair. Puisque J (k)(x̄) ̸= 0, alors
∃h0 ∈ E t.q. J (k)(x̄) · hk

0 ̸= 0 5 et donc J (k)(x̄) · hk
0 > 0. Posons

Ω :=
ß
s ∈ R*

∣∣∣∣ |ε(s)| < 1
k!J

(k)(x̄) · hk
0

™
∩ Vη,h0 ,
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de telle sorte que ∀ s ∈ Ω :

sign(f(s)− f(0)) = sign(sk)× sign
Ä
J (k)(x̄) · hk

0
ä

= sign(sk).

Puisque f(s)− f(0) ≥ 0, Ω ∩ R− ̸= ∅ et Ω ∩ R+ ̸= ∅, on en déduit que k est pair. ■

Proposition B.5.5 – Conditions suffisantes d’ordre supérieur (CSk)

Soit J : U ⊂ E → R une application k ≥ 2 fois dérivable sur U un ouvert de E (evn)
et soit x̄ ∈ U un point critique de J t.q. ∀i ∈ J1 , k − 1K : J (i)(x̄) = 0 et J (k)(x̄) ̸= 0.
On a :

i) Si
∃α > 0 t.q. ∀h ∈ E : J (k)(x̄) · hk ≥ α∥h∥k,

alors k est pair et x̄ est un minimum local strict.
ii) Si

∃ η > 0 t.q. ∀x ∈ B(x̄, η) ⊂ U et ∀h ∈ E : J (k)(x) · hk ≥ 0,

alors k est pair et x̄ est un minimum local.

� i) Pour tout h ∈ E, J (k)(x̄) · (−h)k = (−1)kJ (k)(x̄) · hk ≥ α∥h∥k ≥ 0 donc k doit être
pair. La formule de Taylor appliquée à J nous donne pour h ∈ E t.q. x̄+ h ∈ U :

J(x̄+ h)− J(x̄) = 1
k!J

(k)(x̄) · hk + ∥h∥kε(h) avec lim
∥h∥→0

|ε(h)| = 0.

Par hypothèse :
J(x̄+ h)− J(x̄) ≥

( α
k! + ε(h)

)
∥h∥k

et donc il existe η > 0 tel que pour tout h ̸= 0E t.q. ∥h∥ < η on ait x̄+ h ∈ U et

J(x̄+ h)− J(x̄) > 0.

Autrement dit, x̄ est un minimum local strict.

ii) Il est évident que k soit pair car J (k)(x̄) ̸= 0 (cf. Proposition précédente). Par hypo-
thèse, J est donc convexe sur la boule ouverte B(x̄, η) et puisque x̄ est un point critique,
alors x̄ est un minimum global de J sur B(x̄, η), autrement dit un minimum local de J ,
cf. Proposition B.5.3. ■

Définition B.5.6

Soit B ∈ L2(E2,R) une forme bilinéaire symétrique définie sur (E, ∥·∥) un espace
vectoriel normé.

• B est dite semi-définie positive, notée B ⪰ 0, si ∀h ∈ E : B(h, h) ≥ 0.
• B est dite définie positive, notée B ≻ 0, si ∀h ∈ E \ {0E} : B(h, h) > 0.

5. Voir [40, Chapitre IV, § 3, Problème 3, page 92].
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• B est dite elliptique si ∃α > 0 t.q. ∀h ∈ E : B(h, h) ≥ α∥h∥2.

D’après la Proposition B.5.4, en un point critique x̄, une condition nécessaire d’ordre deux
est donc que J ′′(x̄) soit semi-définie positive, et d’après la Proposition B.5.5, une condition
suffisante d’ordre deux est que J ′′(x̄) soit elliptique :

(CN2) ∀h ∈ E : J ′′(x̄) · (h, h) ≥ 0,
(CS2) ∃α > 0 t.q. ∀h ∈ E : J ′′(x̄) · (h, h) ≥ α∥h∥2.

(B.7)

Une autre condition suffisante d’ordre deux est que J ′′(x) soit semi-définie positive pour tout
x contenu dans une boule ouverte centrée en x̄. Attention, la définie positivité ne suffit pas
en général en dimension infinie mais suffit en dimension finie comme le montre le résultat
suivant.

Proposition B.5.7 – Cas particulier de la dimension finie

Soit J : U ⊂ E → R une application k ≥ 2 fois dérivable sur U un ouvert de E (evn)
et soit x ∈ U . Si dimE ∈ N alors :

∃α > 0 t.q. ∀h ∈ E : J (k)(x) · hk ≥ α∥h∥k ⇔ ∀h ∈ E \ {0E} : J (k)(x) · hk > 0.

� La conditions nécessaire est évidente et vraie même si dimE = +∞. Supposons donc
que ∀h ∈ E \ {0E} : J (k)(x) · hk > 0. Introduisons

φ : E −→ R
h 7−→ φ(h) := f (k)(x) · hk et ψ : E −→ Ek

h 7−→ ψ(h) = (h, . . . , h) = hk

de telle sorte que φ = f (k)(x) ◦ ψ, avec ψ une application linéaire continue. Puisque
f (k)(x) ∈ Lk(Ek,R) est aussi continue, alors φ est continue. Or, dimE < +∞, donc sa
sphère unité S(0E , 1) est compacte, donc φ est bornée sur S(0E , 1) et atteint sa borne
inférieure, c’est-à-dire :

∃h0 ∈ S(0E , 1) t.q. ∀h ∈ S(0E , 1) : φ(h0) ≤ φ(h).

Notons α := f (k)(x) · hk
0 > 0 (car h0 ̸= 0E). Alors, ∀h ∈ S(0E , 1) on a f (k)(x) · hk ≥ α et

donc par homogénéité, on en déduit :

∀h ∈ E \ {0E} : h

∥h∥
∈ S(0E , 1)⇒ f (k)(x) ·

Å
h

∥h∥

ãk

≥ α⇒ f (k)(x) · hk ≥ α∥h∥k.

■

Remarque B.5.2. Dans les preuves des propositions B.5.2 (CN1) et B.5.4 (CNk), nous nous
sommes ramené dans R, et nous avons utilisé directement les conditions nécessaires pour une
fonctionnelle dans R pour obtenir les conditions nécessaires en dimension infinie. Ce procédé ne
fonctionne pas pour obtenir les conditions suffisantes de la Proposition B.5.5 (CSk). En effet,
même si x̄ est un minimum local le long de n’importe quelle direction h, c’est-à-dire un minimum
local de f(s) = J(x̄ + sh), alors il est toujours possible que x̄ ne soit pas un minimum local de
J , et ce, même en dimension finie (supérieure ou égale à 2), cf. exercice B.5.1. De plus, comme
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nous l’avons vu, il y a une différence notable entre les dimensions finie et infinie concernant les
conditions suffisantes. La définie positivité de la dérivée seconde n’est pas une condition suffisante
d’optimalité locale en dimension infinie, cf. Exemple B.5.2. C’est pour ces raisons que nous avons
reporté la formalisation des concepts d’optimisation. Dans les sections précédentes, pour obtenir
les équations de Euler-Lagrange et la condition de Legendre, seules les conditions nécessaires
étaient utiles. De plus, comme nous allons vite le voir, ces conditions suffisantes ne nous seront
pas utiles, c’est pourquoi nous allons en donner d’autres dans la prochaine section.

Voici un exercice montrant que l’optimalité “directionnelle” n’implique pas l’optimalité.

Exercice B.5.1 ([46]). On considère la fonction

J : R2 −→ R
x 7−→ J(x) := 2x4

1 − 4x2
1x2 + x2

2.

1. Montrer que l’unique point critique de J est x̃ := (0, 0).

2. La condition nécessaire de solution du deuxième ordre est-elle vérifiée ?

3. Les conditions suffisantes de solution du deuxième ordre sont-elles vérifiée ?

4. On fixe h ∈ R2 et on considère la fonction

f : R −→ R
s 7−→ f(s) := J(x̃+ sh).

Montrer que s̄ = 0 est un minimum local de f .

5. Calculer J(x1, 2x2
1). Conclusion (faire le lien avec la remarque B.5.2) ? □

L’exemple suivant montre que la définie positivité de la dérivée seconde n’est pas une
condition suffisante d’optimalité locale.

Exemple B.5.2 ([17]). On considère le problème

inf
x

®
J(x) :=

∞∑
n=1

Å
x2

n

n
− x3

n

ã ∣∣∣∣∣ x ∈ l2´ ,
où l2 :=

{
(xn) ∈ RN ∣∣ ∑∞

n=1|xn|2 <∞
}

est l’espace de Hilbert des suites de carrés sommables.
Alors, le point x̃ := 0 est un point critique tel que pour tout h := (hn) ∈ l2 non nul :

J ′′(x̃) · (h, h) =
∞∑

n=1

2h2
n

n
> 0.

Cependant, considérons les suites hk := (hk,n) telles que toutes les coordonnées sont nulles
sauf la ke qui vérifie hk,k = 2k−1. Alors, J(x̃+ hk) = J(hk) = −4k−3 < 0 = J(x̃) et donc x̃
n’est pas localement optimal. Voici donc un exemple de dérivée seconde définie positive mais
non elliptique. □
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B.5.2 Extremum lié : contraintes affines

Considérons un espace vectoriel normé (E, ∥·∥E) et une fonctionnelle J : E → R. Consi-
dérons de plus un autre espace vectoriel normé (F, ∥·∥F ), une application linéaire continue
T ∈ L (E,F ) et un point y ∈ F . On s’intéresse au problème aux contraintes affines suivant :

inf
x
{J(x) | x ∈ K} , (PA)

où K := {x ∈ E | Φ(x) := T (x)− y = 0F } = Φ−1({0F }) avec Φ: E → F une application
affine continue de E dans F . Supposons que y ∈ ImT , c’est-à-dire que :

∃u ∈ E t.q. T (u) = y, i.e. t.q. Φ(u) = 0F .

Introduisons alors
E0 := KerT ⊂ E

de telle sorte que ∀ v ∈ E0 : Φ(u+v) = T (u+v)−y = T (u) +T (v)−y = Φ(u) +T (v) = 0F ,
c’est-à-dire :

Φ(u+ v) = 0F ⇔ v ∈ E0.

On munit E0 de la norme induite par la norme de E, i.e. ∥v∥E0 = ∥v∥E pour tout v ∈ E0.
Considérons alors la fonctionnelle

F : E0 −→ R
v 7−→ F (v) := J(u+ v),

de telle sorte que le Problème (PA) est équivalent au problème sans contraintes suivant :

inf
v∈E0

F (v). (P )

Ici, “équivalent” signifie : x̄ := u+ v̄ solution de (PA)⇔ v̄ solution de (P ).

Remarque B.5.3. Si on restreint la recherche de la solution de (PA) à un ouvert U ⊂ E, c’est-
à-dire si on s’intéresse au problème

inf
x
{J(x) | x ∈ K} , K := Φ−1({0F }) ∩ U,

alors ce problème est équivalent au problème sans contraintes :

inf
v
{F (v) | v ∈ U0 ⊂ E0} ,

où U0 := E0 ∩ U est un ouvert de E0. On est alors précisément dans le cadre de l’item v) de la
définition B.5.1.

Écrit de manière schématique, les conditions nécessaires et suffisantes d’ordres 1 et 2
pour le problème avec contraintes affines (PA) sont donc :

(CN1) F ′(v̄) = J ′(x̄) = 0E′
0
, i.e. ∀h ∈ E0 : J ′(x̄) · h = 0 ;

(CN2) ∀h ∈ E0 : F ′′(v̄) · (h, h) = J ′′(x̄) · (h, h) ≥ 0 ;
(CS2) ∃α > 0 t.q. ∀h ∈ E0 : F ′′(v̄) · (h, h) = J ′′(x̄) · (h, h) ≥ α∥h∥2E0 ;

(B.8)

où bien sûr x̄ := u+ v̄ doit être un point admissible, c’est-à-dire x̄ ∈ K.
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Application au calcul des variations. Nous avons déjà utilisé sans le savoir les CN1 et
CN2 pour le problème classique du calcul des variations, i.e. pour le Problème (PCV), que
l’on peut écrire sous la forme :

inf
x
{J(x) | x ∈ K} ,

avec K := Φ−1({0R2n}) ∩ U , où Φ: E → R2n est définie par

Φ(x) := (x(a)−A, x(b)−B) =: T (x)− y := (x(a), x(b))− (A,B),

et où U := C 1([a , b],Ω) est un ouvert de l’espace vectoriel normé E := (C 1([a , b],Rn), ∥·∥C 1).
On rappelle que Ω est un ouvert de Rn et donc U est un ouvert de E. Le Problème (PCV)
est alors équivalent au problème sans contraintes :

inf
v
{F (v) | v ∈ U0 ⊂ E0} ,

où E0 := C 1
0 ([a , b],Rn) = KerT et U0 := E0 ∩ U = C 1

0 ([a , b],Ω). Pour trouver l’équation de
Euler-Lagrange, cf. Théorème B.3.2, nous avons utilisé la CN1 :

∀h ∈ E0 : J ′(x̄) · h = 0

et pour trouver la condition de Legendre, cf. Théorème B.4.2, nous avons utilisé la CN2

∀h ∈ E0 : J ′′(x̄) · h2 ≥ 0.

B.5.3 “Two-norm discrepancy”

Dans la Section B.6 sur les conditions de Jacobi, nous allons utiliser des conditions
suffisantes du deuxième ordre. Cependant, comme nous allons le voir dans l’exemple suivant,
la condition suffisante (CS2) présentée ci-avant n’est pas toujours utile en pratique pour des
problèmes en dimension infinie, notamment en calcul des variations.

Exemple B.5.3. On s’intéresse au problème suivant :

inf
x

ß
J(x) :=

∫ 1

0
sin(ẋ(t)) dt

∣∣∣∣ x ∈ C 1([0 , 1],R), x(0) = 0, x(1) = −π2

™
,

dont le lagrangien associé est donné par L(t, x, u) := sin(u). Il est facile de voir que la fonction
définie par x̄(t) := −π

2 t est la solution globale du problème et vérifie

J(x̄) = −1.

La CN1 est bien vérifiée car :

∀h ∈ C 1
0 ([0 , 1],R) : J ′(x̄) · h =

∫ 1

0
cos( ˙̄x(t)) ḣ(t) dt = 0.

La CN2 est aussi vérifiée car :

∀h ∈ C 1
0 ([0 , 1],R) : J ′′(x̄) · h2 = −

∫ 1

0
sin( ˙̄x(t)) ḣ2(t) dt =

∫ 1

0
ḣ2(t) dt = ∥ḣ∥2L2 ≥ 0,
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où pour toute fonction mesurable (sous-entendu pour la mesure de Lebesgue) f : [0 , 1]→ R,
on a défini :

∥f∥L2 :=
Å∫ 1

0
|f(t)|2 dt

ã 1
2
∈ R+,

de telle sorte que ∥·∥L2 est la norme usuelle associée à l’espace de Hilbert L2([0 , 1],R) des
(classes de) fonctions mesurables de [0 , 1] à valeurs dans R de carrés intégrables, c’est-à-dire :

L2([0 , 1],R) := {f : [0 , 1]→ R | f mesurable et ∥f∥L2 < +∞} .

En revanche, la CS2 d’ellipticité de la dérivée seconde J ′′(x̄) n’est pas vérifiée car on a dans
notre exemple :

∥ḣ∥L2 ≤ ∥ḣ∥∞ ≤ ∥h∥C 1 = ∥h∥∞ + ∥ḣ∥∞,
mais pas l’inverse, c’est-à-dire, il n’existe pas de α > 0 tel que ((((((((

∥ḣ∥L2 ≥ α∥h∥C 1 . □

Remarque B.5.4. Dans l’exemple précédent, nous ne pouvons pas montrer que x̄ est un minimum
local strict en utilisant la condition suffisante d’ordre deux d’ellipticité de J ′′(x̄). Cependant, il
est aisé de montrer que x̄ est un minimum local à l’aide de la condition suffisante de semi-définie
positivité de J ′′(x) pour tout x ∈ B(x̄, η), pour un certain η > 0. Il suffit de prendre η := π/2 par
exemple (la preuve est laissée en exercice).

Poursuivons avec l’exemple précédent. Nous avons donc

∀h ∈ C 1
0 ([0 , 1],R) : J ′′(x̄) · h2 = ∥ḣ∥2L2 .

Ce qui est gênant ici, c’est qu’il y a dans le terme de gauche h tandis que dans celui de droite,
on retrouve ḣ. On aimerait avoir quelque chose qui ressemble à :

∃α > 0 t.q. ∀h ∈ C 1
0 ([0 , 1],R) ⊂ H0 : J ′′(x̄) · h2 ≥ α∥h∥2H0 ,

où ∥·∥H0 est une norme à définir sur un espace H0 lui-même à définir. Introduisons pour
cela l’espace de Sobolev H1([0 , 1],R) := W 1,2([0 , 1],R) des fonctions f dans L2([0 , 1],R) qui
s’écrivent 6 sous la forme f(t) = f(0) +

∫ t
0 g(s) ds avec g ∈ L2([0 , 1],R), c’est-à-dire :

H1([0 , 1],R) :=
ß
f ∈ L2([0 , 1],R)

∣∣∣∣ ∃ g ∈ L2([0 , 1],R) t.q. f(t) = f(0) +
∫ t

0
g(s) ds

™
.

Il est important de rappeler que l’application g est unique (modulo le fait que l’on identifie
deux fonctions intégrables qui coïncident p.p. = presque partout = sauf sur un ensemble
négligeable). Ainsi défini, nous avons

C 1([0 , 1],R) ⊂ H1([0 , 1],R) ⊂ C 0([0 , 1],R),

autrement dit, toute fonction de H1 (sous-entendu H1([0 , 1],R)) est continue mais possède
moins de régularité que les fonctions de classe C 1. En effet, les fonctions de H1 ne possède
pas de dérivée continue puisqu’elles ne sont même pas dérivables en tout point t ∈ [0 , 1]. Les
fonctions de H1 sont dérivables presque partout sur [0 , 1] et on a :

∀ f ∈ H1 : f ′(t) = g(t) p.p. sur [0 , 1].

6. On rappelle qu’en réalité, W 1,2([0 , 1],R) est un ensemble de classes de fonctions et non de fonctions.
Nous ne donnons pas ici sa définition, mais plutôt une propriété. En effet, d’après [22, Théorème VIII.2], il
existe un unique représentant continu pour toute classe dans W 1,2([0 , 1],R) que nous appelons ici f .
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On fera donc clairement l’abus de notation f ′ = g et puisque l’on dérive par rapport à la
variable t qui correspond au “temps” pour nous, on écrira plutôt

ḟ = g.

Remarque B.5.5. Nous pouvons voir g comme une dérivée en un sens plus faible que d’ordinaire.
Cependant, si g est de classe C 0, alors la notion de dérivée faible coïncide avec celle de dérivée
classique et f est alors de classe C 1. Ainsi, nous pouvons voir les fonctions de H1 = W 1,2 comme
des primitives de fonctions L2, de la même manière que nous pouvons voir les fonctions de C 1

comme des primitives de fonctions C 0, et nous avons pour rappel :

C 1([0 , 1],R) ⊂ C 0([0 , 1],R) et H1([0 , 1],R) ⊂ L2([0 , 1],R).

Il nous faut maintenant une norme sur H1. Il existe deux possibilités équivalentes suivant
si l’on considère la norme usuelle de W 1,2 :

∥f∥W 1,2 := ∥f∥L2 + ∥ḟ∥L2 ,

ou si l’on considère la norme

∥f∥H1 :=
(
∥f∥2L2 + ∥ḟ∥2L2

) 1
2

induite par le produit scalaire usuel sur H1 :

(f1 | f2)H1 := (f1 | f2)L2 +
(
ḟ1 | ḟ2

)
L2 ,

où (· | ·)L2 est le produit scalaire usuel sur L2. Les deux normes ainsi définies sont équivalentes
et on peut noter que l’espace H1 muni du produit scalaire (· | ·)H1 forme un espace de Hilbert.

Exemple B.5.4 (suite). Revenons à l’exemple précédent. Nous avons donc

∀h ∈ C 1
0 ([0 , 1],R) : J ′′(x̄) · h2 = ∥ḣ∥2L2 .

Rappelons que le problème classique du calcul des variations est un problème d’optimisa-
tion avec des contraintes affines et nous avons vu dans la Section B.5.2 comment définir
un problème équivalent sans contraintes. Appliquons les notations du cadre général de la
Section B.5.2 à cet exemple. Nous nous intéressons donc au problème :

inf
x
{J(x) | x ∈ K} ,

avec K = Φ−1({0R2}) ⊂ E, E = C 1([0 , 1],R) et où Φ(x) = T (x) − y définit les contraintes
affines. On a dans cet exemple T (x) = (x(0), x(1)) et y = (0,−π/2). Pour obtenir de nouvelles
conditions suffisantes d’optimalité locale, nous venons d’introduire ci-avant l’espace H :=
H1([0 , 1],R) de telle sorte que E ⊂ H. Dans l’optique de se ramener à un problème sans
contraintes, nous avions introduit

E0 = E ∩KerT = C 1
0 ([0 , 1],R).

Toujours dans cette optique, nous introduisons :

H0 := H ∩KerT = H1
0 ([0 , 1],R) :=

{
h ∈ H1([0 , 1],R)

∣∣ h(a) = h(b) = 0
}
,
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de telle sorte que
E0 ⊂ H0.

L’idée générale est d’introduire un espace vectoriel normé plus grand que l’espace de travail.
Ici, en raison des contraintes affines, l’espace de travail est E0 et nous avons introduit H0
(nous utilisons cette notation pour mettre un cadre général).

Remarque B.5.6. Pour être un peu plus précis, l’application linéaire continue 7 T appartient à
L (H,R2) au lieu de L (E,R2) comme dans la Section B.5.2. Nous devons tenir compte ici du rôle
du nouvel espace H.

L’espace H0 est muni de la norme induite par celle de H, i.e. ∥h∥H0 = ∥h∥H et d’après
le lemme B.5.1 (ci-après), on a :

∃α > 0 t.q. ∀h ∈ E0 = C 1
0 ([0 , 1],R) ⊂ H0 : J ′′(x̄) · h2 = ∥ḣ∥2L2 ≥ α∥h∥2H0 . (B.9)

Ceci est l’objectif voulu. Car, d’après la Proposition B.5.8 (ci-après), on peut conclure que
x̄ est un minimum local (faible) strict, c’est-à-dire :

∃ η > 0 t.q. ∀x ∈ BE(x̄, η) ∩ K, x ̸= x̄ : J(x̄) < J(x),

où BE(x̄, η) := {x ∈ E | ∥x− x̄∥E < η}. □

Remarque B.5.7. C’est cette idée d’utiliser deux normes, ∥·∥E pour la différentiabilité et ∥·∥H

pour la condition de croissance J ′′(x̄) · h2 ≥ α∥h∥2
H (qui remplace la condition d’ellipticité),

que l’on nomme “two-norm discrepancy”.

Lemme B.5.1. Soit a < b dans R. Alors,

∃ c > 0 t.q. ∀h ∈ H1
0 ([a , b],R) : ∥h∥H1

0
≤ c ∥ḣ∥L2 .

� Soit h ∈ H1
0 ([a , b],R). Alors, puisque h(a) = 0 et d’après l’inégalité de Cauchy-

Schwarz [22] :

h2(t) =
Å∫ t

a
ḣ(s) ds

ã2
≤ (t− a)

∫ t

a
ḣ2(s) ds ≤ (b− a)

∫ b

a
ḣ2(s) ds = (b− a)∥ḣ∥2L2 .

Ainsi,
∥h∥2L2 =

∫ b

a
h2(t) dt ≤ (b− a)2∥ḣ∥2L2 ,

donc
∥h∥2H1

0
= ∥h∥2H1 = ∥h∥2L2 + ∥ḣ∥2L2 ≤ (1 + (b− a)2)∥ḣ∥2L2

et la conclusion suit avec c :=
»

1 + (b− a)2 > 0. ■

7. L’application T est bien continue car il existe C > 0 t.q. ∥T (x)∥R2 ≤ ∥x∥∞ ≤ C∥x∥H1 puisque H1
s’injecte de manière continue dans C 0, cf. [22]. On peut noter que puisque T est continue, alors H1

0 est un
fermé de l’espace de Hilbert H1, donc lui-même un Hilbert, si on le munit du produit scalaire de H1.
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Proposition B.5.8 – Condition suffisante d’ordre 2 généralisée (CS2G)

Soient (E, ∥·∥E) et (H, ∥·∥H) deux espaces vectoriels normés t.q. E ⊂▶ H, i.e. E ⊂ H
et ∃ c > 0 t.q. ∀h ∈ E : ∥h∥H ≤ c ∥h∥E . Soit J : U ⊂ E → R une application 2 fois
dérivable sur U un ouvert de E et soit x̄ ∈ U un point critique de J . Si

∃α > 0 t.q. ∀h ∈ E : J ′′(x̄) · h2 ≥ α ∥h∥2H , (B.10)

alors x̄ est un minimum local strict (sous-entendu pour la norme ∥·∥E).

� La formule de Taylor appliquée à J nous donne pour h ∈ E t.q. x̄+ h ∈ U :

J(x̄+ h)− J(x̄) = 1
2!J

′′(x̄) · h2 + ∥h∥2E ε(h) avec lim
∥h∥E→0

|ε(h)| = 0.

Par hypothèse :

J(x̄+ h)− J(x̄) ≥ α

2 ∥h∥
2
H + ε(h) ∥h∥2E ≥

Å
α

2 + ε(h)
c

ã
∥h∥2H

et donc il existe η > 0 tel que pour tout h ̸= 0E t.q. ∥h∥E < η on ait x̄+ h ∈ U et

J(x̄+ h)− J(x̄) > 0.

Autrement dit, x̄ est un minimum local strict (sous-entendu pour la norme ∥·∥E). ■

Remarque B.5.8. Dans la proposition précédente, il suffit de faire l’hypothèse E ⊂ H. L’hypo-
thèse d’injection continue n’est pas nécessaire car elle est automatiquement vérifiée dès lors que
l’on a l’équation (B.10). En effet, J ′′(x̄) est continue car J est deux fois dérivable en x̄ et donc, il
existe une constante K > 0 telle que

∀h ∈ E : |J ′′(x̄) · h2| ≤ K ∥h∥2
E

et finalement puisque (B.10) est vérifiée, on obtient automatiquement :

∀h ∈ E : α ∥h∥2
H ≤ J ′′(x̄) · h2 ≤ K ∥h∥2

E , (B.11)

et la constante c :=
√
K/α fait l’affaire pour l’hypothèse de la proposition précédente.

Remarque B.5.9. Dans le cas particulier où E = H et ∥·∥E = ∥·∥H , on retrouve la condition
suffisante d’ordre deux (CS2) classique, cf. conditions (B.7). Introduisons dans ce cas la quantité
∥h∥ :=

√
J ′′(x̄) · h2. Il est alors intéressant de noter (ce que l’on aurait pu mentionner avant) que

∥·∥ définit une norme équivalente à la norme ∥·∥E , cf. l’équation (B.11), mais que cette nouvelle
norme est induite par le produit scalaire

(h | k) := J ′′(x̄) · (h, k).

L’ensemble E munit du produit scalaire (· | ·) est donc un espace préhilbertien (un espace de
Hilbert si E est un espace vectoriel normé complet, i.e. si E est un espace de Banach), on dit alors
que (E, ∥·∥E) est un espace vectoriel normé homéomorphe à un espace préhilbertien. On arrive
alors à la conclusion remarquable que si E n’est pas homéomorphe à un espace préhilbertien, alors
la condition d’ellipticité ne peut jamais être vérifiée, quel que soit le point critique ! Et donc dans
ce cas, il est nécessaire d’utiliser une nouvelle norme pour obtenir la condition de croissance.
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Remarque B.5.10. La Proposition B.5.8 donne une nouvelle condition suffisante d’ordre deux
d’optimalité locale pour un minimum libre, i.e. dans le cadre d’un problème d’optimisation sans
contraintes. Bien entendu, nous pouvons donner une version de cette proposition dans le cas de
contraintes affines de manière similaire à ce qui a été présenté dans la Section B.5.2 (voir les
conditions (B.8)) :

(CS2G) ∃α > 0 t.q. ∀h ∈ E0 : J ′′(x̄) · h2 ≥ α ∥h∥2
H0
,

où E0 := E ∩KerT , H0 := H ∩KerT et où x̄ ∈ K. Cette version ayant longuement était détaillée
dans cette section, cf. notamment l’équation (B.9).

B.6 Condition de Jacobi

Supposons pour simplifier que n = 1, Ω = R, i.e. x(t) ∈ R et que le lagrangien L soit de
classe C 3. On rappelle la dérivée seconde de la fonction coût :

J ′′(x) · h2 =
∫ b

a

Å
∂2L

∂x2 [t]h2(t) + 2 ∂2L

∂u∂x
[t] ḣ(t)h(t) + ∂2L

∂u2 [t] ḣ2(t)
ã

dt,

où [t] := (t, x(t), ẋ(t)). Soit x̄ une BC-extrémale qui satisfait la condition forte de Legendre :

∀ t ∈ [a , b] : ∂2L

∂u2 (t, x̄(t), ˙̄x(t)) > 0.

Alors, d’après le Théorème B.3.4, x̄ ∈ C 3(]a , b[,R), donc en particulier x̄ ∈ C 2(]a , b[,R)
mais comme nous l’avons déjà vu (cf. le début de la Section B.4), nous pouvons prolonger ¨̄x
de manière continue aux extrémités, c’est-à-dire x̄ ∈ C 2([a , b],R) (nous n’avons pas besoin
de plus de régularité). Puisque L est C 3, alors

t 7→ ∂2L

∂u∂x
(t, x̄(t), ˙̄x(t))

est C 1, et à l’aide d’une simple intégration par partie, on peut écrire :

∫ b

a
2 ∂2L

∂u∂x
[t] ḣ(t)h(t) dt = −

∫ b

a

d
dt

Å
∂2L

∂u∂x
[t]
ã
h2(t) dt,

où maintenant [t] := (t, x̄(t), ˙̄x(t)). Ceci nous permet de réécrire la dérivée seconde sous la
forme :

J ′′(x̄) · h2 =
∫ b

a

(
Q(t)h2(t) +R(t) ḣ2(t)

)
dt,

avec

Q(t) := ∂2L

∂x2 [t]− d
dt

Å
∂2L

∂u∂x
[t]
ã

et R(t) := ∂2L

∂u2 [t].

Sous l’hypothèse L de classe C 3 et sous la condition de Legendre stricte, on a Q ∈
C 0([a , b],R) et R ∈ C 1([a , b],R).



On appelle équation de Jacobi l’équation différentielle linéaire du second ordre :

Q(t)h(t)− d
dt
(
R(t) ḣ(t)

)
= 0, (B.12)

Un temps tc ∈ [a , b] est dit conjugué à a (le point x(tc) est dit conjugué à x(a)) si l’équation
de Jacobi admet une solution h telle que

h(tc) = h(a) = 0 et R(tc) ḣ(tc) ̸= 0.

Sous la condition de Legendre forte, la condition R(tc) ḣ(tc) ̸= 0 se réduit à ḣ(tc) ̸= 0. On
dit que la condition faible de Jacobi est satisfaite si l’intervalle ouvert ]a , b[ ne contient
aucun temps conjugué à a. On parle de condition forte de Jacobi si l’intervalle ]a , b] ne
contient aucun temps conjugué à a. On a alors le résultat suivant :

Théorème B.6.1 – Jacobi-Weierstrass (1877)

Supposons le lagrangien L de classe C 3 et la dimension n = 1.

Si x̄ est une solution globale, locale forte ou locale faible du Problème (PCV), alors x̄
vérifie :

• l’équation de Euler-Lagrange et les conditions aux limites ;
• la condition faible de Legendre ;
• la condition faible de Jacobi.

Une condition suffisante pour que x̄ donne un minimum local faible strict est que
soient vérifiées :

• l’équation de Euler-Lagrange et les conditions aux limites ;
• la condition forte de Legendre ;
• la condition forte de Jacobi.

� Voir [65, Section 1.4]. On peut remarquer que dans la preuve du [65, Théorème 1.4.4],
on utilise (implicitement) la condition suffisante d’ordre 2 généralisée (B.5.8) basée sur
l’idée de la “two-norm discrepancy”. ■
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