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Chapitre 1

Introduction

I Exemples

Exemple 1.1 (Pendule simple contrélé, version 1)
On considére le pendule de la figure 1.1 controlé par un couple moteur u(t). Les principes physiques de la mécanique

classique donnent comme équation qui régit I’évolution du mouvement
mi%éa(t) + mlgsin(a(t)) = u(t),

ot ¢v(t) désigne la dérivée seconde de 'angle o par rapport au temps t.

FIGURE 1.1 — Pendule simple controlé.

On prend ici comme variable d’état qui décrit le systéme x(t) = (x1(t),z2(t)) = (a(t),&(t)). Le systéme
différentiel du premier ordre que ’on obtient s’écrit alors

() = a(t)

da(t) = — % sin(a (1)) + 40
X1 (0) = To,1 = o

.CEQ(O) = 20.2 (&%)

Cette équation s’écrit

avec
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On peut en pratique avoir accés & différentes variables de sortie (mesurées) :
— (1) = alt) = 2 ()
— y(t) = x(t) = (aft), a(t)) ;
— y(t) = lsin(a(t)) = la distance entre la masse et I'axe des ordonnées.
On écrira ces variables de sortie sous la forme y(t) = g(x(t), u(t)).

Exemple 1.2 (Pendule simple controlé, version 2)
En pratique il y a des frottements. Une meilleure modélisation du systéme est donc

mi?a(t) + ka(t) + migsin(a(t)) = u(t).

Le systéme s’écrit alors

&1(t) = @2(t)

a(t) = —Hmma(t) — Isin(ay (1)) + 48
x1(0) = 201 =

l‘g(O) = T2 — (jéo

L’application f s’écrit alors

—mze — §sin(z1) + o

(z,0) —> f(z,v)<_ k g ml)

Exemple 1.3 (Pendule inversé controlé, version 1)

La question est de savoir comment faire tenir un balai sur le manche! Ici le contréle du pendule n’est plus le couple
d’un moteur, mais la force de déplacement que I’'on peut exercer horizontalement.

FIGURE 1.2 — Pendule inversé contrélé, version 1.

Les équations qui régissent le systéme sont alors

E1(t) = w2()

da(t) = ¥sin(zy (1)) — 4P
1'1(0) = To,1 = Qo

x2<0) = Zo,2 = do.

L’application f s’écrit alors

Attention. Dans toute la suite de ce cours, afin de ne pas surcharger les notations et en cohérence avec les
notations habituelles, on notera les arguments de la fonction f, x et u. Dans cet exemple on écrira donc I’équation
différentielle @(t) = f(z(t),u(t)) et la fonction f

f:R*xR — R?
(z,u) +— f(x,u)z( 2 )

$sin(zy) — 5
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1l ne faut donc pas confondre les fonctions z et u dans Pécriture f(z(t),u(t)) et les variables 2 € R* et u € R dans
la définition de f ci-dessus. C’est le contexte qui fera la différence. Si 'on désire clairement désigner la fonction du
temps  on écrira x(-).

Exemple 1.4 (Robot Lego segway)
Nous décrivons ici le modéle du Robot Lego qui sera utilisé en TP.

FIGURE 1.3 — Robot Lego seqway.

Voici d’autres exemples plus complexes :
— pilote automatique d’un avion;

— controle des gouvernes d’'un avion ;
— controle de freinage ABS;;

— controle de vol d’un drone;

— pompe a insuline.

IT Définitions

w(t)

u(t) y(t)

FIGURE 1.4 — Schéma fonctionnel simple d’un systéme en boucle fermée.

Définition II.1 (Etat) Létat du systéme est caractérisé par des variables dynamiques (des fonctions en terme
mathématiques) appelées des variables d’états : x(t) = (z1(t),...,xzn(t)) € R™.

Nous ne considérerons dans ce cours que le cas ot ’évolution en temps du systéme est régie par une équation

différentielle ordinaire
&= f(t,z(t),u(t))
IVP
( ) { x(tg) = xo.

Définition I1.2 (Controle) On appelle contréle, ou commande ou variable en entrée la fonction u(-) qui permet
d’agir sur le systeme.
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Définition I1.3 (Variables de sortie) Les variables de sortie sont les variables accessibles (en pratique grace
des mesures) a la sortie du systéme.

Définition I1.4 (Consigne) On appelle consigne, et on note w(t) un objectif a attendre. C’est par exemple
atteindre un état d’équilibre du systéme.

Définition I1.5 On appelle équation d’état, l’équation différentielle ©(t) = f(t,x(¢t),u(t)) et équation de sortie
Déquation y(t) = g(t, x(¢t), u(t)).

Remarque I1.6
(i)
Rn
f(t) aj? u)

fiRxR"xR™
(t, 2, u)

L]

(ii)
g:RxR"xR™ — R?
(t’ Jj’ u) 'H g(t7 x’ u)

(iii) Tres souvent les fonctions f et g ne dépendent pas de t. On dit alors que le systéme est autonome. On
supprimera alors ’argument t dans les fonctions f et g.

(iv) Trés souvent aussi on aura to = 0.

Nous serons toujours dans la suite de ce cours dans le cas autonome et avec ty = 0.

Remarque I1.7

Nous étudions ici les systémes de commande en boucle fermée 1.6, dit aussi de commande a contre-réaction'. Il y a
d’autres systémes de commande dit en boucle ouverte donnés par le schéma de la figure 1.5. On peut par exemple
recherche la loi de commande (la poussée d’un moteur) d’un satellite pour réaliser un transfert d’orbite.

”les limitations de ce type de loi de commande sont cependant assez évidentes : la moindre erreur
sur les données (la condition initiale par exemple) ne pourra étre prise en compte. Par exemple une
commande en boucle ouverte sur une voiture donnerait ceci : pour suivre une ligne droite, positionnez
vos roues dans l’axe, tenez bien votre volant, et fermez les yeux ...[2] 7

t t
ult) Systeme v

FIGURE 1.5 — Schéma fonctionnel simple d’un systéeme en boucle ouverte.

u(?) X (1)
Controleur Systeme

FIGURE 1.6 — Schéma fonctionnel simple d’un systeme en boucle fermée.

Remarque I1.8
La réalité est bien sur plus complexe, il y a des perturbations, on accéde au données de sortie y(t) par des mesures.
Un schéma fonctionnel plus réaliste est le schéma de la figure 1.7 ou d(t) est une perturbation extérieure du systéme.

1. feedback en anglais
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FIGURE 1.7 — Schéma fonctionnel complet d’un systéme en boucle fermée.

IIT Questions

Sion a f(z,ue.) =0, alors en prenant x(0) = z, et u(t) = u. pour tout t, I'état est x(t) = z, pour tout t. D’ot
la

Définition III.1 (Point de fonctionnement) On appelle point de fonctionnement d’un systéme controlé un
point (e, ue) tel que f(xe,ue) = 0.

Définition II1.2 (Point d’équilibre) On appelle point d’équilibre un point de fonctionnement ot le contréle est
nul : f(xze,0) =0.

Exemple II1.3
Pour le pendule simple on a pour u. = 0 deux points de fonctionnement : zo = (0,0) et x. = (m,0).

Une fois le modele bien défini, plusieurs questions se posent :
— Sur l'analyse et le comportement dynamique du systeme
— Commandabilité ou contrélabilité du systéme. Existe-t-il un controéle u(.) qui amene le systéme d’un état
initial donné x(0) & un état final x4 en un temps ¢t = ¢y fixé?
— Observabilité. Connaissant la variable de sortie y(t) et le contrdle u(t) pour tout ¢ € [0, 7], peut-on
déterminer I’état x(t) pour tout ¢ € [0, 7,[, ou de maniere équivalente z(0).
— Sur la synthese des lois de controle
— Planification de trajectoires. Si le systeme est contrélable, comment trouver un contréle qui amene 1’état
de 2(0) & zf en un temps ty fixé?
— Stabilisation. Comment construire un controle qui stabilise asympotiquement le systéme autour d’un
point d’équilibre z., c’est-a-dire tel que, pour toute condition initiale x(0), on ait

li t) = x.?

ST =2

— Synthese d’observateurs. En cas de réponse positive a la question de I’observabilité, comment déterminer
létat x(-) & partir de la connaissance de y(-) et de u(-) ?

— Contréle optimal. Trouver le meilleur contrdle qui amene I’état de £(0) & ¢ en un temps ¢, fixé ou libre.



CHAPITRE 1. INTRODUCTION



Chapitre 2

Stabilité des systemes dynamiques

I Introduction

Ce chapitre est tres fortement inspiré des ouvrages [1, 2].
On s’intéresse dans ce chapitre a la stabilité autour d’un point d’équilibre d’un systeme dynamique autonome
(équation différentielle ordinaire autonome)

v { ) =100)

Définition 1.1 (Point d’équilibre) On appelle point d’équilibre tout point x. de R™ qui vérifie f(z.) = 0.

Si xg = z, alors on a trivialement comme solution x(t) = x. pour tout t.

La question est ici se savoir s’il s’agit d’un point d’équilibre stable ou instable, c’est-a-dire de savoir si lorsque
I’on s’écarte de ce point d’équilibre, on y revient ou on s’en écarte. Par exemple pour le pendule simple non controlé
(0,0) est une point d’équilibre stable, alors que (7, 0) est un point d’équilibre instable.

IT Cas des équations différentielles linéaires homogenes et autonomes

II.1 Introduction

On s’intéresse dans cette sous section a la solution du probléme a valeur initiale

z(t) = Ax(t)
z(0) = zo,

(IVP) {

Les points d’équilibre sont les éléments de ker A. Si A est inversible, il n’y a qu’un seul point d’équilibre x, = 0.

I1.2 Approche élémentaire

Exemple II.1
On considére I'équation différentielle ordinaire linéaire scalaire

@(t) = Ax(t)
J)(to) = X,

(IV P1) {

otl \ est un réel et x est une fonction de R dans R. On sait que la solution de cette équation, qui est unique, est
donnée par
x(t) = eME=t0) g

On en déduit que cette solution est définie sur I = R et que I'on a comme comportement asymptotique
— Si A< 0 alors lim_, 4 oo z(t) = 0;
— Si A =0 alors z(t) = z¢ ;
— SiA>0
— Sizg < 0 alors hmt—H—oo Jj(t) = —00;
— Sizg =0 alors z(t) =0;
— Sixzp > 0 alors limy_, o x(t) = +o00.
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Exemple 11.2
Considérons maintenant un systéme de deux équations différentielles

s

To(t) = Ao (t

avey B
xa(to) = o2

La solution est alors donnée par

et le comportement asymptotique est
— si A <0 et A2 <0 alors limy_, oo x(t) =0;
— si A1 <0 et Ay >0 et g2 #0 alors |z1(t)] = 0 et |x2(t)| = +o0, et donc ||z(t)|| — +oo, quand t — +00;

Exemple I1.3
Si maintenant nous considérons le cas du systeme différentiel

&(t) = Ax(t
(IVP3){ mEt())) _ xo(’)
avec
Moo 0
A =diag(A,..., ) = | ¢
0 An
La solution est alors
e(t_tO))‘lwo,l elt—to)A1 ... 0
2(t) = s o T E
e(tfto))‘”xo,n 0 v et=to)An

Remarque I1.4
La notation e*=*)A gera clair au paragraphe suivant.

Le comportement asymptotique est alors

— si tous les A; sont strictement négatifs alors lim;_, 4o x(t) = 0;

— si tous les \; sont négatifs ou nuls alors la solution est bornée quand t — 400 ;

— si au moins un \; est strictement positif et que xo; # 0 alors ||z(t)|| — 400, quand t — +o0.

Exemple I1.5
Soient maintenant A une matrice diagonalisable, A = PAP~! et le systéme différentiel & valeur initiale

(Ivm){ #(t) = Ax(t)

.T(t()) = Zo,
Posons z(t) = P~1z(t), alors z(t) est solution du systéme différentielle a valeur initiale

(IV P5) { j Ei()))izpp’ji? = P7IPAP 'a(t) = Ax(t)

On a donc z(t) = e®=tAP~1gy et x(t) = Pz(t) = (Pelt=t0)AP=1)x,. Par suite le comportement asymptotique est
caractérisé par les valeurs propres de la matrice A.

I1.3 Exponentielle de matrice

L’espace vectoriel normé (M ( ), |I-]l), est un espace de Banach. On considere ici une norme qui vérifie
|AB|| < || All|| B]|. La série ;20 ‘2, est alors normalement convergente (cf. Annexe ? ?) car

Z HA’“II Z = AIF _ jan
k!
k=0

On peut donc donner la
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Définition I1.6 (Exponentielle de matrice) On appelle exponentiel de matrice 'application

exp: M,(R) — M,(R)

400 Ak
A — exp(A) =et = o
k=0
Théoreme I1.7
L’exponentielle de matrice a les propriétés suivantes :
(i) e =1;
(ii) si A = diag(A1,...,\,) alors
erM .. 0
exp(A)=1| . [|; (2.1)
0 ern
(iii) si P est inversible on a
exp(PAP™') = Pexp(A)P™!; (2.2)
(iv) si A et B sont deux matrices qui commutent alors
exp(A + B) = exp(A) exp(B); (2.3)
(v) pour tout a et f3, e(@tHA = gadghA .
(vi) pour toute matrice A, e est inversible et
(exp(A)) ™! = exp(—A); (2.4)
(vii) pour toute matrice A, I'application t — e!4 est C™ et
d
%em = Aett = 1A, (2.5)

Exemple I1.8

On considére le cas n = 2 et on suppose que A est diagonalisable dans C mais pas dans R. Les valeurs propres
complexes de A sont donc A\ = o+ if3 et A = o — if3. On peut toujours supposer que 3 > 0. Si v = v + ivy est un
vecteur propre de A associé a la valeur propre A alors v = v1 — ivy est un vecteur propre de A associé a la valeur
propre . On en déduit alors immédiatement que vy, v est une base de C? et donc aussi une base de R?. Soit P la
matrice de passage de la base canonique de R? & cette base (v1,v2). Comme

Av = v = A(vy + ivg) = Avy + iAve = (a +i8)(v1 + iva).
Par suite
A=PBP' avee B=(% 7).
-8 «
Dans cette base le systéme @(t) = Ax(t) s’écrit donc %(t) = Bz(t). Mais

thtaI—HB(O 1) — tal +t3C

-1 0

Les matrices tal et t5C commutent, par suite

exp(tB) = e exp (t/;’ <_01 é)) .

0 1\\ _ [1-Z2 8 g B2 N [ cos(ft) sin(Bt)
o (w (—1 0))‘( R 3 >_<—sin(ﬁt) COS(ﬂt)>

En conclusion
cos(ft)  sin(fpt)
2(t) = exp(at) ( sin(Bt) cos(ﬁt)) 20-

Mais

Par suite
— Si < 0 alors z(t) = 0 quand t — 400;
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— Sia =0 z(t) est borné;
— Sia>0 et zg # 0 alors ||z(t)|| = 400 quand t — +o0.

Exemple I1.9

On considére le cas n = 2 et on suppose que A n’est pas diagonalisable dans C. Alors I'unique valeur propre A\ est

réel, le sous espace propre est de dimension 1 et A est semblable a la matrice (décomposition de Jordan)

Al
/(3)

et dans cette base le systéme différentielle s’écrit 2(t) = Jz(t). Mais

0 1
s (3 1),

(o

est nilpotente. Par conséquent on a immédiatement

A(t) = M (I+ (8 é)) 2.

Une nouvelle fois donc, si A < 0 alors z(t) — 0 quand t — +00;

les matrices commutent et la matrice

111 Equations différentielles linéaires avec second membre

On s’intéresse ici aux équations différentielles linéaires & condition initiale de la forme

#(t) = Az(t) +b(t)
I’(to) = X,

(IVP)g {

ot A€ M, (R) et ou la fonction b : I — R" est supposée de classe C* k > 0. La solution est donnée par

¢
z(t) = ety +/ e(=9)4p(s)ds.

to

IV Equations différentielles ordinaires non linéaires

On considere ’équation autonome suivante

VP, { #() = f(2(t))

x(to) = o,
oll
f:QeR” — R"
. — f(a),
Q ouvert.

IV.1 Qu’est-ce qu’une solution ?

La premiere question qui se pose est de savoir ce que 'on entend par une solution de (IV P)7.

(2.6)

Définition IV.1 (Définition classique) On suppose [ continue. On appelle solution classique de (IV P); tout

couple (I,x), I intervalle owvert de R, contenant ty et x : I — R"™ dérivable en tout point et vérifiant
(i) x(t) e QVt el
(ii) ©(t) = f(z(t),Vtel
(iii) x(to) = xo.
Une solution est aussi appelée courbe intégrale de ’équation différentielle.

Remarque IV.2
Si f est continue (respectivement C*) et (I, ) est une solution alors = est C* (respectivement C*+1).
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IV.2 Existence de solution

Définition IV.3 (Fonction localement lipschitzienne) L’application f:Q C R™ — R", Q ouwvert, est locale-
ment lipschitzienne par rapport & la variable x si et seulement si pour tout xg € Q il existe un voisinage V- € V(xq)
et une constante k > 0 tels que

Vo, € V,Vup € V[[f (1) — f(22)l] < Kllz1 — 22].

Théoréme IV .4
Si f est différentiable par rapport a x et si 'application

of.,

1 Q R",R"

of

T x
5 &)
est continue alors f est localement lipschitzienne.

Théoréme IV.5 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz)
Soit f:Q — R™, Q ouvert de R", f continue et localement lipschitzienne par rapport a x alors pour tout xy € €, il
existe une unique solution locale au probléeme de Cauchy

Uvm{i®=f@@)

z(to) = zo.

Remarque IV.6
On entend par unicité de solution le fait que si on a deux solutions (I1,x1) et (I3, x2), alors ces solutions coincident
sur Iy N Iy. On peut donc définir la solution maximale. Cette solution est définie sur un intervalle Jt_(xq), t4 (zo)].

Démonstration
Voir le cours d’équations différentielles ordinaires [3]. O

Définition IV.7 (Flot) On appelle flot de I’équation différentielle @(t) = f(x(t)), Uapplication
0: 0 — 0
(t,xo) +—  (t,x0)

ot ¢(t, o) désigne la solution au temps t du probléeme de Cauchy (IVP) et O est l'ouwvert

O = {(t,20),t €]t—(20), t+(z0)[}-

V  Stabilité

V.1 Définitions

Définition V.1 Nous dirons qu’un équilibre x. est stable si, pour tout ¢ > 0, il existe § > 0 tel que

[lzo — xc|] <0 et t>0=||p(t, o) — x|| < e.
Ainsi, toute solution proche de z. en reste proche.

Remarque V.2
Toute solution dont la condition initiale est dans une boule B(x.,0) reste dans la boule B(x.,¢), et donc dans un
compact de 2, pour t > 0 (on suppose € suffisamment petit pour que By (z,€) € Q).

Définition V.3 Nous dirons qu’un équilibre x. est asymptotiquement stable si il est stable et si il existe un voisinage
V de x. tel que, pour tout xqg € V,
li = T..
Am  o(t, 0) = e
Dans ce cas toute solution proche de 1’équilibre en reste proche et en plus converge vers lui. Notons que le fait
que toute solution issue d’un voisinage V' converge vers z. n’implique pas la stabilité de cet équilibre : il existe des
systemes possédant un équilibre non stable z. mais dont toutes les trajectoires convergent vers x.

Remarque V.4
En automatique, on appelle souvent points d’équilibre stable les points d’équilibre asymptotiquement stable !
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V.2 Cas d’une edo linéaire et autonome
Théoréme V.5
(i) L’origine est un équilibre asympotiquement stable de ©(t) = Ax(t) si et seulement si toutes les valeurs propres
de A sont de partie réelle strictement négative.
(ii) Si A posséde au moins une valeur propre de partie réelle strictement positive, alors ’'origine n’est pas un
point d’équilibre stable de @(t) = Ax(t).
(iii) L’origine est un point d’équilibre stable de (t) = Ax(t) si et seulement si toutes les valeurs propres de A
sont de partie réelle négative ou nulle et si pour toute valeur propre de partie réelle nulle, les multiplicités
algébriques et géométrique coincident.

Dans le cas n = 2 la visualisation de ces résultats se trouve au paragraphe plan de phase dans le cas n = 2.

Remarque V.6

Considérons le cas d’une équation différentielle affine et autonome &(t) = Ax(t) +b et x. un point d’équilibre. Posons
y(t) = z(t) — x., alors le systéme s’écrit en y, y(t) = Ay(t). Ainsi, la stabilité et la stabilité asymptotique d’un
équilibre de I’équation affine &(t) = Ax(t) + b sont équivalents respectivement a celles de I'origine pour I’équation
linéaire y(t) = Ay(t).

V.3 Stabilité par la linéarisation

Pour les démonstrations des théorémes voir [1, 2].

Théoréme V.7
Soit x. un point d’équilibre de &(t) = f(x(t)). Si toutes les valeurs propres de f'(z.) sont a partie réelle strictement
négative, alors le point d’équilibre x. est asymptotiquement stable.

Remarque V.8

La condition est une condition suffisante mais non nécessaire. Si on considére par exemple ’équation différentielle
#(t) = —3(t) de point d’équilibre x. = 0 on a f’(z.) = 0. Ce point d’équilibre est cependant un point d’équilibre
asympotiquement stable car la solution pour une condition initiale xoq # 0 s’écrit

NCESVE

Théoréme V.9
Si x. est un point d’équilibre stable, alors toutes les valeurs propres de f'(x.) sont a partie réelle négative ou nulle.

Remarque V.10
La réciproque du théoréme précédent est fausse. Considérons en effet les deux équations différentielles (t) = f(x(t))
et ©(t) = g(x(t)) avec

) = <x2—x1(x%+x§g)> ot g(z) = <m2+x1(x%+x§g)>_

—x1 — wa (23 + 23 —1 + wo (23 + 23

Ces deux équations différentielles ont comme point d’équilibre x. = (0,0) et
v (01
f (xe) =g (xe) - (_1 0) .

Les valeurs propres de f'(x.) sont donc +i qui ont une partie réelle nulle. Mais z. est un point d’équilibre
asymptotiquement stable pour la premiére équation et instable pour la deuxiéme. En effet considérons la fonction p
définie par p(x) = 22 + 22. Si x(.) est une solution de i(t) = f(x(t)), alors

dp(x(.))

S (1) = —22 (w(1).

Ainsi p(z(.)) = ||z(.)||* est une fonction strictement décroissante. Comme elle est minorée par 0, on peut construire
une suite (pp)n = p(x(tn)) avec (t,) strictement croissante, qui temps vers +oo, telle que (py,)n converge vers p* > 0.
Si x* # 0 alors pour tout n,0 < p(z*) < p(x,) = p(x(tn)) = p(xo) + fot —2p(z(s))%ds < p(z0) + fg —2p(x*)?ds =
p(z0) — 2p(x*)?t,. Ce qui est impossible. On en déduite que le point d’équilibre est asymptotiquement stable.

Si maintenant on considére une solution de I’équation différentielle &(t) = g(x(t)), on obtient par un méme
raisonnement ||z(.)||? strictement croissant, d’oti le résultat.
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Remarque V.11
En pratique on utilisera souvent la contraposée du théoréme précédent : Si f'(z.) posséde une valeur propre a
partie réelle strictement positive, alors le point d’équilibre x. n’est pas stable.

Définition V.12 (point d’équilibre hyperbolique) Un point d’équilibre est dit hyperbolique si toutes les valeurs
propres de f'(xz.) sont & partie réelle non nulle.

Corollaire V.13
Un point d’équilibre hyperbolique est soit asympotiquement stable, soit non stable.

Exemple V.14
Considérons le cas du pendule simple amorti non contrélé.

= —Eoay(t) — ¢sin(a (1))

.’b2:0

k .
— ol %sm(ml) =0.

Ce qui est équivalent & z. = (0,0) ou z, = (m,0). La matrice jacobienne de f en x est

Tr@) = (é;cgsm) :{“)

On vérifie alors immédiatement que les valeurs propres de

0 1
J£(0,0) = (_g _k>
l ml2*

sont a partie réelle strictement négatives. Par suite ce point d’équilibre est asymptotiquement stable.
Par contre il y a toujours une valeur propre de

0 1
Jy(m,0) = (g _k)
l mil2 "

qui est strictement positive. Donc le point d’équilibre haut est instable.

Remarque V.15

Le cas du pendule simple non amorti sans contréle revient a poser k = 0. La conclusion est la méme pour le point
d’équilibre (m,0), mais I’étude des valeurs propres de la matrice jacobienne J;(0,0) ne permet pas de conclure car
les valeurs propres sont imaginaires pures et que f est non linéaire. Pour prouver la stabilité, il faut utiliser les
fonctions de Liapounov.
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CHAPITRE 2. STABILITE DES SYSTEMES DYNAMIQUES



Chapitre 3

Commande des systemes

I Introduction

On s’intéresse ici & un systéme commandé z(t) = f(x(t),u(t)) ot f est une fonction de Q x U & valeurs dans
R"™, Q ouvert de R" et U C R™. Si on se donne une fonction u : J — U, J intervalle ouvert contenant tg et que
Pon note @(t) = f(x(t),u(t)) = fu(t,z(t)), il n'y a aucune raison que f, soit continue. Il nous faut donc redéfinir ici
ce qu’on entend par solution de 1’équation différentielle &(t) = f(x(t),u(t)). Considérons donc le probléme

(IVP), { (t) = fu(t,z(t))

l’(to) = Z.

Ceci fait appel & l'intégrale de Lebesgue (voir le cours d’intégration) et aux fonctions absolument continues.

Définition I.1 (Fonction absolument continue) Une fonction f de I = [a,b],a < b a valeurs dans R" est
absolument continue sur I si et seulement si, pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que pour toutes familles d’intervalles
ouverts disjoints 2 a 2 (Ja;, bi])i=1... N, a; < b;, on a

N

S —a) <n=>_IIf(b) — fla)ll <e.

i=1 i=1

Théoréme 1.2
f :I=/[a,b] = R" est absolument continue si et seulement si f’ existe presque partout, appartient a L*([a,b]) et
que l'on ait

f@) = f@+ [ 1
L’intégrale est pris au sens de Lebesgue.

Définition 1.3 Une fonction x : [ — R" est localement absolument continue si elle est absolument continue sur
tout intervalle compact de I.

Définition 1.4 (Solution faible) On appelle solution faible de (IVP)y tout couple, s’il existe, (I,z), I C J
intervalle ouvert de R contenant tg et x : I — R" localement absolument continue vérifiant

(i) (t,z(t)) e QC R x R", J x Q ouvert, Vt € I
(ii) ©(t) = fu(t,z(t)), pour presque tout t € I
(’LZZ) .’E(to) = Xp-
Remarque 1.5
Si fu est continue et (I,z) est une solution faible alors I'application t — f,(t,z(t)) est continue. Par suite la dérivée

de x(t) qui existe presque partout est égale & une fonction continue. Donc &(t) existe partout sur I et (I,x) est une
solution classique.

Théoreme 1.6
(I, ) est une solution faible de (IV P) si et seulement si (t,x(t)) € Q pour tout t dans I, la fonction t — f,(t,x(t))
est localement intégrable et

z(t) = o —l—/t fu(s, z(s))ds.
15



16 CHAPITRE 3. COMMANDE DES SYSTEMES

Démonstration

— Si (I, x) est une solution faible, z(.) est absolument continue, alors (corollaire 2.41.5 de [5])
t t
x(t) =0 + / z(s)ds = xg + / Sfu(s,z(s))ds.
to to

— Réciproque.
Si I'application t — f,(t,x(t)) est dans L' et que 'on a

z(t) =z +/t fu(s,z(s))ds,

alors (théoreme 2.40.2 de [5]) #(t) = fu(t,(t)) presque partout. Donc (I, ) est une solution faible.
O
Afin que les solutions du systeme différentiel soient bien définies, il nous faut donc, concernant le controle nous
placer dans le bon espace fonctionnel qui est ici

U= L*([to, 7], U),
I'espace des fonctions de [tg, 7] & valeurs dans U C R™ essentiellement bornées, c’est-a-dire des fonctions vérifiant
[[u()lloo = Supessy, 7| (u(®)]| < +o0.

Remarque 1.7
Pour simplifier, on peut prendre les fonctions u(-) continues par morceaux.

On a alors le

Théoréme 1.8
Soit f: QxU — R"™,C,Q ouvert de R, U C R™, x¢ € Q. Alors pour tout u(.) € U, il existe une solution maximale
unique au systeme différentiel & condition initiale

B(t) = fult,x(t)) = f(x(t), u(t))
(IVP)2 { x(tg) = xp.
définie sur I = [tg, 7| ou [to, T].

Démonstration
Voir le lemme 2.6.2 page 64 de [4] O

Remarque 1.9
On prendra toujours ici I'instant initial to = 0 et I = [0, 7,[ et on notera x(.,xo,u(.)) la solution de (IV P)s,.

IT Controlabilité

On considére dans cette section un systéme controlé linéaire et autonome avec U = R™ et on ne s’intéresse qu’a
la relation entre l'entrée et 'état (y(t) = x(t)).

#(t) = Ax(t) + Bu(t)
(2)1 { {L‘(to) = Xp.

Définition I1.1 Etant donné z € R", on dit que U'état xy € R" est atteignable en temps T & partir de xq s’il
existe une commande w : [0, 7] — R™ telle que x(T,xo,u(-)) = xf. On note A(T, o) Uensemble des états atteignables
a partir de xo en temps T :

A(7, z0) = {a(7, o, u(")), u(-) € U}.
Théoréme II.2
Soit u(-) une commande et xo € R", I'unique solution de &(t) = Az(t) + Bu(t), x(0) = z¢ est

t
z(t, zo,u(-)) = e —|—/ e=)ABu(s)ds.
0
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Démonstration
11 suffit de poser b(t) = Bu(t) dans 2.(2.6). O
En particulier dans le cas ott 2o = 0 on a z(t) = [, e(t=9)4 By(s)ds et x(t) dépend linéairement de la commande
u(.). Par suite A(7,0) est un espace vectoriel et A(T,zg) est espace affine e™zy + A(7,0). Donc l'espace A(T, x)
0

est complétement caractérisé par ’ensemble A, = A(r,

t

Définition I1.3 Le systéme (X); est contrdlable en temps 7 si A(1,0) = R", ou de fagon équivalente si tout état
est atteignable en temps T a partir de n’importe quel état.

Théoréme I1.4
L’espace A, est égal a I'image de la matrice (n,nm) de contrélabilité

C=(B AB --- A"'B).

Remarque I1.5
(i) ImC = R(A, B) C R" avec R(A, B) I'espace vectoriel engendré par les vecteurs A'Bz,i € {0,...,n—1},z €
R".
(ii)) A, est indépendant de T.
(iii) dim A, = rang(C).

Corollaire I1.6 (Critére de contrélabilité de Kalman)
Le systéme (X); est contrélable si et seulement si la matrice de contrélabilité est de rang n.

Démonstration

(i) Montrons tout d’abord que A, C R(A, B). soit donc v € A;, alors il existe un contrdle u(.) tel que

v = fOT e(T_S)ABu(s)ds. Le polynome caractéristique de A annule A, par suite A™ et toute puissance

de A est une combinaison linéaire de I, A4,..., A" 1. On en déduit que pour tout i A’ laisse invariant
R(A,B). Il en est donc de méme pour e(7=%)4) de part sa définition. Ceci a pour conséquence que pour tout
5,e(T7)4ABu(s) € R(A, B) qui est un espace vectoriel, d’ott v = N e(T=9)ABu(s)ds € R(A, B).

(ii) Pour montrer 'inclusion R(A4, B) C A,, nous allons voir que A+ C R(A, B)*. Soit donc w € R",w L A,
alors w L @, état atteignable par la commande u(t) = B (e("=94)Tw qui est w = N e(T=ABBT (=N Ty s,
D’ou

0=<w,w>= / wTe(‘F*S)ABBT(e('rft)A)deS
0
= / ((e(T*S)AB)Tw)T((e(rfs)AB)Tw)dS
0

On en déduit que pour tout s, (e(T_s)AB)Tw = 0. Dérivons maintenant par rapport a s une fois, deux fois,
.., alors (eT=)4A'B)Tw = 0 et donc, s = 7, (A’B)Tw = 0 pour tout 7. On en déduit que pour tout
z € R™, < 2, (A'B)Tw >=< (A'B)z,w >= 0 et donc que w € R(A, B)~ .
O

Exemple I1.7
On considere le systéme controlé

Alors
0 1 0 0 1
A= (0 O),B_ <1) et C= (1 0).
C est donc de rang 2 est le systéeme est controlable.

Exemple 11.8
On considere le systéme controlé

&1 (t) = ax1(t) + ur(t) + ua(t)
(=)s { (1) = 2005 (8) + B (8) + Bau(t)

(a0 (1 1 (1 1 « o
A_(O 2a>’B_(31 ﬁ2>7 ot C_(/Bl P2 20/ 20452>'

C est donc de rang 1 si et seulement si f1 = (82 et a = 0. Le systéme est contrélable dans le cas contraire.

Alors



18 CHAPITRE 3. COMMANDE DES SYSTEMES

III Stabilisation par retour d’état

IT1.1 Introduction

Rappelons les différences entre la boucle ouverte et la boucle fermée.

t t

FIGURE 3.1 — Schéma fonctionnel simple d’un systeme en boucle ouverte.

FIGURE 3.2 — Schéma fonctionnel simple d’un systéme en boucle fermée par retour de sortie.

En pratique, on veut bien sur réguler le systéme en boucle fermée. Si y(t) = x(t) alors u(t) = w(t) + K(x(t)).
On parle alors de controle par retour d’état. On souhaite bien stir avoir un contréle qui stabilise asympotiquement
I’état, c’est-a-dire un controle qui ramene le systéme & un point de fonctionnement.

Définition III.1 (Point de fonctionnement) On appelle point de fonctionnement d’un systéme controlé un
point tel que f(ze,ue) =0.

Si (e, ue) est un point de fonctionnement alors bien évidemment z(t) = z. est une solution du probleme de

Cauchy
(IVP)s { igg)) - J; (j(t)’ u(t))

ou le controle est u(t) = u, pour tout ¢.

II1.2 Cas d’un systeme linéaire et autonome

On considere donc ici le cas de I'équation différentielle &(t) = Ax(t) + Bu(t) et ou le point de fonctionnement
est le point d’équilibre du systéme non controlé, c’est-a-dire que (z¢,u.) = (0,0) (A est supposé inversible).

Définition II1.2 Le systéme controlé ©(t) = Ax(t) + Bu(t) est dit asympotiquement stable par retour d’état s’il
existe un controle u(t) = K(x(t)) tel que origine soit un équilibre asymptotiquement stable de 'équation différentielle
z(t) = Ax(t) + BK(x(t)), appelée équation du systéme bouclé.

On va ici chercher un controle de la forme u(t) = Kz(t), K une matrice (m,n). On dit alors que I'on a une loi
de controle proportionnelle. Dans ce cas si le systéme controlé est asymtotiquement stable, on aura donc z(t) — 0
lorsque t — +oo pour toutes conditions initiales.

Le probleme se rameéne alors & trouver une matrice K tel que toutes les valeurs propres de A + BK soient a
partie réelle strictement négative.

Théoréme II1.3 (Théoréme de placement de pdles)

Si les matrices A et B satisfont au critére de Kalman, c’est-a-dire si le systeme &(t) = Ax(t) + Bu(t) est controlable,
alors pour tout p € R, il existe une matrice K telle que les valeurs propres de A + BK soient a partie réelle
strictement inférieure a p.

Démonstration
Voir 'annexe B.4 de [2]. O
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Exemple I11.4
On considere le systéme controlé

‘fl (t) = X2 (t)
IR o

(i) Les points de fonctionnement sont les points (e, te) = (Ze1,0,0)
(ii) u(t) = Kx(t) par suite K = (k1 k2) et

A+ BK = (8 (1J> " <(1)> b k2) = (’?1 ’“12)

P(\) = det(M\ — (A+ BK)) = \* — My — ky.
Pour avoir comme péle —1, il faut que P(\) = (A + 1)? et donc que k; = —1 et ko = —2.
(iii) Siu(t) = ka1 (t) = (k 0)z(t) = Kz(t) alors

0 1
]

Par suite det(A — (A + BK)) = A2 — k. On a donc 3 cas

(a) Sik >0 alors A = +vk et donc une valeur propre est strictement négative. Le systéme n’est donc pas
stable.

(b) Si k =0 alors I'unique valeur propre est nulle, mais dimker(A + BK) = 1. Par suite le systéme n’est pas
stable.

(c) k <0, les valeurs propres sont +iv/—k. Le systéme est donc stable mais non asymptotiquement stable.

ITI.3 Cas non linéaire

On s’intéresse dans cette sous section au cas d’un systéme contrdlé non linéaire &(t) = f(x(t), u(t)). On désire
stabiliser le systéme autour d’un point de fonctionnement par retour d’état proportionnel u(t) = u, + K (z(t) — ).
Le systeme bouclé est donc

#(t) = f(x(t), ue + K(x(t) — z)) = g(2(1)),
dont z. est un point d’équilibre. Comme g(z) = f(x,u. + K(xr — z.)),

/ _of _ of _
g'(x).00 = o (x,ue + K(z — x¢))0x + ™ (x,ue + K(z — z.)) Kéx.
Par suite
) = 2 of
g (‘TE) = or (:E(,,up) + ou (xe,UE)K
= A+ BK.

Le théoreme précédent dit qu’il suffit que les matrices A et B vérifient le critere de Kalman pour avoir ’existence
d’un contréle par retour d’état proportionnel permettant de stabiliser le systéme autour du point de fonctionnement.

Exemple II1.5

1 On considére un mélangeur dans lequel arrive un méme produit, par deux entrées différentes, avec des concentrations
respectivement c; et co (constantes), et des débits uy(t) et us(t). Le volume dans le mélangeur est noté V (t) et la
concentration c(t). Le débit en sortie est d(t) = v4/V(t), otl vy est une constante. Les contréles sont ui(t) et ua(t).
Un bilan volume-matiére permet d’établir que 'on a le systéme

(S) { V() = ur(t) + uz(t) —3/V (D)
&(t) = v (1 — e(t)ua(t) + (e2 — e(t)Jua(t))

(i) Le systéme s’écrit (t) = f(x(t),u(t)) avec

(2,0) — f(x,u):(l w Uy =y )

;((Cl — xo)uy + (ca — x2)ug)

1. Trélat, page 57
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(ii) (2, ue) est un point de fonctionnement si et seulement si

{ UL+ Us — y/T1 =0

?11((01 — .’Ez)ul + (02 — SL‘Q)UQ) =0

Soit
Ule + U2e :de :’7\/‘/6
—
ClU1e + CoU2e = Cele = CoYV/ Ve

(iii) On consideére le contréle u(t) = ue + K (z(t) — x.) ; K est ici une matrice (2,2) et on se pose la question de
savoir quelles conditions il faut sur les coefficient de K pour que le systéme controlé soit asymptotiquement
stable. Calculons pour cela

_of _ _2\/% 0 (a0
A= %(Ieyue) - < él ((c1 — @e2)tte1 + (C2 — Te2)Ue2) _vatues | T \ g 94

Lel

of 1 1 1 1
B=_ = | ci—%ea  c2—Tex | T
ou (e, e) ( 1%; Te1 ) (61 52)

11 faut donc trouver les coefficient de K tels que les valeurs propres de A+ BK soient a partie réelle strictement
négative. Or

et

A+BK:<k11+k21+a k12 + koo )’

Biki1 + Pakor  Biki2 + Bakae + 2a

par suite, les conditions (voir le TD1) sont

det(A+ BK) >0
trace(A+ BK) <0

Remarque II1.6
Dans ce cas le systéeme suivant appelé systéme linéarisé autour du point de fonctionnement

ox(t) = Adz(t) + Bou(t)
est controlable.

Remarque III1.7

En pratique les contréles sont contraints. Par exemple si le controle est I'intensité d’un courant il doit avoir une
valeur positive ou nulle et doit étre borné par une valeur maximale, par suite U # R™. La controélabilité, la stabilité,
etc. sont alors plus difficiles a obtenir.
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