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INTRODUCTION 4

Nous allons étudier I'équation différentielle a condition initiale suivante :
x(t) = f(x(t)), x(0) = xo.

Nous nous intéresserons plus particulierement a la stabilité des équilibres de I'équation
différentielle.

Définition 2.1.1 — Point d’équilibre

On appelle point d'équilibre tout point x. de R” qui vérifie f(x.) = 0.

I Remarque 2.1.1. Si xo = x. alors on a trivialement comme solution x(t) = x. pour
tout t.

Question : L'équilibre est-il stable ou instable ? Lorsqu'on part proche de ce point

d’équilibre, on s'en rapproche ou on s'en écarte ?

Exemple 2.1.1. Pour le pendule simple non contrdlé, le point (0,0) est un point
d’équilibre stable, alors que (7, 0) est un point d’équilibre instable.
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2.2. Equations différentielles linéaires autonomes



EqQuATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES AUTONOMES

On s'intéresse ici a la solution du probléme a valeur initiale

x(t) = Ax(t), x(0)= xo,

Les points d'équilibre sont les éléments de Ker A.

Si A est inversible, il n'y a qu'un seul point d'équilibre x. = 0.
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2.2. Equations différentielles linéaires autonomes
2.2.1. Approche élémentaire



APPROCHE ELEMENTAIRE (EXEMPLE)

On considére I'équation différentielle ordinaire linéaire scalaire

x(t) = Ax(t), x(0) = xo,
ou A € Ret x(-): R — R. On sait que la solution de cette équation, qui est unique, est
donnée par

A

x(t) = e*xo.

Cette solution est définie sur R et on a le comportement asymptotique suivant :
» Si A <0 alors lime 400 x(t) =0;
» SiA=0alors x(t) = xo;

Si xo < 0 alors lim— 400 x(t) = —o00;
« SiA>0alors { Sixy =0 alors x(t) =0;

Si xo > 0 alors lim¢_ 400 x(t) = 400.
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2.2. Equations différentielles linéaires autonomes

2.2.2. Exponentielle de matrice



EXPONENTIELLE DE MATRICE 10

Considérons |'espace vectoriel des matrices de taille n X n muni d'une norme matricielle

vérifiant ||AB|| < ||Al|||B|| pour toutes matrices A et B. Notons (M,(R), || - ||) cet espace.
- +oo Ak

Alors, cet espace est un espace de Banach et on peut montrer que la série Zk:o 47 est

absolument convergente! puisque

A All*
ZII | Z” H — Al < Lo

Définition 2.2.1 — Exponentielle de matrice

On appelle exponentielle de matrice I'application

exp: M,(R) — GLy(R)

K
A — exp(A):eA:Z%.

1. Or dans un Banach, toute série absolument convergente est convergente, cf. Proposition 3.19.5, Wagschal,
topologie et analyse fonctionnelle.



PROPRIETES DE L’EXPONENTIELLE DE MATRICE 1

L'exponentielle de matrice

vérifie les propriétés suivantes.

Théoréme 2.2.2

i) =1
i) si A=diag(\1,...,\s) alors exp(A) = diag(e™, ..., e*)
iii) si P est inversible on a exp(PAP™) = Pexp(A)P~!

iv) si A et B sont deux matrices qui commutent alors e
(at+B)A _ eaAeﬁA

A+B _ eAeB

v) pour tous « et 3 scalaires, €
vi) pour toute matrice A, €” est inversible et (exp(A)) " = exp(—A)

vii) pour toute matrice A, I'application t — e est C> et

ietA:AetA:etAA
dt




PROPRIETES DE L’EXPONENTIELLE DE MATRICE

12

> i) e’ =1 évident.
ii) évident.
—1 1 k 1
iii) P inversible : P = 37 (AP r =Y AP = petp?
iv) Si A, B commutent, alors?

(A+B) = Z (Z) AkBTE,

k=0
Ainsi, 3
+o0 +oo n —
A_B Z Z(A+B)n A+B A< Bk
e'e” = Ch = L =M = -2
n! I'(n—k)!
n=0 n=0 k=0
v) el@PA = g@4ePA car 0 A et aB commutent.
. _ _ . -1 _
vi) Aet —A commutent donc e ™ = e =€ = /. Ainsi, (e") =e

vii) Ze” = Ae™ = ™A : on dérive sous le signe somme.

2. Ceci est la formule du binéme de Newton.
3. ¢, est donné par le produit de Cauchy.
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2.2. Equations différentielles linéaires autonomes

2.2.3. Solution du probléme a valeur initiale



SOLUTION DU PROBLEME A VALEUR INITIALE 1

Théoréme 2.2.3

L’unique solution de

x(t) = Ax(t), x(to) = xo,

s'écrit
x(t) = el =0,

» Soit y(-) une solution. On pose z(t) = e~ (=4 (t). Alors, z(to) = xo et

2(t) = —Az(t) + e T(t) = —AeT Ty (1) + e T Ay (1) = 0,

donc z(-) est constant et finalement y(t) = el!=0)x,. [ ]

I Remarque 2.2.1. On peut fixer ty = 0.
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2.2. Equations différentielles linéaires autonomes

2.2.4. Comportement asymptotique des solutions



A DIAGONALE

16

Si nous considérons le cas du systéme différentiel

x(t) = Ax(t), x(0)= xo,

avec
A1
A =diag(A1, ..., n) =
0
La solution est alors
eMxo eth
x(t) = ; =
e™xo. 0

Le comportement asymptotique est alors

= si tous les \; sont strictement négatifs alors limy— oo x(t) =0 = xe;

= si tous les \; sont négatifs ou nuls alors la solution est bornée quand t — 400 ;

= si au moins un )\, est strictement positif et que xo,; # 0 alors ||x(t)|| — +o0, quand

t — 400.



RAPPELS SUR LA DIAGONALISATION DE MATRICES 17

Soit A € My(R).

On note P(X) = det(Xl, — A) le polyndéme caractéristique de A et Sp(A) le spectre de A,
i.e. I'ensemble des valeurs propres de A.

On introduit :

= la multiplicité algébrique my de A € Sp(A) est son ordre de multiplicité en tant que
racine de P(X);

= la multiplicité géométrique dy de X\ € Sp(A) est la dimension du sous-espace propre
associé Ex = Ker(Al, — A).

On rappelle qu'une matrice A € M,(R) est diagonalisable ssi VA € Sp(A), dx = mj et si
P(X) est scindé, i.e. de la forme P(X) =[] (X — A)™.

Al

Exemple 2.2.1. Soit A = (0 A\

). On a P(X) = (X — A\)? donc my = 2 mais

Ker(Ah — A) = Ker (8 é) =K (é)

donc d\ = 1. Au final, A est non diagonalisable.



A DIAGONALISABLE DANS R

18

Supposons A diagonalisable dans R. Alors 3 P € GL,(R) t.q.
A=PAP!
avec A € M,(R) une matrice diagonale.
Posons z(t) = P~'x(t), alors z(t) est solution de
2(t) = P7x(t) = PTYPAP I x(t) = A z(t)
{ z(0) = P xo.

On a donc z(t) = e™P71xp et

x(t) = Pz(t) = (P e P ")x.

Par suite le comportement asymptotique est caractérisé par les valeurs propres de la
matrice A.



A DIAGONALISABLE DANS R — PLAN DE PHASE POUR n = 2 19

0.5

-0.5

x(t) = (P et/\P71)><07

A= diag(/\l, )\2).

P1 . P2 . P3
N
05 05
0 0
05 05
N\
05 0 05 o 05 0 05 o 05 0 05 1

X

X

X

Figure 1 — (Gauche) A\; < 0, A2 < 0. (Milieu) A1 > 0, A2 > 0. (Droite) A\; X2 < 0.

I Remarque 2.2.2. Si xy € Ker(A\1/ — A), alors x(t) = eMxg € Ker(A1h — A).



n =2 ET A DIAGONALISABLE DANS C, MAIS NON DANS R 20

Supposons A diagonalisable dans C, mais non dans R.

= |l existe alors une valeur propre A =a + i3, 8 #0:

3P € GLy(R), tel que A=PBP™ ' avec B= (_aﬁ g) .
= Dans cette base le systéme x(t) = Ax(t) s'écrit 2(t) = B z(t).
» La solution en z est donc
cos(ft sin(St
z(t) = exp(at) (7 snE(Bi)E) cos((ﬂt))) 7o = exp(at)R(—pt)z.
= Comportement asymptotique
- Si a <0 alors z(t) — 0 quand t — +00;
- Si a =0 z(t) est borné;
- Sia>0et z # 0 alors ||z(t)|| = 400 quand t — +o0.



A DIAGO DANS C, PAS DANS R — PLAN DE PHASE POUR n =2

21
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x(t) = exp(at) (PR(—Bt)P )x0, R() = (
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sin(0)
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Figure 2 — (Gauche) o < 0. (Milieu) a = 0. (Droite) a > 0.



n =2 ET A non DIAGONALISABLE DANS C 22

Supposons A non diagonalisable dans C.

» L'unique valeur propre X est réel et le sous espace propre est de dimension 1 et A est

se |b|ab|e é Ia matrice

» Dans cette base le systeme différentielle s'écrit z(t) = J z(t)

0 1

J:)\H-(O 0

):/\l—i—N.

« Les matrices comutent et la matrice N> = 0, donc

z(t) = eM (IJr (8 é)) 2.

= Une nouvelle fois donc, si A < 0 alors z(t) — 0 quand t — +oo.



A non DIAGONALISABLE DANS C — PLAN DE PHASE POUR n =2 23
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Figure 3 — (Gauche) A < 0. (Milieu) A = 0. (Droite) A > 0.



TD1

24

L’objectif du TD1 est de comprendre / construire le diagramme suivant :

Poincaré Diagram: Classification of Phase Portaits in the (det A, Tr A)-plane

degenerate sink

sink

spiral sink

A=0:
det A=1(Tr A)®

|

det A

spiral source

center

source

degenerate source

line of stable fixed points

line of unstable fixed points
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2.3. Equations différentielles linéaires avec second membre



EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES AVEC SECOND MEMBRE 26

On s'intéresse maintenant aux équations différentielles linéaires a condition initiale de la

forme
{ x(t) = Ax(t) + b(t)

X(to) = Xp.

(1)

La matrice A € M,(R) est constante et la fonction b: R — R" est supposée de classe C*,
k > 0. On ne considére pas le cas ou A dépend du temps.

I Remarque 2.3.1. On admet I'existence d’'une solution unique.

Théoréme 2.3.1

La solution du probléme de Cauchy (1) (ou probléme & valeur initiale) s'écrit

t
x(t) = et = +/ et =Mp(s) ds.

to




EqQuATIONS DIFFERENTIELLES AFFINES ET AUTONOMES

27

Vérifions que x(t) = el!=04x, + ftz elt=94p(s) ds est solution de
{ x(t) = Ax(t) + b(t)
X(to) = Xp.
= La condition initiale est vérifiée car :

to
x(to) = e~ x + / e p(s) ds = x.

to

= L'équation différentielle est elle aussi vérifiée car :

. _i (t—t9)A i tA ' —sA
x(t) = dt(e )xo + T\ toe b(s)ds

t
= AT + A etA/ e b(s)ds + e”e "b(t)

to

= Ax(t) + b(t).



EqQuATIONS DIFFERENTIELLES AFFINES ET AUTONOMES

28

Retrouvons la solution de x(t) = Ax(t) + b(t), x(to) = xo.

On pose x(t) = elt"©)Az(t) et on cherche z(t). Tout d’abord,
» x(tg) = el0™ 0472 (t5) = z(ty) = xo.
» x(t) = Ax(t) 4+ eltT0A5(¢).

On veut donc que b(t) = el " 3(t), ou encore que z(t) = e(®~Y4p(¢).

Finalement .
Z(t):x0+/ e(t" SAb(S)
to
d'ol
x(t) = et =0 7(1) = 704 +/ (E=)4p(s) ds,
to
car e(t—tO)Ae(tg—s)A _ e(t—s)A_

Cette méthode est ce que I'on appelle la méthode de la variation de la constante.
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2.4. Equations différentielles non linéaires autonomes
2.4.1. Définitions



DEFINITIONS 31

On considére I'équation autonome (i.e. f ne dépend pas de t) :
x(t) = f(x(t)), x(to) = xo,

ol
f: QeR” — R’
X —  f(x), S ouvert.

Définition 2.4.1

On suppose f continue. On appelle solution de (/VP) tout couple (/,x), t.q. /
intervalle ouvert de R contenant to et x: | — R" dérivable en tout point et vérifiant

« x(t) €Q, Vtel,;
= x(t) = f(x(t)), Vt € I;
] X(to) = Xp.

\. J

Exemple 2.4.1. Considérons le systeme x(t) = x(t)* sur R.
= La fonction nulle est une solution définie sur tout R.

» La fonction x(t) = —1 définie deux solutions resp. sur |—co, 0[ et ]0, +oo] avec
X0 = F1, top = £1.
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2.4. Equations différentielles non linéaires autonomes

2.4.2. Existence et unicité des solutions



THEOREME DE CAUCHY-LIPSCHITZ 3

Définition 2.4.2 — Fonction localement lipschitzienne

L'application f: Q C R" — R", Q ouvert, est localement lipschitzienne par rapport
a la variable x si et seulement si pour tout xo € 2 il existe un voisinage V € V(xo)

et une constante k > 0 tels que

Vx1 €V, Vxx €V, ||f(X1) — f(Xz)H < k||X1 — X2||.

Proposition 2.4.3

Si f est différentiable par rapport 3 x et si I'application dérivée f': Q — L(R") est
continue alors f est localement lipschitzienne.

Théoréeme 2.4.4 — Théoreme de Cauchy-Lipschitz

Soit f: Q — R", Q ouvert de R", f localement lipschitzienne alors pour tout
xo € Q, il existe une unique solution (maximale) au probléme de Cauchy

x(t) = f(x(t)), x(to) = xo.
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2.5. Stabilité des équilibres

2.5.1. Définition



STABILITE 36

Définition 2.5.1 — Point d’équilibre

On appelle point d’équilibre tout point x. de R" qui vérifie f(x.) = 0.

Définition 2.5.2 — Stabilité

Nous dirons qu'un équilibre x. est stable si, pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel
que
o —xe|| <0 et t>0 = |[x(t,x)— xe <e.

I Remarque 2.5.1. Toute solution proche de x. stable en reste proche.
Définition 2.5.3 — Stabilité asymptotique

Nous dirons qu’un équilibre x. est asymptotiquement stable (A.S.) si il est stable
et si il existe un voisinage V de x. tel que, pour tout xp € V,

lim x(t,x0) = Xe.
t——+oo
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2.5. Stabilité des équilibres

2.5.2. Résultats



STABILITE DANS LE CAS LINEAIRE AUTONOME ET HOMOGENE 38

Théoreme 2.5.4

= L'origine est un équilibre asymptotiquement stable de x(t) = Ax(t) si et
seulement si toutes les valeurs propres de A sont a partie réelle strictement
négative.

= Si A a au moins une valeur propre a partie réelle strictement positive, alors
I'origine n'est pas un équilibre stable de x(t) = Ax(t).

Théoréme 2.5.5

L’origine est un équilibre stable de x(t) = A x(t) ssi toutes les valeurs propres de A
sont 3 partie réelle négative ou nulle et si pour toute valeur propre de partie réelle
nulle, les multiplicités algébrique et géométrique coincident.




STABILITE (PAR LINEARISATION) DANS LE CAS NON LINEAIRE 39

Théoreme 2.5.6

Soit xe un point d’équilibre de x(t) = f(x(t)). Si toutes les valeurs propres de

f'(xe) sont & partie réelle strictement négative, alors le point d’équilibre x. est
asymptotiquement stable.

I Remarque 2.5.2. Cette condition n'est pas nécessaire dans le cas non linéaire.

Exemple 2.5.1. Considérons x(t) = f(x(t)) = —x>(t). Alors, x. = 0 est un point
d’'équilibre A.S. tel que f'(xe) = 0, car pour xo # 0, on a :

X(t, %) = SE000)
2t + %
0

Théoréme 2.5.7

Si f'(xe) a au moins une valeur propre a partie réelle strictement positive, alors x.
n'est pas un équilibre stable.

I Remarque 2.5.3. La réciproque est fausse.



STABILITE PAR LINEARISATION : EXEMPLE 40

Exemple 2.5.2. On considére les cas x(t) = f(x(t)) et x(t) = g(x(t)) avec xe = (0,0) et

Flx) = ( xe = xi(xf +x3) )7 g(x) = ( x2 +x1(x + x3) )

—x] — xz(xl2 + x22) —x1 + xz(xl2 + 52

Alors, x. est A.S. pour x(t) = f(x(t)) et instable pour x(t) = g(x(t)).
On a tout d'abord

/ ! _ 0 1) _
fi(xe) =g (x) = (_1 0 = A.
Ainsi, Pa()\) = det(Ah — A) = A> + 1 donc \ = =%i.

I Remarque 2.5.4. Real(£/i) = 0.

Soit x(-) une solution de x = f(x). On pose p(t) = ||x(t)||? et on a alors p'(t) = —2p(t)>.

Pour x = g(x), on a p/(t) = 2p(t)*. On peut alors conclure, cf. polycopié.



EQUILIBRE HYPERBOLIQUE

Définition 2.5.8

Un point d'équilibre est dit hyperbolique si toutes les valeurs propres de f'(x.)
sont a partie réelle non nulle.

Corollaire 2.5.9

Un point d’équilibre hyperbolique est soit asympotiquement stable, soit non stable.

Remarque 2.5.5. Pour n =2 on a en x. un point d'équilibre :
= Sidet(f'(xe)) < 0 ou (det(f'(xe)) > 0 et tr(f'(xe)) > 0) alors x. n'est pas stable.
= Sidet(f'(xe)) > 0 et tr(f'(xe)) < 0 alors x. est A.S.




STABILITE DES EQUILIBRES — RECAPITULATIF 2

Cas linéaire : x(t) = Ax(t). On pose x. = 0.
= . est un eq. A.S. ssi V) € Sp(A) : Re()\) < 0;
= Si 3\ € Sp(A) t.q. Re(A) > 0 alors xe est un eq. instable;
= X est un eq. stable ssi VX € Sp(A) : Re(A) <0 etsi VA € Sp(A) t.q. Re(A\) =0 on
amy = d)\.
Cas non linéaire : x(t) = f(x(t)). Soit xe t.q. f(xe) =0 et A= f'(x).
= SiVAeSp(A):Re(\) <0 alors xe AS.;
= Si 3\ € Sp(A) t.q. Re(X) > 0 alors xe est un eq. instable.

Cas hyperbolique : x. eq. hyperbolique ssi V A € Sp(A) : Re(\) # 0.
= Un point d'équilibre hyperbolique est soit A.S., soit instable.
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2.5. Stabilité des équilibres

2.5.3. Exemples et applications



EXEMPLE DU PENDULE SIMPLE (NON CONTROLE)

44

Figure 4 — Pendule simple.

)-(1(1‘) = Xz(t)

%o(t) = —&sin(xi(t))
Xl(O) = X0,1 = Qo
x2(0) = x0,2 = co



EXEMPLE DU PENDULE SIMPLE (NON CONTROLE) as

La figure ci-dessous montre les trajectoires dans le plan de phase. On a un point
d’équilibre stable, mais non asymptotiquement stable et deux points d'équilibre instables.
En présence de frottements, le point d’'équilibre stable devient alors un point d’équilibre
asymptotiquement stable.

J

{

—pi 0 pi

X



EXEMPLE DU PENDULE SIMPLE (NON CONTROLE) 46

Pendule simple : x(t) = f(x(t)) = (x(t), —& sin(x1(t))).

On a oo 0 1
fi(x) = (—%cos(n) 0>'

Donc en x. = (0,0), on a

0 1

_e o) = det(f'(xe)) > 0 et tr(f'(xe)) =0

=  on ne peut pas conclure.

) = (

En revanche, en x. = (7,0), on a

f(xe) = (g (1)) = det(f'(x)) < 0 et tr(f'(xc)) =0

= X est instable.



EXEMPLE DU PENDULE SIMPLE (NON CONTROLE) a7

L’énergie mécanique du pendule s’écrit E(x1, x2) = T(x) + V(x1), avec
T(x) = %ml2><22 > 0 I'énergie cinétique et V(x1) = —mgl cos x; I'énergie potentielle de
pesanteur. On a :

Vit o E(x(t)) = E(x(0)),
c-a-d I'énergie mécanique est conservée. On peut alors montrer que (0, 0) est stable, cf. la
figure ci-dessous :

X1




EXEMPLE DU PENDULE AMORTI (NON CONTROLE) a8

Pendule simple amorti : x(t) = f(x(t)) = (x(t), — £x(t) — & sin(x(t))).
En x. = (0,0), on a

% L) = de(f(x) > 0et w(f(x)) <O

m

f'(xe) = (

= x. est AS.

On a de plus : A = tr(f'(x.))” — 4det(f'(xe)) = X5 — 4E.

m

Ainsi :
» SiA >0, alors \ip = 3(—£ £ V/A)<0:cas PL, Fig. 1, slide 19.
» SiA<O0 alors A2 =3(—% £i/JA])=a=£iB, a<0:cas P7, Fig. 2, slide 21.

» SiA=0,alors A =\ =—5 <0 etdim(Ker(f'(x.) — Ah)) = 1 : cas P11, Fig. 3,
slide 23.



EXEMPLE DU PENDULE AMORTI (NON CONTROLE) — REMARQUE

49

Question : Dans le cas du pendule simple amorti, a-t-on montré que pour g = 7,
&o = 0, le systéme allait converger vers I'équilibre A.S. (0,0)?



EXEMPLE DU PENDULE AMORTI (NON CONTROLE) — REMARQUE 49

Question : Dans le cas du pendule simple amorti, a-t-on montré que pour g = 7,
&o = 0, le systéme allait converger vers I'équilibre A.S. (0,0)?

Réponse : Non, on ne I'a pas montré!
On a montré que Iag > 0, 3ap > 0 t.q.
V(O{o,o-éo) EW= ]—O_éo 76“)[ X ]—ao,ao[ € V(070)7 (a(t)7d(t)) - (010),

avec (a(0), &(0)) = (w, co). Mais on ne connait pas &o, &o! Pour aller plus loin, il faut
utiliser la théorie de Lyapunov.

Attention : dans le cas non linéaire, la notion de stabilité est locale!
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