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> Exercice 1. (9 points) Soit o une constante réelle fixée. On considere le

systeme
21(t) = —w1(t) + w2(t) — w3(t)
(5) @2(t) = —xa(t) + aws(t) + u(?)
t3(t) = —21(t) + u(t)
1.1. Ecrire ce systéme sous la forme i(t) = Az(t) + Bu(t). On donnera les

matrices A et B

1.2. Pour quelles valeurs de « le systeme est-il controlable 7

La matrice de controlabilité est

0 0 -1+«
C=11 -14+a 1-«a |.
1 0 0

Le systeme est controlable si et seulement si rang(C') = n = 3 si et seulement
si det(C) = —(1 — a)? # 0 si et seulement si o # 1.

1.3. donner les points de fonctionnement de (S) lorsque o # 17

u = I
Ar+Bu=0<=< o1 —a9+ax3=0
—z1+z2—23=0
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Par suite pour « # 1, les points de fonctionnement sont (x., ue) = (z1, 1,0, z1).

1.4. On considére un controle par retour d’état autour d’un point de fonc-
tionnement (x,,ue) : u(t) = ue + K(x(t) — x.).

1. Quels sont les dimensions de la matrice K.

2. Calculer A+ BK.

3. Que doit vérifier la matrice A + BK pour que 'on controle asymp-
totiquement le systeme autour du point de fonctionnement.

4. On considéere maintemant le cas o = 1 et on suppose que 'on a un
point de fonctionnement (., ue). Peut-on trouver des coefficients afin
que le retour d’état stabilise asymptotiquement le systéeme autour de
ce point de fonctionnement ?

1. K e M;3(R)
2.
-1 1 -1
A+ BK = k1 (ke —1) kst
ki —1 ko ks

3. Les valeurs propres de A + BK doivent étre a partie réelle négative.
En effet le systeme par retour d’état s’écrit @(t) = Ax(t) + B(ue +
K(z(t) —x.) = g(x(t)) et z, est un point d’équilibre de ce systeme.
Ensuite si on pose y(t) = xz(t) — z. alors le systéme s’écrit en y
y(t) = (A+ BK)y(t) et dire que x(t) converge vers x. est équivalent
a dire que y(t) converge vers 0 lorsque ¢ tend vers +oc.

4. Pour a = 1 on arang(A+BK) = 2 (ligne 1 + ligne 2 = ligne 3). Donc

0 est une valeur propre de A + BK. On ne peut donc pas stabiliser
asymptitiquement le systeme par retour d’état.

> Exercice 2. (7 points)
On considere le modele de péche suivant

($){ #(t) = re(t)(1 — =2) — aa(t)ulz)

ou r,b et a sont des constantes strictement positives, x(t) représente la bio-
masse totale et u(t) le taux de péche.

2.1. Donner la fonction f permettant d’écrire I’équation différentielle sous
la forme @(t) = f(x(t),u(t)). Le systeme est-il linéaire. Si oui, on donnera
les matrices A et B.
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f:RxR — R
(x,u) — f(z,u) =rz(l —z/b) — axu.
Il s’agit d’un systeme non linéaire.

2.2. Donner les points de fonctionnement (z.,u.) de ce systeme.

f(z,u) = 0<=rz(l —z/b) — azxu = 0.
— Cas 1 z =0 et u est quelconque.
— Cas2z#0etu=(r/a)(1—1z/b).
2.3. On considere un controle par retour d’état autour d’un point de fonc-
tionnement (xe, ue) : u(t) = ue + K(x(t) — x¢).
1. Quels sont les dimensions de la matrice K.
2. Donner la condition sur K pour que ’on controle asymptotiquement
le systeme autour du point de fonctionnement.
3. Avec une valeur de K qui vérifie la condition ci-dessus, et partant
d’un point tres éloigné du point de fonctionnement, que peut-on dire
de la limite de z(t) lorsque ¢ tend vers +oo.

1. KeR.

Exercice 3. (4 points) Soit tg < t; < ---ty = ty. On rappelle les schémas
d’Euler explicite et implicite a pas constant h = (t; — t9)/N pour résoudre
un probleme de Cauchy
i(t) = f(t,z(t))

P Sy e

Euler explicite
Tit1 = T + hf(tz', a:z)

Euler imlicite

Tiy1 = o + hf(tig1, zir1).

On considere le systeme suivant

=,

p(t) = —qlt

(IvP) q(0) = qo
p(0) = po.

On note x = (g, p).
3.1. Ecrire ce que donne le schéma d’Euler explicite sur cet exemple et
montrer que ||z1]|? = (1 + h?)||zo||?.

3.2. Ecrire ce que donne le schéma d’Euler implicite sur cet exemple et

montrer que ||z1][? = meOHQ.

3.3. Quels commentaires pouvez-vous faire ?



