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1 Introduction

On désire calculer la solution sur un intervalle [tg, 7] du probleme de Cauchy
a(t) = f(t x(t))
1vpP
( ) { x(tg) = o,
ou f: Qe R xR"—= R", Qouvert et (to, o) € 2.
Définition 1.1 (Définition classique). On suppose f continue. On appelle

solution classique de (IVP) tout couple (I,x), I intervalle ouvert de R,
contenant ty et = : I — R’ dérivable en tout point et vérifiant :

1. (t,z(t) € Q, Vte I;
2. &(t) = f(t,z(t)), Yt e I;
3. z(to) = xo.
Une telle solution est aussi appelée courbe intégrale de I’équation différentielle.

Remarque 1.2. Si f est continue (resp. C*) et (I,z) est une solution, alors
x est C1 (resp. CF+1).

Les équations différentielles pour lesquelles on peut calculer une solution
analytique (en pratique avec des fonctions usuelles (sin,log,...) sont rares.
La seule solution est alors de calculer une approximation de la solution via un
algorithme. On trouvera dans [2] une bonne introduction sur ces méthodes
numériques et dans [3] et [4] un panorama assez complet des différentes
méthodes existantes.

2 Exemple
Soit
.Cbl(t) = .CCl(t) + .CCQ(t) +sint
da(t) = —21(t) + 312(%)
AVP)§ w0y = —9/25
22(0) = —4/25
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La solution est

x1(t) = (—1/25)(13sint + 9cost)
x2(t) = (—1/25)(3sint + 4 cost).

Sur cet exemple on constate que si on utilise les valeurs des parameétres
par défaut dans les codes d’intégration numérique on peut tres rapidement
obtenir des résultats faux. Par exemple sur la Fig. [1, la solution calculée
pour les valeurs par défaut des parametres RelTol et AbsTol de ODE45
n’est pas du tout périodique.
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FIGURE 1 — Solutions calculées avec ODE45, RelTol=10"3 et
AbsTol=10"%, RelTol=10"% et AbsTol=10"?, RelTol=10"10 et
AbsTol=10"1% et solution eracte.

3 Intégration numérique par les méthodes de Runge-
Kutta explicites

On considere une subdivision ¢y < t; < ... < ty = ty dans I. On note
h; = tiv1—t;, i =0, N —1, les pas en temps (non nécessairement égaux), et
himaz = max;(h;). Nous allons calculer successivement les valeurs approchées
Z1y...,xn de x(t1),...,x(tN).

Remarque 3.1. Pour simplifier les notations, nous n’écrirons dans la suite
que le premier pas
xr1 =g+ hq)(to, xo, h)
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Définition 3.2 (Schéma d’Euler (1768)). On appelle méthode d’Euler ex-
plicite le schéma
x1 = xo + hf(to, J}o). (1)

Remarque 3.3. Le shéma d’Euler explicite est tout simplement une ap-
prozimation de l'intégrale fttol f(s,z(s))ds par hf(to,xo).

Exemple 3.4. , ,
z(t) =t* + x°(t)
(vp) { z(—1.5)=-14

T
—&—h=1/2

h=1/4
251 X h=1/8 &
solution
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FIGURE 2 — Schéma d’Euler, h =1/2,1/4,1/8.

L’idée évidente pour améliorer la précision numérique est d’approcher cette
intégrale par une formule de quadrature ayant un ordre plus élevé. Si on
exploite, pour améliorer I’approximation de l'intégrale, le point milieu, nous
obtenons

h h
:):(tl) ~xg+ hf <t0 + 5,1’(&) + 2)) .

Mais on ne connait pas la valeur de z(to+ %), d’ou I'idée d’approximer cette
quantité par un pas d’Euler : z(ty + h/2) ~ zg + 2 f(to, z). Nous obtenons
ainsi le schéma de Runge.

Définition 3.5 (Schéma de Runge (1895)).

r1 =x0+ hf <t0+;b,$o+gf(to7wo)> : (2)
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4 Meéthodes de Runge-Kutta explicite

4.1 Définition

Définition 4.1 (Méthode de Runge-Kutta explicite). On appelle méthode
de Runge-Kutta explicite a s étages, la méthode définie par le schéma

ki1 = f(to, o)
ko = f(to + c2h, zo + hazik1)

ks = f(to + cshymo + h Y5 agiki)
r1 =x9+ hZf:1 bz‘ki

ou les coefficients c¢;, a;; et b; sont des constantes qui définissent précisément
. . . i—1
le schéma. On supposera toujours dans la suite que ¢; =0 et ¢; = > ' aij

]:
pour i =2,...,8.

On représente en pratique ce schéma par le tableau de ButcherEl[IIﬂ, cf. la
figure 3] et la table

&1
C2 | a21
C3 | a3z1 as2

Cs | Gs1 Qg2 ... GAss—1

by by ... bs_1 b

TABLE 1 — Tableau de Butcher.  FIGURE 3 — Professeur John Butcher.

Exemple 4.2. On considére par exemple les schémas

4.2 Ordre

Rappelons tout d’abord les notations de Landau.

Définition 4.3 (Notations de Landau). 1. L’équation ci-apres si-
gnifie qu’il existe un voisinage U de 0 et il existe une constante C
telle que pour tout h € U on a |le(h)| < C|hP.

e(h) = O(hP). (4)

1. https://en.wikipedia.org/wiki/John_C. Butcher
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0
0 1/3[1/3
0 1/2 [ 1/2 2/3| 0 2/3
1 0 1 |1/4 0 3/4
Euler (ordre 1) Runge (ordre 2) Heun (ordre3)
0 0
1/2 [ 1/2 1/3| 1/3
12| 0 1/2 2/3|-1/3 1
1 0 0 1 1 1 -1 1
|1/6 2/6 2/6 1/6 | 1/8 3/8 3/8 1/8

La méthode RK4 (ordre 4) RKk4, regle 3/8 (ordre 4)

TABLE 2 — Schémas de Runge-Kutta classiques.

2. L’équation ci-apres signifie qu'il existe une fonction e(h) a valeurs
réelles telle que |le(h)|| = |h|Pe(h) avec e(h) — 0 quand h — 0.

e(h) = o(hP). (5)

Définition 4.4 (Ordre). On dit qu'une méthode & un pas est d’ordre p > 1
si, pour tout probleme de Cauchy avec f suffisamment dérivable, I’erreur
sur un pas, appelée erreur locale satisfait

e(h) = 1 — z(t1, to, x0) = O(KPT), (6)

ou x7 est la valeur calculée par le schéma et z(t1,to, xg) est la valeur exacte
du probleme de Cauchy avec la valeur initiale x(t9) = xo.

Remarque 4.5. Attention, un schéma d’ordre p a une erreur locale en
O(hPT). On démontre que c’est Uerreur globale xn — x(t s, to, o) qui est en
O(hhaz)-

Exemple 4.6. Le schéma d’Euler explicite est d’ordre p = 1 car par définition
de la dérivée on a

z(ty) = z(to + h) = ¢ + hi(to) + O(h?) = x¢ + hf(to, z0) + O(h?)
=x1 + O(hZ)
4.3 Exercices

> Exercice 1. Ecrire les schémas de Runge-Kutta correspondant aux tableaux
de la table |2| (pour les tableaux de Butcher a 1, 2 et 3 étages)
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Exercice 2. On considére le schéma de Runge-Kutta explicite a 2 étages

0

s
C2 | 21 avec ¢C; = E Aij,
b1 bz J=1

Démontrer que les relations que doivent vérifier les coefficients pour avoir
un schéma d’ordre 2 sont

1
bi+by=1 et boag = 5

> Exercice 3.

> Exercice 4. On considere 1’équation différentielle suivante

q(t) = p(t) (7)
p(t) = —q(2). (8)
On note x = (¢, p).
4.1. Montrer que le long de toute trajectoire on a
po(t) + ¢*(1)
qui est constant.

4.2. Ecrire le schéma d’Euler explicite sur cet exemple et montrer que
[l21]]? = (1 + h%)]|zo|*.

4.3. On appelle le schéma d’Euler implicite le schéma x1 = xg + hf(t1,x1)-
Ecrire le schéma d’Euler implicite sur cet exemple et montrer que ||x1||> =

ﬁonH?

5 Méthodes de Runge-Kutta implicite

5.1 Définition

Définition 5.1. Méthode de Runge-Kutta implicite On appelle méthode
de Runge-Kutta implicite a s étages, la méthode définie par le schéma

ki = f(to +cihyxzo +h Y 5 aijkj) pour i=1,...,s ©
1 =x9+h Zle bik;

ou les coefficients ¢;, a;; et b; sont des constantes qui définissent précisément
, . . S

le schéma. On supposera toujours dans la suite que ¢; = ZFI a;j pour

1=1,...,8s.

On représente en pratique ce schéma par le tableau de Butcher, cf. la table

B3l
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C1 | a1l ais
Cs | Gs1 Qss
‘ bl bs

TABLE 3 — Tableaw de Butcher.

5.2 Exercices

> Exercice 5 (Euler implicite). Ecrire le schéma pour

1|1
1

> Exercice 6 (Trapéze). Ecrire le schéma pour

> Exercice 7 (Point milieu). Ecrire le schéma pour

1/21/2
1

>> Exercice 8 (Gauss implicite & deux étage d’ordre 4). Ecrire le schéma pour

1/2 -/3/6 1/4 1/4—+/3/6
1/2++/3/6|1/44++/3/6 1/4
| 1/2 1/2

Remarque 5.2. La méthode est implicite car sur chaque pas, il faut résoudre
un systeme d’équations non linéaires a ns équations et ns inconnues.

(S){ ki = flto+cihzo +hY 25y aijky) pour i=1,...,s
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