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Introduction

(IVP), { x(t) = fu(t, x(t)) = £(x(t), u(t))

X(to) = Xp.

o Hypothése : f est de classe C! et définie sur Q x U, Q C R” ouvert,
UcCR™

@ Pour une loi de commande v : J — U, J intervalle ouvert contenant
to, fu(-, x) peut ne pas &tre continue, car u peut étre discontinue.

Qu'est-ce qu'une solution de (/VP); 7




Fonction absolument continue

Une fonction f de | = [a, b],a < b a valeurs dans R" est absolument
continue sur | si, pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que pour toutes
familles d’intervalles ouverts disjoints 2 a 2 (]a;, bi[)i=1...n, ai < bj, on a

N N
D (bi—a) <n=>_|If(b)—f(a)l| <e.
i=1 i=1

v
Théoréme

f : 1 =][a, b] = R" est absolument continue si et seulement si f' existe
presque partout, appartient a L1([a, b]) et que I'on ait

f(x) = f(a) +/X f'(t)dt.

a

L’intégrale est prise au sens de Lebesgue.

v




Fonction absolument continue

L'escalier de Cantor, ou escalier du diable, —
est le graphe d'une fonction f continue /4
croissante sur [0,1], telle que f(0) = 0
et f(1) = 1, qui est dérivable presque J}
partout, la dérivée étant presque partout -—'f
nulle. Cette fonction ne peut donc pas étre J
absolument continue.

Escalier de Cantor.




Solution

Définition (Solution faible)

On appelle solution faible de (IVP); tout couple (I, x), | intervalle ouvert
de R contenant ty et x : | — R" localement absolument continue vérifiant

Q (t,x(t)) e JxQCRXxR" Vtel
Q x(t) = fu(t,x(t)), pour presque tout t € |
() X(to) = Xp-

Théoréme

(1,x) est une solution faible de (IVP)1 si et seulement si (t,x(t)) € J x Q
pour tout t dans |, la fonction t — f,(t, x(t)) est localement intégrable et

() = %0+ / (5,40 N)eb = / Al ek

to to




Remarque

Si f, est continue, alors (I, x) est une solution faible si et seulement si
(1,x) est une solution classique.

Afin que les solutions du systéme différentiel soient bien définies, il nous
faut donc, concernant le contrdle nous placer dans le bon espace

fonctionnel qui est ici
U = L*([to, 7], U),

I'espace des fonctions de [to, 7] a valeurs dans U C R™ essentiellement
bornées, c'est-a-dire des fonctions vérifiant

lul]oo = Supessierllut)]] < +oo.

Remarque

Pour simplifier, on peut prendre les fonctions u continues par morceaux.

INP



Solution

Soit f : Qx U — R",C,Q ouvert de R", U C R™, xq € Q. Alors pour tout

u € U, il existe une solution maximale unique au systéme différentiel a
condition initiale

(IVP), { x(t) = fu(t, x(t)) = £(x(t), u(t))

X(to) = XQ.

définie sur | = [to, 4| ou [to, T].

Remarque

On prendra toujours ici l'instant initial ty = 0 et | = [0, 7,[ et on notera
x(+, x0, u) la solution de (IVP)1. J = [0, 7| est ici un intervalle fermé, il faut
donc adapter les définitions précédentes, ce qui se fait sans mal.




Controlabilité

On s'intéresse ici a la relation entre I'entrée et I'état (y(t) = x(t)).

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
(2)x { x(0) = xo.

Définition

Etant donné xy € R", on dit que 'état x; € R" est atteignable en temps T
a partir de xq s'il existe une commande u : [0,7] — R™ telle que

x(7, %0, u) = x¢. On note A(T, xp) I'ensemble des états atteignables a partir
de xp en temps T :

A(1,x0) = {x(7, x0, u(-)), u(-) € U}.




Contrélabilité - Définition

Soit u une commande et xg € R", I'unique solution de (X); est

t
x(t, xo, u) = e?xg +/ e(t=9)ABy(s)ds.
0

Remarque

Sixp=0onax(t) = fot e(t=5)ABu(s)ds qui dépend linéairement de Ia
commande u. A(7,0) est donc un espace vectoriel et A(T, xp) est I'espace
affine e™xo + A(7,0). Donc I'espace A(T,xq) est complétement
caractérisé par I'ensemble A; = A(r,0).

Définition
Le systéme (X); est contrélable en temps T si A; = R", ou de fagcon

équivalente si tout état est atteignable en temps T a partir de n'importe
quel état initial.

| A\

v




Contrélabilité - Critére de Kalman

Théoréme

A, est égal a I'image de la matrice (n, nm) de contrélabilité

C=(B AB --- A™1B).

v

Remarque
©Q A, est indépendant de 7.
Q@ dim A; = rang(C).

v

Corollaire (Critére de contrdlabilité de Kalman)

Le systéme (X); est contrélable si et seulement si la matrice de
contrélabilité est de rang n.

A,




Contrdlabilité - Exemples

Corollaire (Critére de contrélabilité de Kalman)

Le systéme (X)1 est contrélable si et seulement si la matrice de
contrélabilité est de rang n.

| \

Exemple

(2)2{ Xl(t) = X2(t)

xo(t) = u(t).
=0 D) w 8= (Y)

01
C=(B AB)= (1 0)
et puisque rang(C) = 2, le systéme est contrélable.

Ainsi,




Observabilité

On s'intéresse maintenant sur l'intervalle [0, 7], 7 > 0, au systéme contrélé
linéaire et autonome

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
(2)3{ y(t) = Cx(t) + Du(t).

La question que I'on se pose ici est de savoir si connaissant y(t) et u(t) sur
[0, 7], on peut retrouver |'état initial xo.

Remarque

@ La connaissance de x(0) = xp et de u(t) pour tout t est équivalente a
celle de x(t),Vt € [0, 7] car

t
x(t) = e%xo +/ e(t=9)AB(s)u(s)ds.
0




Observabilité

Remarque

@ On peut ici supposer que D = 0. En effet, connaitre y(t) est
équivalent a connaitre z(t) = y(t) — Du(t).

© On peut aussi supposer que B = 0. Si on pose
t
(1) = x(t) - / e(t=D4B(s)u(s)ds = exg,
0

alors X vérifie 'équation différentielle x(t) = AX(t). Posons
z(t) = y(t) — C [y et=9AB(s)u(s)ds = Cx(t).
L’'observabilité se raméne a I'observabilité du systéme

x(t) = Ax(t)
(2)4{ 2(t) = CX(t).




Observabilité

Définition
Le systéme (X)1 est dit observable, si la connaissance de y(-) et de u(-) sur
[0, 7] déterminent de fagon univoque x(0).

v

Théoréme (Critére d'observabilité de Kalman)

Posons
C

CA
0= .

CAn—1,

Le systéme (X); est observable si et seulement si ker O = {0}.




Observabilité - Remarque

Remarque

Le systéme (X)1 est observable si et seulement si ker O = {0}. Ceci est
équivalent a ImOT = R", ou encore a

Im(CTATCT ... (AT)"=1CT) = R". Par suite le systéme (X); est
observable si et seulement si le systéme dual

(D)5 { x(t) = ATx(t) + CTu(t)

est contrélable.




Stabilisation par retour d’état

Figure 1 — Schéma fonctionnel simple d’un systéme en boucle ouverte.

w(t)

x(t)

Régulateur

K(x(t))

Figure 2 — Schéma fonctionnel simple d’un systéme en boucle fermée par retour
d'état.




Stabilisation - Point de fonctionnement

Définition (Point de fonctionnement)

On appelle point de fonctionnement d'un systéme contrélé un point tel que
f(xe, ue) = 0.

Si (Xe, Ue) est un point de fonctionnement alors bien évidemment x(t) = xe
est une solution du probléme de Cauchy

(IVP), { igg)) —f ((:(t), u(t))

ou le controle est u(t) = ue pour tout t.




Stabilisation - Cas d'un systéme linéaire et autonome

On considére donc ici le cas de I'équation différentielle
x(t) = Ax(t) + Bu(t)

et ol le point de fonctionnement est le point d'équilibre du systéme non
contrélé, c'est-a-dire que (xe, ue) = (0,0) (A est supposé inversible).

Définition

Le systéme contrélé x(t) = Ax(t) + Bu(t) est dit asympotiquement stable
par retour d’état s'il existe un contréle u(t) = K(x(t)) tel que I'origine soit
un équilibre asymptotiquement stable de I'équation différentielle

x(t) = Ax(t) + BK(x(t)), appelée équation du systéme bouclé.




Stabilisation - Placement de pdle

Remarque

@ On va ici chercher un contréle de la forme u(t) = K x(t), K une
matrice (m, n). On dit alors que I'on a une loi de contréle
proportionnelle.

@ Dans ce cas si le systéme contrélé est asymtotiquement stable, on
aura donc x(t) — 0 lorsque t — +o0 pour toutes conditions initiales.

v

Le systéme bouclé s'écrit alors

(t) = (A + BK)x(t).

Le probléme se raméne alors a trouver une matrice K tel que toutes les
valeurs propres de A + BK soient a partie réelle strictement négative.




Stabilisation - Théoréme

Théoréme (Théoreme de placement de poles)

Si les matrices A et B satisfont au critére de Kalman, c'est-a-dire si le
systéme x(t) = Ax(t) + Bu(t) est contrélable, alors pour tout p € R, il
existe une matrice K telle que les valeurs propres de A+ BK soient a partie
réelle strictement inférieure a p.




Stabilisation - Exemple

On considére le systéme contrélé

(Z)l { Xl(t) = Xg(t)

x2(t) = u(t).

© Donner les points de fonctionnement

@ Trouver K = (k1 k2) pour avoir comme péle —1.

© Peut-on trouver k tel que le systéme puisse étre stabilisé a I'aide du
contréle u(t) = kxy(t) 7

Remarque : Dans le TD2, on introduira la notion de régulateur PID
(Proportionnel, Intégral, Dérivée) sur un exemple de stabilisation dans le
cas linéaire puis le premier exercice du TD3 répondra aux questions de cet

exemple.



Stabilisation - Cas non linéaire

@ On considére un systéme controlé non linéaire x(t) = f(x(t), u(t)).
@ On s'intéresse a la stabilisation autour d'un point de fonctionnement
(Xe, Ue) par retour d'état proportionnel u(t) = ue + K(x(t) — Xe).

@ Le systéme bouclé est donc

x(t) = f(x(t), ue + K(x(t) — xe)) = F(x(t), a(x(t))) = &(x(1)),

avec I(x) = ue + K (x — Xe). Xe est un point d'éq., car g(xe) = 0.
@ On a alors ‘
§/0) = 5 -(6,8()) + (%, 8()) K.
Par suite

of of
d = - o ey
g(xe) = ax(Xe’“e)+ au(xe,ue)K A+ BK.




Stabilisation - Conclusion

[l faut trouver K telle que les valeurs propres de
g'(xe)=A+BK

soit A partie réelle strictement négative.

Remarque

En pratique les contréles sont contraints. Par exemple si le contréle est
I'intensité d’un courant il doit avoir une valeur positive ou nulle et doit étre
borné par une valeur maximale, par suite U # R™. La contrélabilité, la
stabilité, etc. sont alors plus difficiles a obtenir.




Stabilisation - Exemple

Exemple

On considére un mélangeur? dans lequel arrive un méme produit, par deux entrées différentes,
avec des concentrations respectivement ¢y et ca (constantes), et des débits uy(t) et ux(t). Le
volume dans le mélangeur est noté V/(t) et la concentration c(t). Le débit en sortie est

d(t) = v4/V(t), ot v est une constante. Les contréles sont uy(t) et ux(t). Un bilan
volume-matiére permet d'établir que I'on a le systéme

(S){ V(t) = u1(t + u2(t) — 7/ V

é(t) = yg (e — c()ua(t) + (Cz — c(t))u2(t))

@ Donner la fonction f qui permet d'écrire le systéme (S) x(t) = f(x(t), u(t)).

@ Démontrer qu'un point de fonctionnement du systéme est un point ot

Ute + Uze = de = 7/ Ve
Ciuie + CoUze = Cede = Cey\/ Ve

a. Trélat, page 57




Stabilisation - Exemple

(5) V(t) = l(t) + U2(t) V(t)
¢(t) = v (e - c(t))ul(t) + (e — c(t))ua(t))

= i OF of : _ = _
© Ecrire 5 (Xe, Ue) et 5. (Xe, te) en fonction de o = T p1 =

_ C—Ce
et ,32 = 2Te.
@ Donner les conditions que doivent vérifier les coefficients de K afin

qu’un contréle par retour d'état puisse stabiliser asymptotiquement le
systéme autour de sont point de fonctionnement.

C1—Ce
Ve

Remarque : Dans le TD3, on s'intéressera a la stabilisation par retour
d'état par linéarisation sur un exemple similaire a celui-ci.



Fonction de transfert - transformée de Laplace

Définition

Soit f : R — R telle que f(t) = 0 pour tout t < 0, on appelle transformée
de Laplace de f la fonction de C dans C définie par

+oo
F(p) = L(F())(p) = /0 F(t)ePtdt.

Remarque

F n’est pas a priori définie pour tout p € C.




Fonction de transfert - Propriétés

@ Linéarité : L(f(-) + ag(:))(p) = F(p) + aG(p).

Q L(f(- — 7))(p) = e™PF(p).

© Transformée de Laplace de la dérivée : L(f'(-))(p) = pF(p) — f(07).
@ Transformée de Laplace de I'intégrale

(/ f(T)dT> @
Q limi oo f(t) = lim,_,0+ PF(p).

Q@ Transformée de Laplace du produit de convolution

£(() * 8() (/ f(r —Tdr) (0) = F(p)G(p).

_



Fonction de transfert - Transformée de Laplace de (X)

Si on prend la transformée de Laplace du systéme (X); avec comme
condition initiale x(0) = 0, on obtient

pX(p) = AX(p) + BU(p) = (pl — A)X(p) = BU(p)
= X(p) = (p/ — A)~'BU(p).

On en déduit que
Y(p) = (C(pl — A)"'B + D)U(p)

_ T
- (ijz(tl();lal _AZ\) B D) U(p) = H(p)U(p),

co(M)T = la transposée de la matrice des co-facteurs de M.




Fonction de transfert - poles

Définition (Fonction de transfert)

La fonction H s’appelle fonction de transfert et on représente le systéme
par le schéma de la figure 3.

Remarque

Attention, la fonction de transfert suppose toujours que I'on a x(0) =0
comme condition initiale.

U(p) .H ») Y(p)

Figure 3 — Systéme représenté par sa fonction de transfert.




Fonction de transfert - poles

Définition

. On

appelle zéros de la fonction de transfert les zéros du numérateur N et péles
de la fonction de transfert les zéros du dénominateur D.

La fonction de transfert H est une fonction rationnelle : H(p) = D(

\_/v

Remarque

Les péles de la fonction de transfert H sont les valeurs propres de la
matrice A.




Fonction de transfert - Représentation graphique

@ Opérateur dérivée

U(p) Y(p)

Figure 4 — Y(p) est le transformée de Laplace de la dérivée de u.

@ Opérateur d'intégration

U(p) 1 Y(p)

Figure 5 — Y(p) est le transformée de Laplace de I'intégrale de u.

On retrouvera ceci dans le langage graphique de Simulink.
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