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1.1.

Chapitre 1: Introduction a la théorie des systémes



CLEPSYDRE (CTESIBIOS D’ALEXANDRIE EN -270)

=)

Figure 1 — Clepsydre (Ctésibios d'Alexandrie en -270).



ANNEES 800 — 1200 : INGENIEURS ARABES (AL-JAZARI. . .) 5

» Régulateur a flotteur pour des horloges
é eau ; L__,,,,._.,,.,,...;-.uﬂj?-‘;_-\;!w"

= La pompe aspirante a double effet
automatique;

= Livre de la connaissance des procédés
mécaniques vers 1205. Des copies se
trouvent
- a Topkapi a Istanbul
- au Musée des Beaux-Arts a
Boston

- au musée du Louvre 3 Paris prm—— e S
- a la Bibliotheque d'Oxford Figure 2 — Manuscrit d'Al-Jazari, vers 1205.



ANNEES 800 — 1200 : INGENIEURS ARABES (AL-JAZARI. . .) 6

= Régulation de la température;

» Moulin a vent;

= Soupape de sécurité de Papin;

» Régulateur a boules de James Watt

pour réguler la vitesse de rotation
d’une machine a vapeur.?

Figure 3 — Boulton & Watt engine of 1788.

:/ /commons.wikimedia.org/wiki/File:Steam_engine_in_action.gif
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1800 — 1960 : FORMALISME MATHEMATIQUE ET DEBUT DE L’ INFOR- A
MATIQUE

= Equations différentielles ordinaires ;

= Equations aux dérivées partielles ;

= Analyse stochastique (Kolmogorov, Wiener. . .), théorie des processus stochastiques;
= Stabilité;

= Contre réaction (feedback);



1960 — ... : PERIODE MODERNE, DEVELOPPEMENT DE L'INDUSTRIE
AERONAUTIQUE ET SPATIALE, DEVELOPPEMENT DES MATHEMATIQUES 8)
ET DE L'INFORMATIQUE

» Théorie de la commande non linéaire;

= Théorie de la commande optimale (Bellman, Kalman, Pontryagin...);
= Controlabilié, observabilité;

= Commande robuste;
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1.2. Théorie du contréle
1.2.1. Exemples simple



PENDULE SIMPLE CONTROLE, VERSION 1

10)

Si &(t) désigne la dérivée seconde de I'angle « par rapport au temps t, I'évolution du
mouvement est
mPPéa(t) + migsin(a(t)) = u(t),

Figure 4 — Pendule simple controlé.



PENDULE SIMPLE CONTROLE, VERSION 1, EQUATION D’ETAT

On pose x(t) = (a(t), &(t))

x(t) = x(t)

Ko(t) = —&sin(x(t)) + 49
X1(O) = Xo,1 =

Xz(O) = X0,2 = O'éo

Cette équation s'écrit
{ x(t) = f(x(t), u(t))
x(0) = xo,

avec
f: RZxR — R?

(z,v) +— f(z,v)= ( 2 ) .

—&sin(z1) +



EQUATION D’ETAT ET SECOND MEMBRE 13)

= Ceci est une équation dont I'inconnue est la fonction x(-) :
x(t) = f(x(t), u(t))
x(0) = xo.

Pour une commande u(-) et un point initial xo donnés, on cherche une fonction du
temps t que |'on peut noter x(-), ou () par exemple, qui vérifie p(0) = xo et a tout
instant t : ¢(t) = f(e(t), u(t)).

= Le second membre f de I'équation est une fonction de R" x R™ dans R", ol n est la
dimension de x(t) et m est la dimension de u(t).



PENDULE SIMPLE CONTR@LE, VERSION 1, VARIABLES DE SORTIE

D

On peut en pratique avoir accés a différentes variables de sortie (mesurées) :

= y(t) = a(t) = (1)
= y(t) = x(t) = (a(t), a(1));

= y(t) = Isin(a(t)) = la distance entre la masse et I'axe des ordonnées.

On écrira ces variables de sortie sous la forme y(t) = g(x(t), u(t)).



PENDULE SIMPLE CONTROLE, VERSION 2

En pratique il y a des frottements. Une meilleure modélisation du systéme est donc
k
mPé(t) + —a(t) + migsin(a(t)) = u(t).
m
Le systeme s'écrit alors

)'(1(1‘) = Xz(t)

Jo(t) = —£xo(t) — Esin(a(t)) + 48
x1(0) = x0,1 = o

XQ(O) = X0,2 = do

L'application f s'écrit alors
f: R*xR — R?
(x,u) +— f(x7u)=< X X2 )

_;XQ — %sin(xl) + #



PENDULE INVERSE CONTROLE, VERSION 3

Figure 5 — Pendule inversé contrélé, version 3.

Les équations qui régissent le systéme sont alors

)
o(t) = ( 1(t) — 42
X1(0) X0,1 = Qo
x2(0) = x0,2 = co



ROBOT LEGO SEGWAY

Nous décrivons ici le modéle du Robot Lego qui sera utilisé en TP.

Figure 6 — Robot Lego segway (vidéo).
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1.2. Théorie du contréle

1.2.2. Exemples industriels



EXEMPLES INDUSTRIELS

Voici d'autres exemples plus complexes :

pilote automatique d'un avion;
contrdle des gouvernes d'un avion;
contrdle de freinage ABS;
contrdle de vol d'un drone;
contréle de vol d'un flyboard;

pompe a insuline.
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1.3. Définitions, objectifs
1.3.1. Systeme commandé



BOUCLE OUVERTE ET BOUCLE FERMEE

u(t) x(t)

Systeme

Figure 7 — Schéma fonctionnel simple d'un systéme en boucle ouverte.

Systéme

Controleur

Figure 8 — Schéma fonctionnel simple d'un systéme en boucle fermée.



SCHEMA FONCTIONNEL GENERAL

Dan ce schéma, d(t) est une perturbation extérieure du systéme.

w(t)
—_—

Figure 9 — Schéma fonctionnel complet d'un systéme en boucle fermée.

= Etat x(t) €R"

» Commande ou contrdle ou variable d'entrée u(t) € R™
= Variable de sortie ou mesurée y(t) € R?

= Consigne w(t) € R

= Systéme = Equation d'état : x(t) = f(t, x(t), u(t))

= Equation de sortie y(t) = g(t, x(t), u(t)).
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1.3. Définitions, objectifs

1.3.2. Questions mathématiques



QUESTIONS MATHEMATIQUES @

Définition 1.3.1 — Point de fonctionnement, point d’équilibre

On appelle point de fonctionnement d'un systéme un point (x,u.) tel que
f(Xe, ue) = 0. On dit que x. est un point d'équilibre (pour le contrdle ue).

Exemple 1.3.1. Pour le pendule simple on a pour u. = 0 deux points d’équilibre :
xo = (0,0) et xe = (m,0).

Une fois le modeéle bien défini, plusieurs questions se posent :
= Sur I'analyse et le comportement dynamique du systeme
- Commandabilité ou contrdlabilité du systéme. Existe-t-il un contréle u(-) qui
ameéne le systéme d'un état initial donné xp a un état final xr en un temps
t=tr fixé?
- Observabilité. Connaissant la variable de sortie y(t) et le contrdle u(t) pour
tout t € [0, 7y[, peut-on déterminer I'état x(t) pour tout t € [0, 7,[, ou de
maniére équivalente x(0).



QUESTIONS MATHEMATIQUES @

= Sur la syntheése des lois de contréle

- Planification de trajectoires. Si le systéme est contrdlable, comment trouver
un contrble qui ameéne I'état de xp a xr en un temps tr fixé?

- Stabilisation. Comment construire un contréle qui stabilise asympotiquement le
systeme autour d'un point d'équilibre x., c'est-a-dire tel que, pour toute
condition initiale, on ait

lim x(t) =xe ?
t—+oo
= Synthése d’observateurs. En cas de réponse positive a la question de I'observabilité,
comment déterminer I'état x(-) 3 partir de la connaissance de y(-) et de u(-)?
= Contréle optimal. Trouver le meilleur contréle qui amene I'état de xp a xr en un
temps tr fixé ou libre.
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STRUCTURATION HAUT NIVEAU

« FEtude mathématique du systéme contrdlé

- Etude du systéme non contrdlé : point d’équilibre d'une edo (rappels pour
certains)

- Controlabilité, observabilité
- Calcul du contrdle
= Simulation numérique
- Matlab
- Simulink — code C
= Capteurs
» Code embarqué sur le robot
= Gestion du temps réel



PLAN DE LA PARTIE SUR LES SYSTEMES COMMANDES

» Introduction
» Chapitre 1 : Introduction a la théorie des systemes, définitions
- Introduction historique
- Théorie du contréle : Exemples simples, Robot. . .
- Définitions, objectifs
= Chapitre 2 : Stabilité des systémes dynamiques
- Introduction
- Cas des équations différentielles linéaires homogenes et autonomes
- Equations différentielles linéaires avec second membre
- Equation différentielle ordinaire non linéaire
- Stabilité
- Intégration numérique : Runge-Kutta explicite (Euler. . .)
= Chapitre 3 : Commande des systémes
- Cas linéaires : contrdlabilité, observabilité, stabilisation par retour d'état

- Cas non-linéaire : stabilisation par retour d'état
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