MODIA - ModATlisation et Calcul Scientifique AnnATe scolaire 2020-
2021

Examen Alcrit - DurAle 2h

Le sujet comprend trois parties indAlpendantes, portant respectivement sur les Alquations
diffATrentielles, la modATllisation par edp, et les mATthodes numATlriques pour les edp. Les notes
de cours, TD et TP sont autorisAles mais I'usage de tout appareil Allectronique est interdit. I1
est demandAl d’utiliser une copie diffATrente pour chacune des trois parties.

Partie 1 (40’) : Equations diffAlrentielles

Exercice 1.1. On considére un satellite de masse négligeable qui tourne autour de la Terre. Le
systéme différentiel qui décrit le mouvement dans un systéme de coordonnées cartésiennes est le

suivant :
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o z(t) = (z1(t), z2(t)) est la position du satellite, 7 (t) est son accélération, || (t)|| = /23 (t) + z3(t),
w est une constante et xg = (o1, xo2) et vo = (vo1, vo2) sont les position et vitesse initiales.

Question 1 FEcrire le systéme sous la forme
y(t) = o(t,y(t))
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On explicitera Uapplication ¢ et yo.

Question 2 On note y(t,yo) la solution a l'instant t du systéme (IV P)s. Quelles sont les di-
mensions de
dy
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Question 3 Donner ’équation variationnelle dont est solution
dy
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Exercice 1.2. On considére I'équation différentielle linéaire autonome & condition initiale
z(t) = Az(t) + b
z(to) = o,

(IVP), {

et le schéma de Runge Kutta donné par le tableau de Butcher 1 (schéma de type Lobatto IIIC)



0 [1/6 —1/3 1/6
1/2|1/6 5/12 —1/12
1 [1/6 2/3 1/6

11/6 2/3  1/6

TABLE 1 — Tableau de Butcher pour le schéma de Lobatto IIIC d’ordre 4.

Question 4 Ecrire le premier pas de ce schéma.
Question 5 Ce schéma est-il explicite ou implicite ?

Question 6 Donner la dimension et écrire le systéme linéaire que ’on doit résoudre a chaque
pas pour calculer les vecteurs k; du schéma.

Partie 2 (40’) : ModATlisation par Alquations aux dAlrivATes

partielles
Question 2.1. Soit ’Alquation :
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oAz v, v2, ..., v% sont des constantes rAlelles. Que modAllise cette Alquation ? ug dAlsignant

la condition initiale, donner 'expression de la solution exacte lorsque le problAlme est posAl sur
tout 'espace.

Question 2.2. Si au contraire, on s'intAlresse au modAlle (1) sur un domaine bornAl Q de R,
sur quelle partie de 92 doit on imposer la condition aux limites ? Justifier la rAlponse et faire
un schATma explicatif.

Question 2.3. Dans une edp de la forme :
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que Enodf&l’lisent les termes F(.) et S(.)? Donner un exemple d’edp en Physique 0A7 la fonction
F dAlpend de Vu. Pourquoi de nombreuses edp rencontrAles en Physique sont elles de la forme

(2)7
Question 2.4. Soit € un ouvert bornAT rATgulier de R%. Montrer que toute fonction v de classe
C? sur Q vAlrifie :

vAv = div (vVv) — Vu.Vo (3)
Question 2.5. Soit u une fonction de classe C? sur Q vAlrifiant :

Au=0sur Q, =0 surd2 (4)



En utilisant le rAlsultat de la question 2.4, montrer que u vAlrifie :
/ |Sul?dz = 0 (5)
Q

et en dATduire la valeur de w.

Question 2.6. En dAlduire finalement que le problAlme :
Au= fsurQ, u=g surdf) (6)

possAlde au plus une solution de classe C? sur €.

Partie 3 (40’) : MAl’thO(_ies mlmAl’riques pour les Al'quations aux
dATlrivATes partielles



