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Examen Ãľcrit - DurÃľe 2h

Le sujet comprend trois parties indÃľpendantes, portant respectivement sur les Ãľquations
diffÃľrentielles, la modÃľlisation par edp, et les mÃľthodes numÃľriques pour les edp. Les notes
de cours, TD et TP sont autorisÃľes mais l’usage de tout appareil Ãľlectronique est interdit. Il
est demandÃľ d’utiliser une copie diffÃľrente pour chacune des trois parties.

Partie 1 (40’) : Equations diffÃľrentielles

Exercice 1.1. On considère un satellite de masse négligeable qui tourne autour de la Terre. Le
système différentiel qui décrit le mouvement dans un système de coordonnées cartésiennes est le
suivant :

(IV P )1



ẍ1(t) = − µx1(t)

||x(t)||3

ẍ2(t) = − µx2(t)

||x(t)||3
x1(0) = x01, x2(0) = x02,
ẋ1(0) = v01, ẋ2(0) = v02

où x(t) = (x1(t), x2(t)) est la position du satellite, ẍ(t) est son accélération, ||x(t)|| =
√
x2

1(t) + x2
2(t),

µ est une constante et x0 = (x01, x02) et v0 = (v01, v02) sont les position et vitesse initiales.

Question 1 Écrire le système sous la forme

(IV P )2

{
ẏ(t) = ϕ(t, y(t))
y(0) = y0.

On explicitera l’application ϕ et y0.

Question 2 On note y(t, y0) la solution à l’instant t du système (IV P )2. Quelles sont les di-
mensions de

∂y

∂y0
(t, y0).

Question 3 Donner l’équation variationnelle dont est solution

∂y

∂y0
(., y0).

Exercice 1.2. On considère l’équation différentielle linéaire autonome à condition initiale

(IV P )2

{
ẋ(t) = Ax(t) + b
x(t0) = x0,

et le schéma de Runge Kutta donné par le tableau de Butcher 1 (schéma de type Lobatto IIIC)

1



0 1/6 −1/3 1/6
1/2 1/6 5/12 −1/12
1 1/6 2/3 1/6

1/6 2/3 1/6

Table 1 – Tableau de Butcher pour le schéma de Lobatto IIIC d’ordre 4.

Question 4 Écrire le premier pas de ce schéma.

Question 5 Ce schéma est-il explicite ou implicite ?

Question 6 Donner la dimension et écrire le système linéaire que l’on doit résoudre à chaque
pas pour calculer les vecteurs ki du schéma.

Partie 2 (40’) : ModÃľlisation par Ãľquations aux dÃľrivÃľes
partielles

Question 2.1. Soit l’Ãľquation :

∂u

∂t
+

d∑
i=1

vi
∂u

∂xi
= 0 (1)

oÃź v1, v2, . . . , vd sont des constantes rÃľelles. Que modÃľlise cette Ãľquation ? u0 dÃľsignant
la condition initiale, donner l’expression de la solution exacte lorsque le problÃĺme est posÃľ sur
tout l’espace.

Question 2.2. Si au contraire, on s’intÃľresse au modÃĺle (1) sur un domaine bornÃľ Ω de Rd,
sur quelle partie de ∂Ω doit on imposer la condition aux limites ? Justifier la rÃľponse et faire
un schÃľma explicatif.

Question 2.3. Dans une edp de la forme :

∂u

∂t
+ div

(
~F (u,

∂u

∂x1
, ...,

∂u

∂xd
)

)
= S, (2)

que modÃľlisent les termes ~F (.) et S(.) ? Donner un exemple d’edp en Physique oÃź la fonction
~F dÃľpend de ~∇u. Pourquoi de nombreuses edp rencontrÃľes en Physique sont elles de la forme
(2) ?

Question 2.4. Soit Ω un ouvert bornÃľ rÃľgulier de Rd. Montrer que toute fonction v de classe
C2 sur Ω vÃľrifie :

v∆v = div
(
v~∇v

)
− ~∇v.~∇v (3)

Question 2.5. Soit u une fonction de classe C2 sur Ω vÃľrifiant :

∆u = 0 sur Ω, u = 0 sur ∂Ω (4)
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En utilisant le rÃľsultat de la question 2.4, montrer que u vÃľrifie :∫
Ω
‖~∇u‖2dx = 0 (5)

et en dÃľduire la valeur de u.

Question 2.6. En dÃľduire finalement que le problÃĺme :

∆u = f sur Ω, u = g sur ∂Ω (6)

possÃĺde au plus une solution de classe C2 sur Ω.

Partie 3 (40’) : MÃľthodes numÃľriques pour les Ãľquations aux
dÃľrivÃľes partielles

3


