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>> Exercice 1. (6 points)

On considere le probleme de Cauchy suivant

&(t) = 2t(1 + (1))
(IVP) { z(0) =x9 =0.

1.1. Donner la fonction f qui permet d’écrire I’équation différentielle

o(t) = f(t,x(t)).

f:RxR — R
(t,z) — 2t(1+2).

1.2. L’équation différentielle est-elle autonome ? Est-elle linéaire 7

f est linéaire en x, donc le systeme est bien linéaire. Par contre f dépend
explicitement de ¢, par suite le systeme n’est pas autonome.

2

1.3. Montrer que la solution du probleme de Cauchy est p(t) = e!” — 1.

I1 suffit de faire le calcul.

1.4. On pose z(© la fonction

On définit .
2" (t) = 2 —i—/ f(s, 2™ (s))ds.
0

Calculer () (t), 23 (t) et z3)(¢).
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t

W)y =0+ / 25(1 + 2 (s))ds
0

¢
:/ 25(1+0)ds
0

=2

2Dy =0+ /t 2s5(1 + 21 (s))ds
0

= /t 2s(1 4 s%/2)ds
0

t4
=2+ .
3

t
x®@):0+/"%ﬂ+0ﬂs
0

_e Byt
B 2 6

1.5. 1. Pour t suffisamment proche de 0, vers quoi tend z(™ (t) lorsque
n — +oo (justifiez votre réponse) ?

2. On note z*(t) cette limite. La convergence de (™ vers z* est-elle
uniforme (justifiez votre réponse) ?

L’itération précédente est I'itération du point fixe intervenant dans la démonstration
du théoreme d’existence et d’unicité de la solution de Cauchy-Lipschitz.
Comme I’équation différentielle vérifie les hypotheses de ce théoreme la suite

(™ converge localement en ty vers la solution du systéme qui est ¢. Cette
convergence est uniforme (voir la démonstration du théoreme de Cauchy
Lipschitz).

Exercice 2. (3 points) On considere le modele de FitzHugh-Nagumal[?] qui
donne I’évolution en fonction du temps du voltage & travers la membrane
d’un axone :

71 (t) = c(z1(t) — 23(t)/3 + x2(t))
(IVP) f??z—{U@@Nﬂ—a+b@@D
z(0) = xog.

ol
— 1 est le voltage;
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— 9 est la variable de recouvrement (modélise les courants extérieurs) ;
— 0 = (a,b,c) sont les parametre du modele

2.1. On note z(t,x0,6p) la solution en ¢ du probleme (IV P). Quelle est la
dimension de

0
a—ﬁ(t,xo,ew?

La dérivée partielle

Ox
@(tiﬂo,@o) € L(R’,R?).

La dimension de la matrice jacobienne associée est donc (2, 3).

2.2. On suppose connue la solution x(t, 2o, ) pour les valeurs fixées de xg
et de 6p. Donnez I’équation variationnelle dont est solution

0
87:;(‘7*%07 00)

On donnera les dimensions des matrices A(t) et B(t) et on explicitera celles-
ci en fonction de x(t, g, 0y) et de 6.

ox
7('7 zo, 00)

est solution de

avec X (t) € M(z3)(R),

Alt) = %(t,x(t, z0,60)) = <c° - C(ﬁ}i’()xo’eo) _b‘;O/CO) € My)(R)
et
o :%%’x(wo’%g (t, 0, 80) — 23(t, 0, 80) /3 + (£, 20, 00)
= (1o st toyen "B G LS 2 ) € Mo (R,

Exercice 3. (8 points) On considere la méthode & un pas suivante
z1 = zo+h(af (to, z0)+Bf (to+h/2, zo+(h/2) f (to, x0))+7.f (to+h, zo+hf(to, 0)))-

3.1. Montrer que c’est un schéma de Runge-Kutta. On donnera le nombre
d’étages et le tableau de Butcher de la table
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TABLE 1 — Tableaw de Butcher.

On considere la méthode a un pas suivante

w1 = xo+h(ap(to, zo)+Be(to+h/2, xo+(h/2)¢(to, z0))+ve(to+h, zo+he(to, 20)))-

k1 = »(to, o)

ko = ¢(to + h/2,20 + (h/2)k1)
ks = p(to + h,xo + hky)

w1 = x0 + h(aks + Bke + vk3)

Le tableau de Butcher associé est donc (cf. table [2).

0] 0
1/2/1/2 0
11 00

[ a B8~

TABLE 2 — Tableau de Butcher.

3.2. On donne les tableaux de Butcher pour les schémas d’Euler, du point
milieu et des trapezes.

0 0| 0
0| 1/2]1/2 11 0
|1 0 1 1/2 1/2
Euler point milieu trapeze

TABLE 3 — Schémas de Runge-Kutta classiques.

Pour quelles valeurs du triplet (a, 3, 7) retrouve-t-on
— la méthode d’Euler;
— la méthode du point milieu;
— la méthode des trapezes.

— a=1,8=0et v =0 pour la méthode d’Euler.
— a=0,8=1et v =0 pour la méthode du point milieu.
— a=1/2,8=0et y=1/2 pour la méthode des trapezes.
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3.3. Quelles relations doivent satisfaire le triplet (a, 8, ) pour que la méthode
soit

— consistante;;

— d’ordre > 1;

— d’ordre > 2.
On effectuera les calculs dans le cas ou y(t) € R.

— Pour la consistance. Il faut ®(¢,z,0) = p(t,z)<=a+ [+ v = 1.
— Pour que l'ordre soit > 1. On a

(to + h) = o + hi(to) + O(h?)
= x0 + ho(to, zo) + O(h?)
x1 = xo + h®(to, xo, h)
= z0 + h(ap(to, 20) + Be(to, xo) + vo(to, z0) + O(h))
= 20+ h(a+ B+ 7)¢(to, o) + O(h?).

Par suite 'ordre sera > 1 si et seulement si oo+ 5+ v = 1.
— Pour que 'ordre soit > 2.

z(to + h) = zo + hi(te) + (h?/2)&(to) + O(h®)

=m0 + ho(to, m0) + (h*/2)(e(to, 20) + pa(to, m0)¢e(to, z0)) + O(h?)
x| =g+ hq)(to, Zo, h)

= zo + h(ap(to, zo) + B(e(to, zo) + (h/2)(¢i(to, zo) + @z(to, zo)p(to, T0)))

+(p(to, o) + h(gi(to, z0) + ¢u(to, 7o) (to, 20))) + O(h?))

= z0 + h(a+ B+ 7)e(to, o) + (h?/2)(8 + 27) (@i (to, T0) + @z (to, z0)@(to, x0)) + O(
Par suite 'ordre sera > 2 si et seulement si a+5+v = 1let f+2y = 1.

3.4. On considere maintenant dans R le probleme de Cauchy
(IVP) { x(t) = x(t)

x(ty) = xo.
Donner z1 en fonction de xg et de h. En déduire que cette méthode ne peut
étre d’ordre 3.

On considere maintenant dans R le probleme de Cauchy

(IVP){ w(t) = x(t)

l‘(to) = 2.

z1 = z0(1 + (a+ B+7)h+ (B +27)(h?/2)).

Mais la solution exacte est
2ty + h) = z0e” = 2o(1 + h + h?/2+ 13/6 + O(h))

Le schéma ne peut donc étre d’ordre > 3.



