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1.1 Préliminaires

Considérons deux espaces vectoriels normés® (E, ||| ) et (F,||||r) sur le corps des réels
R (pour simplifier) et U un ouvert de E contenant Og. Soit g: U C E — F une application.
On introduit, pour p € N, la notation de Landau :

o) ={g: UCE—=F|V¥e>0, >0, VweU: ||v]|g <n=|lgl)|r <cel|v|%}.

L’ensemble o(v) est I’ensemble des fonctions de U dans F' qui sont négligeables devant I’appli-
cation identité. L’usage historique et commode veut que ’on note g € o(v?) par g(v) = o(vP),
qui se lit “g est un petit o de v puissance p”.

Remarque 1.1.1. Nous utiliserons les notations FU et .# (U, F) pour désigner ’ensemble
des applications de U dans F'.

Proposition 1.1.1

i) L’ensemble o(vP) est un espace vectoriel.
ii) g(v) = o(vP) = g(0g) = Of et g est continue en Of.
iii) g(v) = o(vP) < Il existe e € FU continue en O telle que g(v) = |Jv|/% e(v) et

lim |le(v)||r = 0.
l[v]lz—0

» i) Soient f, g dans o(vP) et A € R. Soit € > 0. On pose €y = /(1 + |\|]) > 0.
Puisque f et g sont dans o(v?), il existe ns., > 0 et 1y, > 0, tels que pour tout

1. Les espaces vectoriels normés F et F' ne sont pas nécessairement de dimension finie.
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vel:

vz <npey = IfIr <exlollp et lvlle <nge, = llg@)lr < exllvllg.

On introduit 7. := min(ny.,,ng.e, ). Alors, pour tout v € U, on a :

lolle <ne = [I(f +2g)(@)llr <[[f (@) + Allg(v)llF
< alvlls + Mellvllg
= (L+[Aeallvllp = ellvli,

ce qui montre que f + Ag € o(vP), i.e. o(vP) est un espace vectoriel.

ii) Soit g(v) = o(vP). Soit € > 0. Puisque 0 = ||0g||g < 7., alors ||g(0g)|F < £||0&]%,
donc si p > 0, ||g(0g)||r <0 et donc g(0g) = Op, et si p =0 alors ||g(0g)||r < ¢ et
comme ceci est vrai quelque soit € > 0, on a aussi g(0g) = 0. Pour le ¢ > 0 choisi,
on pose gq = ¢/n? > 0. Alors, pour tout v € U tel que |[v||g < min(n,,,n:), on a :

l9(0E +v) = g(0p)llF = lg(0)llF < collvlly < conf =e,

ce qui montre que g est continue en Og.
iii) Pour g(v) = o(v?), on pose sur U, e(v) == g(v)/||v|l% si v # 0g et e(0g) = Op.
Alors, g(v) = |lv||; e(v) et puisque g(v) = o(vP), pour tout g9 > 0 et tout v € U
tel que 0 < [[v|lg < 7y, on a ||g(v)||r < eollv|%, ie. |le(v)]|F < 0. De méme,

0 = |le(0g)|l < eo. Ainsi pour tout v € U tel que ||[v||g < 71, on a |e(v)] <
€0, d.€. limyy| ,0lle(v)[[F = 0 et de plus € est continue en Og. La réciproque est
évidente.

[

Nous noterons .Z(E, F') 'ensemble des applications linéaires et continues de E dans F'
et nous munirons .Z(FE, F') de la norme d’opérateur

1T 2(er) = sup [T()]lr.
Jollz<1

Nous rappelons que si F est de dimension finie, alors toute application linéaire de E dans
F' est continue, car une application linéaire est continue si et seulement si

sup [ T'(z)]|r < oo,
Jellz<1

ce qui est équivalent a l'existence d’une constante K > 0 telle que ||T'(x)| r < K||z| g pour
tout € E. On rappelle la définition

Définition 1.1.2 — Espace de Banach

Un espace de Banach est un espace vectoriel normé (E, ||-||g) qui est complet pour
la distance dg(z,y) = ||x — y|| g, i-e. toute suite de Cauchy? z,, de E converge vers
un point z de F.

2. Une suite z,, de F vérifiant Ve >0, 3N € N, Vn,m > N, ||z, — zm||g < € est dite de Cauchy.
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de telle sorte que .Z(FE, F') munie de la norme d’opérateur est un espace de Banach si F'
lest [14, Théoréme 3.10.1]. Introduisons un peu de terminologie.

Définition 1.1.3

Soient E, F' deux espaces vectoriels.

o Un morphisme (algébrique) entre E et F est une application linéaire de F
dans F. On note L(E, F) ou Hom(E, F)?3 I'ensemble des applications linéaires
de F dans F.

« Un endomorphisme (algébrique) de E est une application linéaire de E dans
E. On note L(FE) := L(E, E) ’ensemble des endomorphismes de E.

o Un isomorphisme (algébrique) entre FE et F est une application de E dans
F| linéaire et bijective. C’est donc un morphisme bijectif. On note Isom(E, F')
I’ensemble des isomorphismes de E dans F.

o Un automorphisme (algébrique) de E est une application dans GL(E) :=
Isom(E, E). C’est un endomorphisme bijectif. L’ensemble des automorphismes
est aussi appelé le groupe linéaire.

o Si F =R, on parle de forme linéaire. On note E* := L(E,R), I’ensemble des
formes linéaires de F dans R, appelé l’espace dual algébrique de E.

Donnons maintenant la version “topologique” de ces définitions.

Définition 1.1.4

Soient E, F' deux espaces vectoriels topologiques (par exemple, deux espaces vecto-
riels normés).

« Un morphisme (topologique) entre E et F' est une application linéaire conti-
nue de E dans F. On note Z(E, F) ou L.(E, F) lensemble des applications
linéaires continues de E dans F'.

« Un endomorphisme (topologique) de FE est une application linéaire continue
de E dans E. On note Z(F) = Z(E,E) ou L.(F) 'ensemble des endomor-
phismes de FE.

« Un isomorphisme (topologique) entre E et F est une application de F dans
F| linéaire, bijective, continue, dont 'application réciproque (ou inverse) est
continue. C’est donc un homéomorphisme (i.e. une application bijective
continue d’inverse continue) linéaire. On note Isom.(E, F') I'ensemble des iso-
morphismes de E dans F.

o Un automorphisme (topologique) de E est une application dans GL.(F) =
Isom.(F, E).

« Si F = R, on parle de forme linéaire continue. On note E' = Z(E,R),
I’ensemble des formes linéaires continue de E dans R, appelé l’espace dual
topologique de E.

3. La notation Hom(E, F') vient du mot homomorphisme qui veut dire morphisme, et & ne pas confondre
avec homéomorphisme.
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Faisons quelques commentaires sur ces notions. Considérons les deux espaces vectoriels
normés (E, ||-||g) et (F, ||-||r) du début. Si E est de dimension finie, alors Z(E, F') = L(E, F),

puisque alors toute application linéaire est continue. En dimension infinie, on a
Z(E,F)C L(E,F)
et cette inclusion est toujours stricte, cf. 'exemple suivant extrait de [14, Exemple 3.3.1].

Exemple 1.1.1. Sur un espace normé de dimension infinie, il existe toujours des formes
linéaires non continues. En effet, soit (e;);; une base? de E; on peut supposer |e;|g = 1.
Soit (a;);c; une famille non bornée de R (il en existe, I étant infini) et soit 1" la forme linéaire
vérifiant T'(e;) = a;. Il ne peut alors exister de constante C' > 0 telle que |T'(e;)| = |a;| < C
pour tout ¢ € I et T n’est donc pas continue. O

D’apres les définitions précédentes, il est clair que T est un isomorphisme topologique
de F dans F si et seulement si T est une application linéaire surjective et s’il existe une
constante C' > 0 telle que

Vee B, Clz|p <|T(@)|F < Cllzlls.

Ainsi, si T est un isomorphisme algébrique isométrique, i.c. |T(x)||r = ||z| g, alors T est
un isomorphisme topologique (isométrique).

Remarque 1.1.2. Le qualificatif algébrique ou topologique est souvent sous-entendu et
dépend du contexte. On dit que deux espaces E et F' sont isomorphes s’il existe un
isomorphisme de E dans F'. Deux espaces vectoriels isomorphes ont donc essentiellement
la méme structure algébrique, tandis que deux espaces vectoriels topologiques isomorphes
ont la méme structure algébrique mais aussi la méme structure topologique. L’intérét
des isomorphismes réside dans le fait que de nombreuses propriétés importantes sont
invariantes par isomorphisme.

Rappelons d’autre part la différence entre application inversible et application bijective
dans le cadre “topologique”. On dit qu'une application linéaire continue A € Z(E, F) est
inversible, resp. bijective, si il existe B € Z(F, E), resp. B € F¥, telle que

AoB=1Idr et BoA=Idg.

L’application B si elle existe est unique. On note en général A~! := B et il est facile de
montrer que A~ est automatiquement linéaire. Ainsi, pour montrer qu'une application li-
néaire continue bijective A est inversible, il reste simplement & montrer que A~! (au sens de
la théorie des ensembles) est elle-méme continue.

Remarque 1.1.3. L’ensemble Isom(E, F'), resp. Isom.(FE, F'), est exactement I’ensemble
des applications linéaires, resp. linéaires continues, inversibles.

4. Voir [14, Section 1.6, page 29] pour la définition de base et le résultat d’existence.
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Remarque 1.1.4. Il est nécessaire d’avoir les deux identités précédentes. On peut par
exemple prendre E = F = RN et définir

A: E — F
(un)neN — A(u")nEN = (v")nel\b

ol vy, = Up_1 pour n > 1 et vy := 0. On définit aussi

B: FE — F
(vn)neN — B('Un)neN = (vn+1)neN7

de telle sorte que B o A = Idg mais A n’est pas inversible (elle n’est pas surjective donc
pas bijective).

En vertu du résultat important (mais difficile) suivant, le théoréme de Banach [14, Co-
rollaire 3.11.3], on sait qu’une application linéaire continue bijective A est automatiquement
inversible, si F et F' sont deux espaces de Banach. Dans ce cas, il n’y a donc en pratique pas
besoin de montrer la continuité de A~ elle est automatique.

Théoréme 1.1.5 — de Banach

Soient E et F deux espaces de Banach, alors, toute bijection linéaire et continue de
E sur F' est un isomorphisme (topologique).

Ce résultat est un corollaire du théoreme fondamental de 1'application ouverte [14,
Théoreme 3.11.1] : si f € L(E,F) (E, F deux Banach) est surjective, alors f est ouverte,
c’est-a-dire que I'image par f de tout ouvert de E est un ouvert de F'. Avec nos définitions,
on peut réécrire le résultat du Théoreme 2.6.1 sous la forme :

T € Isom(E, F) et continue <= T € Isom.(E, F),
ou de maniere équivalente
T € L(E,F) et bijective <= T € Isom.(E, F),

si F/ et I' sont deux espaces de Banach.

1.2 Différentielle de Fréchet

Définition 1.2.1 — Différentielle de Fréchet

Soient une application f: U C E — F, U ouvert et un point z € U. On dit que f est
différentiable (ou dérivable) au point x s’il existe une application Ty, € Z(E, F)
telle que pour tout v € E vérifiant x + v € U, on ait

[z +v) = f(2) = Tja(v) = o(v).

L’application linéaire continue Ty, si elle existe est unique (voir ci-apres), et on
Pappelle la différentielle (de Fréchet) de f au point z.
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Remarque 1.2.1. On utilisera les notations

df(z)-v:=Tsy(v) ou f[f'(x) -v:="Ts.(v)

suivant le contexte et cette expression se lit donc “la différentielle de f au point x appliquée
au vecteur v”. On peut aussi dire “contre le vecteur v” ou “le long de la direction v”.

Proposition 1.2.2

Si f est différentiable au point x alors f'(x) := Ty, est unique et f reste différentiable
en = avec f'(x) inchangée si I'on remplace les normes de E et/ou F par des normes
équivalentes.

» Soit € U (ouvert) C E. Supposons que f est différentiable en x. Supposons qu’il
existe deux différentielles de f au point x notées T et T5. Puisque U est ouvert, il existe
une boule ouverte B(0,7;), 7, > 0, telle que pour tout v € B(0,r;), z +v € U. Par
hypothese, on a pour tout v € B(0,7;) :

flx+v) = f(z) + Ti(v) + o(v) = f(x) + Ta(v) + o(v) .

Donc (11 —T3)(v) =: T'(v) = o(v). Soit maintenant ¢ > 0. Par définition du o(v), il existe
re > 0 tel que pour tout v € B(0,7¢) :

IT()lF <|viEee.
Donc pour tout v € B(0,r*), r* :== min(r,, ), on a
I1TW)|[F < |lv[lpe <r"e.

Ainsi, par la linéarité de T', on a que

1 1,
1T 2Er = sup |T)|lr=— sup |T()l|r<—r'e=e,
o<1 o)l p<r r

et puisque ceci est vrai pour tout ¢ > 0, finalement ||T'|| (g ) = 0 donc T' = 0, ce qui
prouve l'unicité de la différentielle de f au point x. La fin est laissée en exercice. |

Proposition 1.2.3
Si f est différentiable en un point x € U C E alors f est continue en x.

» Puisque f est différentiable en © € U C E, on a f(z +v) — f(z) = f'(z) - v+ o(v),
pour v € E vérifiant « + v € U. Puisque U est ouvert, on a donc sur un voisinage ouvert

de x :
1f(z+v) = f@)llr = (z) v+ vipe@)lr
<|If"(@) - vllr + [vllele@)lr
< @) 2E,r + le@)r) v e,

ce qui montre que f est continue en zx. |

~— —
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Il nous sera utile de noter que l'opération de dérivation est une opération linéaire et
que ’ensemble des applications différentiables en un point forme un espace vectoriel. Plus
précisément, on a le résultat suivant :

Proposition 1.2.4

L’ensemble des applications de U dans F' différentiables au point x € U C E, noté %,
est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des applications continues en x et I’'opérateur
d, défini par
de: 9 — ZL(E,F)
[ du(f) = f(2)

est linéaire.

I Remarque 1.2.2. On emploie le terme d’opérateur pour une application linéaire.

» Le fait que 2, soit un sous-espace vectoriel vient directement du fait que o(v) en est
un, cf. Proposition 1.1.1. De plus, %, est inclus dans I’espace des applications continues
en x d’apres la Proposition 1.2.3. Enfin, la linéarité de d, vient du fait que .Z(FE, F') est
un sous-espace vectoriel de FF. |

Exemple 1.2.1 (Fonction réelle de la variable réelle). Supposons que £ = F = R. On
rappelle qu’une fonction f: R — R est dérivable en un point x € R §’il existe un nombre réel
a tel que :

f(@) = f(y)

h) —
lim fzth) - fz) =ga ou écrit autrement lim ———%* =q.
h—0 h y—=r x—y

Ce nombre a est habituellement noté f’(z) et la notion de dérivabilité est équivalente &
Pexistence du développement limité f(x+h) = f(x)+hf (x)+o(h). Dans ce cas différentiable
équivaut a dérivable et la différentielle est 'application linéaire df(z): h — hf’(z) de R dans
R. La dérivée est simplement le coefficient directeur obtenu a partir de la différentielle par

f(@) = df(@)-1.
O

Exemple 1.2.2 (Fonction de la variable réelle). Supposons que E' = R. Dans ce cas, df(x) €
Z(R, F) et 'application ¢: T — T'(1) est un ismorphisme algébrique (i.e. une application
linéaire bijective) isométrique (c’est donc un isomorphisme topologique aussi) de Z (R, F)
dans F. On peut alors identifier Papplication linéaire continue df(z) & un vecteur y de F.
Ce vecteur y étant noté f’(x). Voyons tout d’abord comment introduire f’(x) puis montrons
que ¢ est bien un isomorphisme isométrique.

Comme dans 'exemple précédent, la division par h est possible. La différentiabilité de f
en r équivaut a I'existence de la limite

appelé vecteur dérivé, et la différentielle d f(x) est application linéaire df(z): h — hf'(z).
Ainsi, on a de nouveau f'(z) = df(x)- 1.
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Montrons que ¢ est bien un isomorphisme isométrique. Soit donc

v: ZR,F) — F
T — o(T) =T(1).

L’ensemble des applications de R dans F, noté FR, est un espace vectoriel. Il est clair que
I'ensemble .Z (R, F) C F® est un sous-espace vectoriel de F® et on montre alors facilement
que ¢ est linéaire. Soit 7" € Ker . Pour tout A € R, T'(A) = AT'(1) = Ap(T") = 0 donc T = 0.
Donc ¢ est injective. Soit maintenant y € F'. Posons Ty: A — Ty (\) = Ay définie sur R. Il est
clair que Ty, € Z(R, F) (elle est continue car pour tout A € R, || T,(N)||r = [|[A\y||r < C|A]
C = |ly|lr) donc ¢ est surjective (¢(T,) = Ty(1) = y). En conclusion, ¢ est bijective.
Montrons enfin que ¢ est isométrique. D’un c6té, on a

1T 2@.F) = sup [[T(N)|r
[Al<1

et de lautre, ||o(T)||F = ||T(1)||r. Donc finalement, puisque 7" est définie sur R, on a
1T 2,y = sup [T(A)[r = sup AT (D)][r = [TW)][r = lle(T)|r
<1 IAI<1

et © est bien un isomorphisme isométrique. O

Rappelons le théoreme de représentation des formes linéaires dans les espaces de Hilbert
(isomorphisme entre H et H').

Théoréme 1.2.5 — de Riesz

Soit (H,(-|-)y) un espace de Hilbert réel. Notons ||| := /(- |-)y la norme associée.

Alors, il existe un isomorphisme isométrique entre H et son dual topologique H' =
Z(H,R).
Plus précisément on a :
i) Vu € H, la forme linéaire T,,: H — R définie par T,,(v) = (u|v) est telle que
| Tullgr = ||ullzr < +o0 et done T, € H'.
i) VI' € H', Slur € H, t.q. Yv e H : T(v) = (ur|v) g et ||ur||g = |T| g < +o0.

L’application ¢: H — H' définie par p(u) := T, est Iisomorphisme en question.

» Voir [14, Théoréme 3.29.2]. |

Exemple 1.2.3 (Fonction définie sur un Hilbert et & valeurs dans R). Supposons que E = H
soit un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire (- |-); (4.e. un espace préhilbertien
complet pour la distance dg(z,y) == \/(x —y |z —y)y) et supposons que F = R. Dans ce
cas, la différentielle f'(z) € Z(H,R) = H', i.e. appartient au dual topologique de H (c’est-
a-dire a I’ensemble des formes linéaires continues sur H) et on sait alors d’apres le théoréme
de représentation de Riesz qu'il existe un unique uy, € H tel que pour tout v € H, on ait

fl@)-v=(use|v) g = (Vf(@)|v)g -

Ce vecteur uy, est noté V f(z) ou gradf(x) et est appelé le gradient de f en x. O
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1.3 Dérivée directionnelle

Définition 1.3.1 — Dérivée directionnelle

Soient une application f: U C E — F, U ouvert, un point z € U et un vecteur v € E.
On dit que f admet une dérivée directionnelle au point x dans la direction v si
I’application
Prv: V C VR(O) — F
t — pro(t) = f(x + tv)

est dérivable en t = 0. Dans ce cas, on notera la dérivée directionnelle

cf. 'exemple fondamental 1.2.2.

Remarque 1.3.1. Vg(0) est I'ensemble des voisinages de 0 dans R. Le voisinage V' de
la définition ci-dessus existe toujours car x € U et U ouvert. La dérivée directionnelle
D, f(z) s’appelle aussi la dérivée partielle en © suivant le vecteur v.

Proposition 1.3.2

Si f est dérivable en x alors pour tout v € E, la dérivée directionnelle D, f(z) existe
et

» On note g: V C Vg(0) — E, t — g(t) == x + tv. L’application g est dérivable en
t = 0 car c’est une application affine continue. Puisque f est dérivable en x = ¢(0), alors
¢ = fogestdérivable en t =0 et on a ¢'(0) = D, f(z) = f'(9(0)) 0 ¢'(0) = f'(x)-v € F,
cf. Théoreme de dérivation des applications composées 1.5.1 ci-apres. |

Exemple 1.3.1. La réciproque de la proposition est fausse. Considérons ’application

fo R — R
1 sizo=a?etx #0,
x = (x1,m2) +——> f(ff):{o sinon. 1 1

Soit x = (0,0) et v € R?\ {Op2}. Alors, z + tv = tv = (tvy,tvs) et tvg # t2v? pour |¢|
suffisamment petit. On a donc

flz+tv) = f(z) _ f(tv) = f(Op2) _ f(tv) _ O

et donc pour tout v € R D, f(0) existe, or f n’est pas dérivable en 0 car elle n’y est méme
pas continue, cf. limof(xl,a:%) =1+# f(Og2) =0. 0
Tr1—
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1.4 Applications de classe ¢

Définition 1.4.1 — Application dérivée

Si f est différentiable en tout point de U C E alors f': U — Z(E,F) s’appelle
application dérivée de f sur U.

Remarque 1.4.1. Ne pas confondre ’application dérivée avec sa valeur en un point. La
valeur en un point, étant elleeméme une application (linéaire continue).

Définition 1.4.2 — Application de classe %!

e On dit que f est différentiable dans U si f l'est en tout point de U.

« On dit que f est de classe €' en x si elle est différentiable sur un voisinage ouvert
Vdex dans U etsi f': V — Z(E,F) est continue en .

e On dit que f est de classe €' dans U si f est €' en tout point de U, autrement
dit, si f est différentiable en tout point de U et si f': U — Z(FE, F) est continue.

Remarque 1.4.2. Dire que f est ¢! dans U, c’est avoir f' € €°(U, Z(E, F)). On a donc
besoin de topologies sur les espaces de départ et d’arrivée. Pas de probléme, on munit
U C E de la topologie induite par la norme |||z (ce que l'on faisait déja pour f) et
Z(E, F') est bien munie d'une topologie définie par la norme ||-|| ¢ (g, r).-

Exercice 1.4.1 (solution p. 61) : Soit

aj ai1 o Aln
A= = € Mm’n(R), a; = (aivj)lgjgn eR” i=1,...,m.
CL% aml1 *°° Amn
On pose
fi: R — R™
m
xr +— f(x) ::Ax:Z(ai\x)ei,
i=1

ou e; est le i-éme vecteur de la base canonique de R™.

1. Montrer que f est différentiable sur R"™ et que f/(z)-v = Av, pour tout v € R™.
2. Donner f’ et en déduire que f est de classe €' sur R”.

Exercice 1.4.2 (solution p. 61) : Soit f une application constante de E dans F.
Montrer que f est de classe €' sur E et que f'(z) = 04k F)-
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Exercice 1.4.3 (solution p. 61) : Soit L une application linéaire continue de E
dans F. Montrer que L est de classe ¢! sur E et que L'(z) = L.

Exercice 1.4.4 (solution p. 62) : Soit A une application affine de E dans F' telle
que A(z) = L(z) +p, avec L € Z(E,F) et p € F. Montrer que A est de classe ¢! sur
E et que A'(z) = L.

Exercice 1.4.5 (solution p. 62) : Soit B: E x F' — G (evn), bilinéaire continue.
On rappelle que B est continue si et seulement si il existe K > 0 tel que pour tout
(z,y) € Ex F,||B(z,y)llc < Kllz|lelylr.

Montrer que B est de classe ¢! sur E x F et que B'(x,y) - (v,w) = B(v,y) + B(z,w).

1.5 Théoreme de dérivation des applications composées
La propriété suivante est fondamentale, elle permet de calculer de nombreuses dérivées.
Théoréme 1.5.1 — de dérivation des applications composées
Soient E, F et G trois espaces vectoriels normés sur R, U un ouvert de E, V O f(U)

un ouvert de F', x € U et deux applications f: U — F et g: V — G. On a alors :

i) Si f est dérivable en x et si g est dérivable en f(x) alors g o f est dérivable en
x et

(go f)(z) =g (f(x))o f'(z).

ii) Si f est dérivable sur U et si g est dérivable sur V (resp. f et g de classe €")
alors g o f est dérivable sur U (resp. de classe €!).

» Pour v € E suffisamment petit, on peut écrire f(z +v) = f(z) + w, avec w =
f'(x) - v+o(v) = f'(z) - v+ |v] e(v) (on omet les indices des normes par commodité
d’écriture). Ainsi,
(gofllw+v) =g(f(z+v)) =g(f(x) +w) = (g0 f)(z) + ¢'(f(2)) - w+ o(w)
=(go @) +g'(f(@)) (f'(x)-v) + g (f(@)) - (o]l e(v)) + o(w)
— (g0 )@ + (4 (@) 0 @) v+ ov) + olw)

Pour conclure, il ne reste plus qu’a montrer que le o(w) est aussi un o(v). On peut écrire
le o(w) sous la forme p(w) = [|w| e1(w) tel que |le1(w)] = 0 quand ||w|| — 0. Puisque

lwlf = [1f"() - v + ol e@)]l < (1f' @)1 + lle@) D]l

on a ||w|| — 0 quand ||v|| — 0. Donc

+
+

I < @+ Bl >0 quand o -0,
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et le point 7) est démontré.

« Montrons le point ii). Pour la dérivabilité, il n’y a rien a faire. Montrons que si f
et g sont €', alors la composée g o f 'est aussi. Introduisons la notation h = g o f.
L’application dérivée est définie par

. U — Z(EQG)
z — W(z)=g'(f(x))o f(2).
Notons
v: U — Z(F,G)x ZX(E,F)
v oY) =(g(f(2), f(2))
qui a x associe un couple d’applications linéaires continues. Les applications composantes
de ¢ =: (11,1)9) sont telles que ¢1 = ¢’ o f € €U, L (F,G)) car f € €°(U,F), car f
de classe €' et ¢ € €°(V, Z(F,G)), car g de classe €"'. Chaque application composante
est continue donc ¢ € €°(U, Z(F,G) x £ (E, F)). Introduisons de plus

p: Z(F,G)x X(E,F) — XZ(FE,QG)
(u,v) — p(u,v) =uow

de telle sorte que h' = po1). L’application ¢ est le produit de composition d’applications
linéaires continues donc ¢ est une application bilinéaire continue (cf. ||u o v|| < |lu||||v]]).
En conclusion, ' € €°(U, Z(E,G)) est le point i) est démontré. [ |

1.6 Fonctions a valeurs dans un espace produit

Soit (Fy, |-l F;), <jm ME famille finie d’espaces vectoriels normés. Supposons que 'en-

semble I s’écrit sous la forme du produit cartésien des espaces F}, i.e. ' = H;-”Zl F};. Notons
& une norme quelconque sur R™ parmi 1'une de ces trois normes équivalentes °

m m
Ve e R™, |zl =Y lajl, Azl =D |z
i=1 j=1

l2lloo = max ],

et introduisons I'application

R F — R™
y=Wiicjem — @) =il

qui a un vecteur y de F associe le vecteur de R™ dont les composantes sont données par les
normes des composantes de y. On peut munir F' de la norme ||-||p := .4 01 ce qui fait alors
de F' un espace vectoriel normé.

Remarque 1.6.1. Soient .41, .4 deux normes sur R parmi les trois. Les normes .41 o
et 45 o 1) sont alors équivalentes. Elles définissent donc la méme topologie qui n’est rien
d’autre que la topologie produit des topologies des espaces facteurs.

5. Toutes les normes sont équivalentes sur un espace de dimension finie.
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Introduisons maintenant les projections et injections canoniques suivantes :
q: F — Fj
y — q(y) =y,
et
Hj: F} — F
a — Mj(a) = (0F17""0Fj71’a’OFj+17'"’OFm)

telles que la j° composante de pj(a) vaut a et les autres sont nulles. Il est clair que les
projections et injections canoniques sont des applications linéaires continues. On a de plus
g; o pj = IdFj, qi O Wi = Of(Fj,Fi) sit 75 j et Z?lzluj °q; = IdF Soit fl UCFE — F.On
pose

fi=gqjof,

la j° application composante. On peut alors écrire

f=Idpof = <Zﬂj°%) of = miof
j=1

=1

pour identifier # (U, F) = Z(U,[[;L; F;) (Uensemble des applications de U dans F) avec
71 7 (U, Fy) (lensemble des m-uplets d’applications de U dans F}) a l'aide de

p: FUIGLF) — [[ZWU.F)
j=1

f — () = ([1<j<m:

Utiliser cet isomorphisme signifie que 1’on peut écrire
f= (fj)1§j§m-

Proposition 1.6.1

On a
f dérivable en x <= Vj € [1,m] : f; dérivable en .

Cela reste vrai pour la dérivabilité sur U et la classe €' sur U.

» Supposons f dérivable en z. Alors, d’apres le Théoreme 1.5.1, f; = g;jo f est dérivable
en x puisque ¢; l'est en f(z), en tant qu’application linéaire continue. De méme si pour
tout j, f; est dérivable en z, alors u; o f; 'est aussi puisque pu; est une application
linéaire continue, et donc d’apres la Proposition 1.2.4, f = 37", u; o f; est dérivable en
x. Remplacer dérivable en z par dérivable sur U puis par €' sur U pour compléter la
preuve. |

Si f est dérivable en z alors f'(z) € Z(E,F) = Z(E,I[JL Fy) ~ [1jL, Z(U, Fy),
cf. I'isomorphisme

p: LU F) — [[ZWUF)
j=1
T — (1) = Tih<jem: Tj=qioT,
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et on peut donc écrire

Ainsi, pour tout v € E on a
£(@) v = (Fj@) ),z e € F (1.1

Remarque 1.6.2. On retrouve ce dernier résultat a partir de la notation f = 27:1 pjo fj.
En effet, puisque 'opérateur de dérivation en un point est linéaire, cf. Proposition 1.2.4,
on a, si f est dérivable en x :

Fl@)-v="3"(njo f;)( =Z (f(= E

en remarquant que ,u;. (y) -w = pj(w), puisque p; est une application linéaire continue.
La dérivée de 'application composante est quant a elle donnée par

fi(@) = (g0 £)'(z) = qj(f(x)) o f'(x) = gj o f'(x),

car g; est une application linéaire continue.

Exemple 1.6.1 (Cas ' = R). Dans ce cas, f(z) € Z(R, F}) ~ F}, cf. I'exemple fondamen-
tal 1.2.2, et

@)= (@) cjem €F
U

Exemple 1.6.2 (Cas F; = R pour tout j € [1,m]). Dans ce cas, fi(z) € Z(E,R) = E' et
si E est un espace de Hilbert réel, alors

fil) -v=(Vfi(z)|v).
Soit (ej)lgjgm la base canonique de F' = R™. On peut écrire f = 377", fje; et en utilisant
les regles de dérivation tout en remarquant que ’application x — e; est constante, on obtient
m
=Y (fj(x)-v)ej € F=R™
J=1

Si E est un espace de Hilbert réel, alors

qu

v=3 (e

Jj=1

(Vfj(x)[v) e;.

<.
Il
—
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Proposition 1.6.2

Soient F, FEs, E et F quatre espaces vectoriels normés, U un ouvert de E et x € U.
Soient deux applications f1: U — FEy et fo: U — E5 dérivable en T, et une application
bilinéaire continue B € %5 (FE; x Es, F'). Alors 'application

v: U — F
x +— V() = B(fi(x), f2(x))

est dérivable en T et pour tout v € E, ¥/ (z)-v = B(f{(Z)-v, f2(z))+B(f1(Z), f5(z)-v).
Si fi et fo sont de classe €' sur U, alors ¥ est de classe €' sur U.
» On peut écrire ¥ := Bo f, avec

fi U — Eix By
r — f(x) = (fi(z), f2(2)).

D’apres la Proposition 1.6.1, f dérivable en & car fi et fs le sont. Puisque B € % (FE; X
Ey, F), alors B est dérivable sur Eq x Ey (cf. Exercice 1.4), donc en particulier en f(Z).
Par composition, cf. Théoreme 1.5.1, ¥ est dérivable en & et pour tout v € E,

V' (z) -v=B'(f(2) - (f'(2)v),
avec f/(Z)-v = (f{(T)-v, f5()-v) d’apres P'Equation (1.1). Par ’Exercice 1.4, on obtient

V'(z)-v=DB(f(2) (f'() v) = B(fi(@) - v, 2(2)) + B(f1(2), f2(2) - v).
|

Remarque 1.6.3.Si F = F; = Fs = F = R, et si B est le produit usuel x entre
réels, alors la formule de la Proposition 1.6.2 n’est rien d’autre que la formule usuelle de
dérivation du produit de deux fonctions réelles f1 et fo de la variable réelle :

(fr x f2)'(x) = fi(z) x fa(z) + fr(z) x fa(x).

Remarque 1.6.4. Soit B € % (E?, F), E et I deux espaces vectoriels normés. On définit
I’application quadratique associée a B :

Q: F — F
x +— Q(z):= B(z,x).

D’apres la Proposition 1.6.2 (U = Ey = Ey = E et f1 = fo = Idg), 'application Q est de
classe €' sur E et pour tout z, v dans E, on a :

Q'(z) -v = B(z,v) + B(v,z),

et si B est symétrique, alors
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1.7 Fonctions définies sur un espace produit

Supposons que E = [[i*; E;, ou les E; sont des espaces vectoriels normés. Introduisons
les projections et injections canoniques suivantes :

Di: FE — El
r o pi(z) =1y

et
/\i3 E, — F

a = )\1((1) = (OEl,...,OEi_l,CL,OEi+1,...,OEn)

telles que la ¢ composante de A;(a) vaut a et les autres sont nulles. On a alors p; o \; = Idg,,
DioNj = 0$(Ej,E»L‘) siit#jet >, Aiop; =Idg. Soit

f: UcE=[[l-E — F
$:($i)1§i§n — f(z) = f(21,. .. 20).

Fixons un point x € U et introduisons 'application

Hj’i: EZ — K
a +—> 95671'(0,) :::i+)\i(a—ii):(il,...,:Ei,l,a,fcprl,...,xn).

L’application 6z ; est une application affine continue que ’on peut I’écrire sous la forme

ei’,i =Tz © )\’L CT—z;, = Tfm © )\i7
ot 7z(a) ==z +a et ) = (v1,...,%-1,0g, Tit1,. .., Tn). L'application
fobzi: 0,(U)CE — F
a — f o 95;77;(0) = f(Hsz(a)) = f(SEl, e, Ti—1, a, ii-‘rly . ,ﬂ?n)

est appelée la i¢ application partielle de f relative au point x, et est notée

fo 95;;71' = f(a_zl, . ’3_77;—17 '7fi+17 “e ,a:n).

Remarque 1.7.1. Pour fixer les idées, nous avons ici noté x le point de U et a la nouvelle
variable de 'application partielle. Cependant, on retrouvera vite la notation x pour le
point de U et on utilisera la notation un peu ambigiie mais pratique x; pour la variable
de I'application f o 6,;. On remarque de plus que 60, ; est égale a Ty © Ai, donc cette
application ne dépend pas vraiment de z mais de z[;. On pourrait donc la noter 0%.]71' et
donc écrire I'application partielle

f e} ex[i],i(l‘i) = f(l‘l, e s Lj—1y Ly Li41y .- ,l’n)

et on retiendra que les composantes sont toutes fixées, exceptée x;.
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Définition 1.7.1 — Dérivée partielle

On dit que f admet une dérivée partielle au point x € U par rapport a la variable
x; si application f o Hz[i],i est dérivable en z;. Si la dérivée partielle existe, on notera

88.7{1 ((L‘) = (f Oex[i],i)/(l'z‘) € g(Ez,F)

Remarque 1.7.2. On utilisera aussi la notation 0y, f(z) pour écrire la dérivée partielle
de f par rapport & la variable z; au point z.

Nous avons alors le résutlat suivant et on peut noter que la réciproque du point i) de la
Proposition 1.7.2 est fausse!

Proposition 1.7.2

Soient f: UC E=]1[-1Ei — Fetxel.
i) f dérivable en x = Vi € [1,n] : 0y, f(x) existe.
ii) Vi e [1,n],
of

n

iii) /() =Y 00, f(2) o .

i=1

» L’application wai étant affine et continue, elle est dérivable en x;. Par hypothese,
f dérivable en «9%.] i(zi) = = donc par composition f o 9%] i dérivable en z; et 0y, f(x)
existe. Le point i) est démontré. Supposons f dérivable en x. On a alors, par dérivation

des fonctions composées

of
81’1‘

(2) = (f 00y ) (21) = /(o i) 0 0l (1) = () 0 0l (),

or puisque Ty, = p;) + Idg et A; est linéaire continue :

[i
Oy i (i) = (1o 0 M) (i) = 7 (Ni(w4)) 0 Niwi) = Nizs) = Ai.

Le point i7) est démontré. Puisque Y ' ; \jop; = Idg, on peut écrire f = fo (3 i1 Niop;).
En utilisant les regles de dérivation, avec le fait que z = (3°7; A\j o p;)(x), on a

n

F() = P@)o (3 Aop) (@) = Fz) o (3" Xpi(a)) o pl(a)) = /() o (> Asop)
i=1 =1

i=1

puisque \; et p; sont des applications linéaires continues. La linéarité de f’(z) combinée
au point 77) permet de conclure que f'(z) = Y1 Oy, f(x)op; et le point i) est démontré.
[ |



20 Chapitre 1. Applications différentiables

Remarque 1.7.3. D’apres le point #ii) de la proposition, on a Vv := (v;);<;«, € E :

!/ _ Loy,
ORED WEIOR
Exemple 1.7.1 (Cas E; = R pour tout i € [1,n]). Notons (€;),<;, la base canonique de

R™. Supposons f dérivable en z. On a alors 0,, f(z) € Z(R, F) ~ F et donc

of
a’L'Z'

o 8:51

(z) (@) 1= (f'(x) o Ni) - 1= f'(x)  Xi(1) = f'(2) - ei = D¢, f ().

La dérivée partielle 0, f(x) n’est rien d’autre ici que la dérivée directionnelle de f en = dans
la direction e;. O

Remarque 1.7.4. De maniere générale, c’est la dérivée partielle appliquée a un vecteur
qui est une dérivée directionnelle. En effet, pour v; € E;, on a :

of
8a:z~

() -vi = f'(x) - Mi(vi) = Dy, 0, f(2).

Exemple 1.7.2 (Cas F =R et E; = R pour tout i € [1,n]). Dans ce cas, f: U C R" - R
et d’apres le troisieme exemple fondamental 1.2.3,

fl@) v =(Vf(z)|v)

avec V f(z) un vecteur de E = R". Les composantes de V f(z) sont alors les dérivées partielles
de f! En effet, pour tout ¢ € [1,n], O, f(z) = f'(z) - e; = (Vf(z)|ei) € R ce qui nous
donne bien la ¢ composante du gradient. Nous avons dans ce cas f'(z) € (R")", c’est donc
une forme linéaire sur R™. Introduisons (dz;);;~, la base duale de (e;);,,, telle que
d:):i(ej) = 0;; ou d;; est le symbole de Kronecker (_qui vaut 1 ou 0 suivant q_ue? 1 et j sont
égaux ou non). Ainsi, f/(x) s’écrit dans cette base sous la forme f'(z) = >"7_; ag day et on
a0y, f(x)=f(x) e =X F_q apdrg(e;) = a; € R, donc finalement on peut écrire

f/(x) = Z g.%]i (x) dz;.

i=1

Exercice 1.7.1 (solution p. 63) : Soit f: E = [[;-; E; — F dérivable en z € E.
Soit (x,y) — B(x,y) une application bilinéaire continue de F; x Ey dans F'.

1. Montrer que f’ est linéaire sur F ssi Vi € [1,n], Oy, f est linéaire sur E.

2. Montrer que 0, B(z,y) = B(-,y) et 0y,B(x,y) = B(z,-).
3. En déduire que B’ est linéaire sur E; x Es.
4

. Montrer que B’ est continue. On rappellera les espaces de départ et d’arrivée de
B
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1.8 Fonctions définies et a valeurs dans des espaces produit

Soit f: U C E = [[;2y Ei — F = [[j, F;. Supposons f dérivable en x. D’apreés la
Remarque 1.6.2, on a

et
9f;
8.151‘
D’aprés Iisomorphisme vu en Section 1.6, on a f'(z) € Z(E,[[jL, F}) ~ [[jL, Z(E, F}).
En combinant avec I'isomophisme suivant :

(x) :qjof/(x)o)\i GX(EZ,FJ) (12)

¢: L(Ilisi B F) — [ Z(E;, F)
T — o(T) = (Ti)1<icn» Ti=ToN,

onadonc f'(z) € Z(E,F) ~[[;-; [I}L, Z(E;, F;) et on peut finalement faire I'identification
suivante (on appelle cela la notation matricielle) :

df; df;
f(z) = (aﬁ (x))KKn avec 3:]12(:6) € Z(E;, F}).

1<j<m

Proposition 1.8.1 — Dérivée partielle d’une application composée

Soient E = [[iy Ei, F = [[jL, Fj et G = [[;_, G}, trois espaces vectoriels normés
produits. Soient f: U — F, U ouvert de E et g: V — G, V ouvert F, tels que
f(U) Cc V. Soit x € U. Si f est dérivable en x et si g est dérivable en f(x) alors
go f est dérivable en x et toutes les applications composantes de g o f admettent des
dérivées partielles en x par rapport aux variables x;. Les dérivées partielles sont alors
données pout tout i € [1,n] et k € [1,p] par :

N0y =5~ % (1)) 0 2wy € (B, ),
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» Introduisons les projections et injections canoniques suivantes :

r.: G — G
z — rR(2) =z

t
¢ v Gy — G
a — I/k(a) = (OGI,...,Okal,CL,OGkH,...?OGP).
On a alors
W(x) =rro(go f)/(x) o\, cf. Eq. (1.2)
=rrog (f(x))o f'(x)o N\, cf. Théoreme 1.5.1
=rrog (f(z))oldpof'(z)oA
=rgog(f(x))o (i [ o qj> o f'(z) o\, cf. Section 1.6
j=1
=Y (reog (f(x)ops)o(gof(x)oN),
=1
’ car i et ¢'(f(x)) sont linéaires
= f: %(f(x)) o 00i (z). cf. Eq. (1.2)
j=19Yi Ox;

|
Exemple 1.8.1 (Cas fondamental : F = R", F = R™). Dans ce cas,

8LU63®R)R

ox;
et alors la matrice
df1 af
” 3@ 3,
Ji(z) = <a—xj(x)> = € M, »(R)
¢ £y Gfm 8fm
a:El( z) e axn(l’)

est appelée la matrice jacobienne de f en x. Si m = n, alors le déterminant det(J(z))
est appelé le jacobien de f en x. Introduisons la base canonique de R™ (e;), <j<m €t
(dz) <<, celle de (R™)*. Soit un vecteur v = (v;), <, € E = R". Récapitulons ce que I'on
sait déja : o

m

o fl(z) v= Z(fjl(x) -v)ej € R™, cf. Exemple 1.6.2, Section 1.6;

7=1

0
Z afj )dx;(v) € R, da;(v) = v;, cf. Exemple 1.7.2; Section 1.7.
T
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En combinant ces deux points, on obtient finalement

f(x) Z (Z gﬁ ) ej = Ji(z)v,

g=il

ou le dernier terme est bien le produit matrice-vecteur entre Jy(x) et v. Enfin, dans les
hypotheses de la Proposition 1.8.1, on peut voir que la matrice jacobienne de g o f au point
x est le produit de la matrice jacobienne de g au point f(x) avec celle f au point x, i.e. on a

Jgor (@) = Jy(f(2)) Ty (2)

ou
g = (g o i) = o

autrement dit, la matrice jacobienne de la composée de deux fonctions est le produit des
matrices jacobiennes des deux fonctions. O

Exemple 1.8.2 (Cas particulier : F = R", F' = R™, m = 1). Voir 'Exemple 1.7.2 de la
Section 1.7. Dans ce cas,

Jr(z) € My n(R) ~ (R"),

autrement dit f’(z) est une forme linéaire sur R™ et J¢(z) est un vecteur ligne. Ainsi,

Ji(@)' =Vf(x)= e M,,1(R) ~ R",

ott AT est la matrice transposée de la matrice A, et donc V f(z) est un vecteur colonne. [

Exercice 1.8.1 (solution p. 63) : Soit

f: R3 —5 TR?
ycosx — zsinx

@p.2) — ) ="

Montrer que f est différentiable sur R? et donner la matrice jacobienne de f en tout
point de R3.

1.9 Différentielle d’ordre &
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Définition 1.9.1 — Dérivée seconde

Soient (E, ||||) et (F,]|-]|r) deux espaces vectoriels normés, U un ouvert de E, une
application f: U C E — F et un point x € U. On dit que f est 2 fois dérivable
(ou 2 fois différentiable) au point = si f est dérivable sur un ouvert Q C U contenant
T et si f"Q, Iapplication dérivée de f restreinte a 2 est dérivable en x. Si f est 2
fois dérivable en x alors f”(z) = (f")(x) € L(E, Z(E,F)) est appelée la dérivée
seconde de [ au point x.

Comme il n’est pas treés commode de considérer des applications a valeurs dans un espace
d’applications, on utilise habituellement, a la place de Z(F, . Z(FE, F)), un espace qui lui est
isomorphe, méme mieux isomorphe et isométrique. Notons % (E x E, F) l'ensemble des
applications bilinéaires continues de E X E dans F' et munissons cet espace de la norme

| Bll.zoexE,F) = sup {||[B(u,v)||r | |ullg < 1et [jv][p <1}.
Introduisons maintenant

0. L(E,Z(E,F)) — %(ExE,F)
T — (T,

telle que
o(T): ExE — F
(u,0)  — @(T) - (u,0) = (T u) v=(T(u))(v)

et montrons que ¢ est un isomorphisme isométrique, auquel cas ¢(T') ~ T, on pourra iden-
tifier Z(E, Z(E,F)) avec £ (FE x E,F) et on pourra donc noter T'(u,v) = ¢(T) - (u,v).
En particulier, on aura f”(z) € %(E?, F) et pour tout (u,v) € E?, on notera f”(z) - (u,v)
la dérivée seconde de f en z appliquée aux vecteurs u et v, au lieu de f”(z) - u-v. Montrons
donc que @ est un isomorphisme isométrique, pour cela il suffit de montrer que ¢ est linéaire,
surjective et isométrique. Tout d’abord, on vérifie que ¢ est bien définie, ce qui est le cas,
car ¢(T) est bien une application bilinéaire continue de E? dans F. Ensuite, il est clair que
 est linéaire car un ensemble d’applications linéaires continues est un sous-espace vectoriel.
Soit maintenant B € .%(E?, F). Alors I'application Tg: E — Z(E,F), Tg(u) = B(u,"),
est bien linéaire, définie sur E et a valeurs dans Z(E, F') donc ¢ est surjective. Enfin,

1e(T) | 22,7y = sup{ (T - w) - vl|F [ lulz < 1et [jv]z <1}

= sup ( sup H(T'U)‘UHF> = sup [T ullg@mr) = T 2m.20F)
lull <1 \[vllz<1 ull p<1

donc ¢ est bien isométrique. En conclusion, ¢ est un isomorphisme (topologique) isométrique.

Remarque 1.9.1. Nous n’avons pas besoin de montrer que ¢ est injective car le fait que
¢ soit isométrique implique son injectivité. En effet, si ¢(11) = ¢(T3), alors p(T1—T3) =0
car ¢ linéaire, donc par isométrie, ||T7 — T»|| = 0, donc T7 = Tb.

Remarque 1.9.2. Si f est 2 fois dérivable en z, alors pour w € E proche de z :

fll@+w) = f'(z) + (f)(2) - w+o(w),
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autrement dit on a pour v € E, f'(z +w) v = f'(z) - v+ f'(z) - (w,v) + o(w). Il en
résulte que lapplication g,: x +— g,(z) = f/(z) - v vérifie

g(@)-w=f"(z) (w,v) = f(x) - (v,w) (voir Théoréme 1.9.3 pour la symétrie.)

D’un point de vue pratique, la dérivée seconde en un point z appliquée a une paire
(v,w) peut étre obtenue ainsi : on calcule d’abord I’application dérivée appliquée en v,
i.e. © — f'(x) - v, puis on calcule la dérivée de cette application en x appliquée en w.
Pour insister une fois de plus, au lieu de dériver 2 fois puis appliquer 2 fois, on dérive,
puis applique, et on fait cela 2 fois.

Exemple 1.9.1 (Fonction définie sur un Hilbert et a valeurs dans R). Soit (H, (-|-)y) un
espace de Hilbert réel et f: U C H — R, U ouvert de H, une application 2 fois dérivable en
x € U.Onaalors f'(z) e Z(H, 4 (H,R)) ~ £(H,H) = ¥(H), en utilisant I"isomorphisme
entre H et H = Z(H,R), cf. Exemple 1.2.3. Ainsi, f”(z) s’identifie & un endomorphisme
(topologique) de H, i.e. une application linéaire continue de H dans H. Construisons cet
endomorphisme. Puisque f”(z) - (u,v) ~ (f"(z) - u) -v et f'(z) - v € X(H,R) = H,
d’apres le théoreme de Riesz, pour tout u € H, il existe un unique vecteur z, € H tel que
f"(z) - (u,v) = (24 | v) . Posons

Af’mi H — H
u — Apg(u) =2z,

et montrons que Ay, € Z(H). Tout d’abord, Ay, est bien linéaire car

(Zuytus | 0) g = (@) - (u1 +ug,v) = f(x) - (u1,v) + f'(z) - (ug,v)
- (Zul ‘U)H + (ZUQ "U)H - (zu1 + Zuy ’U>H

De plus Ay, est continue car d’apres le théoréme de Riesz, I'isomorphisme étant isométrique
on a |zullg = ||f"(x) - ul]|g et donc :

1Ase - ullr = llzullm = 1) - wllgr < 1@z lula

Cette application Ay, € Z(H) s’appelle l’opérateur hessien de f en x et est noté
V2f(z) = As, de telle sorte que

f(2) - (u,0) = (V2 f(2) - ulv) .

Nous avons méme plus : || Ay .|| 2y = |/ (@)|| 2 (#,17)- Finalement, nous avons partiellement
démontré que 'application

p: YH,H) — ZL(H)
T —  o(T) = Ar,

telle que (T'-u) - v = (A7 - u|v)y, avec Ap définie comme précédemment a partir de 1" et
non plus f”(z), est un isomorphisme (topologique) isométrique. O
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Exemple 1.9.2 (Fonction définie sur R™ et a valeurs dans R). On munit R" du produit
scalaire usuel (-|-) de telle sorte que R™ est un espace de Hilbert de dimension finie, i.e. un
espace euclidien. D’aprés l'exemple précédent f”(z) € L(R™, L(R™,R)) ~ L(R") ~ M, (R)
et la matrice associée V2 f(z) € M,,(R) s’appelle la matrice hessienne de f au point x.
Dans ce cas, en considérant f”(z) comme un élément de Ly(R™ x R™ R), on a :

f(@) - (u,0) = (V2 f(z) - u|v) = 0" V2f(z)u

avec
0% f 0% f
8737%(@ o 0x10x, (@
Vif(z) = : : € M,,(R).
0% f 0% f
0021 ) aT:%(m)

On a: V2f(z) = Jys(z) ou en considérant V2 f(x) dans L(R"), V2f(z) = (V) (z). O

Différentielle d’ordre k. On introduit la notation
& =F & =%(EF)=X%(F, &),
puis par récurrence, pour tout k € N,
Eip1 = L (B, &)

Nous avons alors un isomorphisme isométrique entre &}, et I'ensemble % (E*, F') des appli-
cations k-linéaires de E* dans F, défini par I’application :

©: (o@k — gk(Ek,F)
T — o),

telle que

o(T): EF — F
x = (x1,...,25) — @) -z=((T z1) x2)...) Tp,

ou &, = £ (E,8j—1) est muni de la norme |||| (g5, ,), et ott 'ensemble Ze(E*, F) est muni
de la norme

Tl %, (gx,py = sup {| T (21, ..., zi)|lp | [l21]|e < 1,... [l2klle < 1}.

Puisque ces espaces sont isomorphes, on a ¢(T') ~ T et on peut donc noter T'(z) ou T - x &
la place de (((T - x1) - x2)...) - xx. Faisons I’hypothese de récurrence suivante : on suppose
définies les notions d’applications k — 1 fois dérivable en z, et de dérivée (k — 1)¢ en x, notée
fED(z) € &1 ~ L1 (E*1, F). Nous pouvons introduire les définitions suivantes.
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Définition 1.9.2 — Dérivée d’ordre k et applications de classe €%, k € N

Soient (E, ||-||g) et (F,|-||r) deux espaces vectoriels normés, U un ouvert de E, une
application f: U C F — F et un point x € U.
o On dit que f est k fois dérivable (ou k fois différentiable) au point x si f est

1)

k — 1 fois dérivable sur un ouvert 2 C U contenant z et si f‘(éf , Papplication

dérivée (k — 1)¢ de f restreinte a 2 est dérivable en x.
Si f est k fois dérivable en z alors f)(z) .= (f*=VY(2) € L(E, 1) = & ~
Z(EF, F) est appelée la dérivée k¢ de f au point .

« On dit que f est de classe €%, k € N, si f est k fois dérivable dans U et si son
application dérivée k°, f (k). est continue de U dans &.

On note €*(U, F) = {f e FY ‘ f®) e €, é@}, ssev de €F~1(U, F).

o On dit que f est de classe €°° (ou infiniment dérivable), si f est de classe
€*, pour tout k dans N. On note €>°(U, F) := Npen€* (U, F)

I Remarque 1.9.3. Une application de classe €% est aussi de classe €7, pour tout j < k.

Théoréme 1.9.3

Soit f: U C E— F,U unouvert de E et x € U. Si f est k fois dérivable en x, alors la
dérivée & Pordre k en x, f¥)(z), est une application k-linéaire continue et symétrique
de E¥ dans F ; autrement dit, si o est une permutation de {1,...,k}, alors

FE@) - (o), ttoy) = P (@) - (ur, ... up).

pour tout (uy,...,u) € EF.
» Voir [13, Théoreme 1.6.1]. |

Exercice 1.9.1 (solution p. 64) : Soient A € M,(R) ~ L(R™), b € R" et ¢ € R.
On pose
f: R — R

T > f(x):é(Ax|a:)+(b\x)+c.

Montrer que f est dérivable 2 fois sur R et calculer Vf et V2f. Méme calculs en
supposant A symétrique.

Exercice 1.9.2 (solution p. 64) : Soient A € M, (R) symétrique, b € R" et une
application z: R — R"™ deux fois dérivable. On considére 'application f définie par :

fi R — R
t — f(t)I%(Aﬂf(t)\x(t))—(b\w(t))-

Montrer que f est deux fois dérivable sur R et calculer f'(t) et f”(t).
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Exercice 1.9.3 (solution p. 65) : Soit (H,(-|-);) un espace de Hilbert réel. Soit

p: H — R
1

1
ro— (@) = Slalh =5 @)y

Montrer que ¢ est deux fois dérivable sur H et calculer Vo et V2 sur H.

Exercice 1.9.4 (solution p. 65) : Soit
fi R* — R
1
x +— f(z)=cos <2||3:]2> .

Montrer que f est deux fois dérivable sur R”, et calculer V f ainsi que V2f sur R".

Exercice 1.9.5 (solution p. 66) : Soit

fi R* — R

1. Montrer que f est dérivable sur 'ouvert R™ \ {Ogn} et que

X

V(@)=

eI

2. Montrer que f n’est pas dérivable en Ogn.
3. Montrer que f est deux fois dérivable sur R™ \ {Og~} et donner V2f.

Exercice 1.9.6 (solution p. 67) : Soit F': R™ — RP dont chaque application com-
posante F;, i = 1,...,p, est deux fois dérivable sur R™. On définit

f: R* — R
v f@) =5 IFE)P

1. Montrer que f est dérivable deux fois sur R™ et calculer Vf et V2f.
2. Application au cas particulier ou F(z) = Az — b.
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2.1 Théorémes des accroissements finis

Le théoréme des accroissements finis donne une majoration de f(b) — f(a) sous des
hypotheses appropriées portant sur la dérivée de f. Il s’agit essentiellement d’un résultat
portant sur les fonctions de la variable réelle. Rappelons que le théoréme de Rolle ! pour des
fonctions a valeurs réelles assure I'existence d’un point ¢ € |a,b[, a < b réels, tel que

f) = fla) = f'(c)(b—a)

sous les hypothéses suivantes : f continue sur [a,b] et dérivable sur Ja,b[. Ce résultat ne
subsite pas pour les fonctions a valeurs vectorielles, comme le montre ’exemple de la fonction
A valeurs dans R?, f(z) = (cos(27x), sin(2mx)) sur [0, 1].

Exemple 2.1.1. La fonction f: R — R? définie par f(z) = (cos(27wz),sin(27z)), a, en
chaque point une dérivée de norme 2, et il n’existe aucun point ¢ € 10, 1[ tel que f(1)—f(0) =
f'(c). En effet, f'(x) = 2n(—sin(27x), cos(2mx)), donc pour tout = € R, || f/'(z)|| = 2x. Et
puisque f(1) = f(0), on ne peut avoir ||f(1) — f(0)|| =0 = || f'(¢)| = 2. O

Rappelons qu’il existe aussi une version intégrale du théoreme des accroissements finis
pour les fonctions & valeurs dans R. Pour une fonction f a valeurs réelles, définie et continue
sur [a,b], il existe ¢ € Ja, b] tel que

b
bia/a f(z)dz.

Pour les fonctions de la variable réelle et & valeurs dans un espace vectoriel normés
quelconque, nous avons le résultat suivant.

fle) =

1. cf. https://tinyurl.com/Rolle-wikipedia.
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Théoréme 2.1.1 — 1*® forme des accroissements finis

Soient a < b deux réels, (F,||-|r) un espace vectoriel normé, f € €°(|a,
% (la,b],R). Supposons f et g dérivables dans]a,b[. SiVx € ]a,b[, || f'(x
alors :

bl,F) et g€
)Nr <g'(z),

1£(b) = f(a)llF < g(b) — g(a).

» Soit € > 0. Notons
Li={yela,b|Veela,yl, IfE) - f@)lr < g) - g(a) += (z —a) +e}.

* Nous allons montrer que I. = [a,b]. Nous aurons alors I'inégalité pour = = b, et ce,
quelque soit € > 0. La conclusion viendra en fixant x = b et en faisant tendre ¢ vers 0.

x Notons ¢, := sup I.. Montrons que ¢, = b. Tout d’abord, 'application
x> (@) = |f(x) - fla)|r — (9(x) —g(a) + e(z —a)), =€ [a,b],

est continue en a, puisque f et g le sont, et ¢(a) = 0, donc pour tout = > a suffisamment
proche de a, () < ¢, donc ¢ > a. Supposons maintenant que a < ¢. < b et raisonnons
par 'absurde. Puisque c. € |a, b[, alors, par hypothése, f et g sont dérivables en c.. Ainsi,
il existe y € |cc, b], suffisamment proche de ¢, tel que pour tout = € ]c.,yl, on a

‘ f(z) = flee) o f/(Ca)

d’ott, puisque x — ¢ > 0:
1f (@) = fleo)llr = [1f(2) = flce) = f(ee) (@ — cc) + f'(ce)(w — co) |
< 1f (@) = flee) = flee)(@ —ce) | + 11 (ce)(@ — ce) |

< G+ e)le) (@ - o).

Ensuite, puisque nous avons ¢'(c:) > 0, alors, le théoréme de Rolle nous donne g(x) —
g(ce) > 0 et il vient :

g/(cs)(:U —ce) = |g(z) — g(ce) — g/(cs)(x —ce) — (9(z) — g(ce))|

< g(fL’) —g(CE) _g/(ca) S %7

T — Ce

8et’
2

< 5@ =) +lg(@) — glec)|
= S(@ ) +9(x) —glez).

Par hypothese, puisque a < ¢. < b, on a ||f'(ce)||r < ¢'(ce). Ainsi, pour tout x € Je. ,y] :

1 (@) = fle)llr < ez —ceo) +9(x) —g(ce).
En outre, la continuité de f et g nous assure que c. € I.. Et finalement, on obtient
1f (@) = fa)llr = |f(x) = fce) + flcc) = fla)llp < [If(x) — flce)ll + [If(cc) — fla)llp
<e(@—c) +g(x) —glce) + glee) —gla) +e(cc —a) +¢
=g(x)—ga) +e(x —a)+e.
En prenant x = y il vient que y € I, ce qui impossible puisque y > ¢. = sup /.. On a

donc ¢, = b. En fixant z = b et en faisant tendre € vers 0, on obtient le résulat attendu.
|
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Définition 2.1.2

Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques. Une application f: X — Y est dite
k-lipschitzienne, k > 0 dans R, si pour tout x1, x2 dans X,

dy (f(z1), f(z2)) < kdx(z1,22).

f: X — X est dite contractante si elle est k-lipschitzienne pour un k € [0, 1].

En prenant g(x) = kx, k € R, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 2.1.3

Soit f € €°([a,b],F), f dérivable dans Ja,b[ et telle que ||f'(z)||r < k pour tout
x € |a,b[, alors f est k-lipschitzienne :

1f(y) = f(@)|lF <kly—=|, Vz,y €la,b].

Lorsque k = 0, on obtient en particulier :

Corollaire 2.1.4

Soit f € €%([a,b], F), admettant dans |a,b[ une dérivée nulle, alors f est constante.

Enfin, en prenant f = 0 dans le Théoreme 2.1.1, on obtient :

Corollaire 2.1.5

Soit g € €°([a,b],R), admettant dans |a,b[ une dérivée > 0, alors g est croissante.

Revenons au cas des fonctions définies sur un ouvert d’'un espace vectoriel normé F.
Comme pour les fonctions dérivables d’une variable réelle, le résultat fondamental du calcul
différentiel est celui qui, a partir de la connaissance des différentielles d’une fonction en chaque
point de son domaine, permet d’estimer ’accroissement de cette fonction entre deux points
fixés a 'avance. On se ramene pour cela au cas des fonctions d’une variable, en considérant
la restriction de la fonction au segment qui joint les deux points. Pour une paire (a,b) € E?,
on note [a,b] == v([0,1]) et |a,b[ = v(]0,1]), ou v(t) = (1 —t)a+tb=a+t(b—a) € E
pour ¢ € [0,1]. Nous avons alors le résultat suivant.

Théoréme 2.1.6 — 2° forme des accroissements finis

Soient (E, ||-|g) et (F, ||||r) deux espaces vectoriels normés. Soient U un ouvert de E,
(a,b) € E? tel que [a,b] C U et f: U — F. Si f est continue dans [a,b] et différentiable
dans |a, b[, alors :

1£6) = f@ll < (s |7 @lloeem ) 10— alls € Ry,

z€la,b
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> Posons M := sup,cjqp(llf' (%) 2z, F)- Si M = +o00, alors le résultat trivialement vrai.
Supposons donc M < +o0. Posons sur l'intervalle [0, 1], I'application ¢ = fov, v(t) =
a+ t(b — a), de telle sorte que ¢(0) = f(a) et (1) = f(b). Introduisons de méme sur
[0, 1], lapplication g(t) := tM||b— a||g. Ainsi définies, ¢ € €°([0, 1], F') par composition
d’applications continues, g € €°([0, 1], R) et pour tout ¢ € |0, 1] :
I’ ®llr = 1" (@) -V O)llr =1 @@) - (b-a)lr
< NP o) 16— alls < Mb— all5 = ¢'(2)

D’apres le Théoréme 2.1.1, on obtient finalement

lo(1) = ()7 = 1f(b) = fla)llp < g(1) — g(0) = M||b — al|,
ce qui donne le résultat attendu. |

Corollaire 2.1.7
Soit f: U — F une fonction différentiable définie sur un ouvert convexe telle que

|f'(z)l.2(z,Fy < k pour tout x € U. Alors, f est k-lipschitzienne :

1F(y) = F@)llr < klly—zlle, Yo,y el

» Puisque U convexe, alors pour tout (z,y) € U?, le segment [x,y] C U et on peut
appliquer le Théoréme 2.1.6. |

L’hypothese de convexité de U dans ce dernier résultat ne peut étre remplacé par la

connexité de U. On a en effet 'exemple suivant.
Yy

Exemple 2.1.2. Soient U I'ouvert de R? défini par by

by °

U::{(x,y)|x>06tx2+y2>1} bio,,
U

et ¥: U — R telle que ¢(x,y) = arctan(y/x). Alors — —
U est un ouvert connexe, la différentielle de v vérifie
|/ (x,y)|| < 1 pour tout (x,y) dans U et 1) n’est pas a10) o
k-lipschitzienne pour k < /2. O 2a1'

Correction. Il est clair que U est connexe mais pas convexe. Sur U, 'application 1 est

dérivable et on a : ) .
w,(xvy):7< Y 7)7

e\ e
donc
2 2 3 2 2, .2\3
, oz Y 1\ z y +axt\?2 o 9y —1
W al= 55 m (Gt w) = me(te) =<

Montrons que 3 n’est pas k-lipschitzienne pour k < 7/2. On définit dans U, les points :

1 1+n 1 14+n
Qp = Hy et bn = ] )
mn mn n n
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pour n € N". Alors, ||b, — ay|| — 2 et
|9 (bn) — ¥(an)| = 2arctan(n + 1) — ,
donc 1 ne peut pas étre k-lipschitzienne sur U pour k < 7/2. O

Sur un ouvert connexe, nous avons le résultat suivant.

Corollaire 2.1.8

Soit f: U — F une fonction différentiable définie sur un ouvert connexe, admettant
une dérivée nulle. Alors, f est constante.

» Soit zg € U. Posons
A={zeU]| f(z)= f(zo)}.

L’application f étant différentiable sur U, elle y est continue. L’ensemble A est donc
fermé comme préimage d’un fermé par une application continue. Pour tout = € A, le
Corollaire 2.1.7 montre que toute boule ouverte B(z,r), r > 0, contenue dans U est aussi
contenue dans A, puisque f est O-lipschitzienne sur la boule B(z, ) qui est convexe. Ainsi,
I’ensemble A est ouvert dans U. Finalement, A est ouvert et fermé dans U, U connexe,
donc A = U, et on obtient le résultat attendu. |

Remarque 2.1.1. Sur un ouvert formé de plusieurs composantes connexes, si la dérivée
est nulle, alors I’application est constante sur chaque composante connexe, mais rien oblige
a ce que les constantes soient égales.

2.2 Dérivabilité versus dérivée partielle

Proposition 2.2.1

Soit f: U C E =1y E; — F, U ouvert de E, avec E; et F, des espaces vectoriels
normés. On a :

of

feC U F) < Vie[l,n], o

e ¢°(U, Z(E;, F)).

» Démontrons l'implication de gauche a droite en premier, puis la réciproque, plus dif-
ficile.

1. Si f € €Y (U, F), alors il est clair que Vi € [1,n], 0., f € €°(U, Z(E;, F)), puisque
Oz, f(x) = f'(x) o N\, avec Ni: By — F, Ni(a) = (0g,,...,0g,_,,a,0g,,,...,0g,), cf. Pro-
position 1.7.2. En effet, 0,, f est la composée de I'application continue z — f'(x) (car
[ €*) avec I'application sur .Z(E, F) définie par T + o(T) := T o \;, qui est linéaire
(évident) et continue, cf. [o(T)|| 2, r) < Nl 2z, 0) 1T 2(2,F)-

2. Supposons que Vi € [1,n], 0., f € €°(U, £ (E;, F)), et montrons la réciproque.

2. Il est & noter que h; dépend de x et v mais nous n’écrivons pas cette dépendance pour alléger les
notations.
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* Introduisons :
v: U — [, Z(E;,F)

r — Y(z) = (Eigfl(a;),,;};(x))

et
o Gi=IIl, Z(E,F) — Z(E,F)
T:=(T,...,T,) — o(T) =Y T;0p;,
avec p;: E — E;, la projection canonique p;(z) = z;, pour x = (x1,...,2,) € E. On

note g = p o 1) de telle sorte que
g: U — Z(E,F)
n O
v gla) = (pou)(x) = Tiny o (x) o

L’application 9 est continue par hypothese. L’application ¢ est linéaire (évident). Mon-
trons qu’elle est continue. Pour T := (T1,...,T,) € G, on définit la norme

TG = g%ﬁ\m”z(&f)-

Ainsi, ¢ est continue sur G puisque

lo(D)lze,ry < D T o pillemr) < Y Tl 2, ry 1pill 25,8

i=1 i=1
n

< (ZHPZ’H.Z(E,Ei)) 1T G-
=1

Finalement, 'application g = ¢ o 9 est continue sur U.
x Soit z € U. Posons
ha(v) = f(z +v) = f(z) — g(z) - v,
définie sur un ouvert tel que =z + v € U. Si hy(v) = o(v), alors f est différentiable en =,

de différentielle en z, f/'(z) = g(x), donc d’application dérivée f' = g continue, et donc
alors f est de classe €' sur U.

« Montrons donc que hy(v) = o(v). Tout d’abord, on peut décomposer h;(v) sous la
forme (vérifiez-le) suivante? :

n

ha(v) =Y (hi(vi) — hi(0g,)),

=1
avec v == (v1,...,0p) et
hi(a) == f(z1,...,%i—1,Ti + a, Tit1 + Vi, ..., Tn +Vp) — O, f(x) - a.

Ensuite, étant donné € > 0, il existe 6 > 0 tel que =[]~ B(x;,d) est contenu dans U
et de plus, tel que pour tout i € [1,n] et pour tout v € E vérifiant x + v € Q, on a :

H of _of

<e

(x +v) H <

() 7
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car Oy, f est continue sur U par hypothese, et ot 'on a noté B(x;,d) la boule ouverte de
rayon 0, centrée en z;. Soit maintenant v = (v1,...,v,) € E tel que x +v € Q C U.
Alors, pour tout ¢, 'application h; est définie et dérivable (car d,,f existe sur U) sur
B(0,6), sa différentielle est donnée par :

of of
hi(a) = o, (@1, i1, @+ O, T+ Vige1,s - -5 Ty + Vp) — oz, (),
et puisque (1, ...,Ti—1,T; + @, Tit1 + Vit1,. .., Ty + Uy) € Q, alors, sur B(0,4), on a

Ihi(a)ll. 2z, Fy < e
On peut donc appliquer le théoreme des accroissements finis 2.1.6 a h;, ce qui donne
[hi(vi) = hi(Og;)|| P < €llvillg;, Vvi € B(0,6).

Finalement, pour tout v € E tel que x +v € €, i.e. tel que ||v||g = maxi<i<pl||vil| 5, <6,
on a: ||h(v)||F < ellv| g, ¢’est-a-dire, hy(v) = o(v). [ |

Remarque 2.2.1. Attention, une application qui admet des dérivées partielles n’est pas
nécessairement dérivable, ni méme continue, cf. Exemple 1.3.1.

Exercice 2.2.1 (solution p. 67) : Montrer a I’aide de la Proposition 2.2.1 que toute
application bilinéaire continue, puis multilinéaire continue, est de classe €, et donner
leurs différentielles.

La Proposition 1.6.2 se généralise bien aux applications multilinéaires. Considérons par
exemple un espace vectoriel normé E de dimension n muni d’une base B := (ey,...,e,) et
notons det, 'application déterminant en base B. Cette application est une forme n-linéaire
alternée continue (E™ est de dimension finie) et sa dérivée est donnée par 1'Exercice 2.2.
Pour z et v dans E™, on a :

n
det'(z) - v = Zdet(xl, ey Ty Uiy Tigdy e vy L)
i=1

En utilisant la notation matricielle A .= (z1...x,) et H := (v1...v,), on peut écrire :
det’(A) - H = tr ((Com AT H) ,

autrement dit, det(A 4+ H) = det(A) + tr ((com AT H) + o(H). On rappelle que com A est
la comatrice (ou matrice de cofacteurs) de A. Elle est de méme dimension que A et elle est
donnée par

(com A), ; = det(4; ;) = (—=1)"+ det(A; ),

ou flm est la matrice carrée de taille n déduite de A en remplagant la j¢ colonne de A par
une colonne constituée uniquement de zéros, sauf un 1 sur la ¢ ligne, et ou A; ; est la sous-
matrice carée de taille n — 1 déduite de A en supprimant la ¢ ligne et la j° colonne. Soient
maintenant un autre espace vectoriel normé F' et une application f: F' — E", dérivable en
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un point ¢ € F. Alors, 'application ¥ := det of est dérivable en ¢ et pour tout h € F', on a :

2.3 Dérivabilité dans le cas fonctionnel

On s’intéresse ici & la dérivabilité de la composition & droite d’une application €' avec
une application continue définie sur un intervalle compact de R. Concrétement, on considere
deux espaces vectoriels normés (E, ||-||g) et (F,||r), et une application f € €' (E, F). On
définit I’application

(I)f: (gO([O ) 1]a E) — (50([0 ) 1]7 F)
g — Dp(g) = foy,
ot €°([0,1], E) et €°([0, 1], F) sont munis de la norme de la convergence uniforme ||-||oo, >
et on s’intéresse a la dérivabilité de ®¢. Si f est linéaire, i.e. f € Z(F, F), alors la réponse
est plutot simple : 'application ® est linéaire (évident) et continue puisque

viel0,1], [@r(9))lr =1 g)lp < IFl2@rmls®)le
< fllzeemllgllo

donc
[P (Dloo < 1 fll.2,r)ll9]loo-

L’application @ est donc de classe ¢ (toute application linéaire continue est €>°) et sa
différentielle est donnée pour tout g et v dans €°([0,1], E), par :

Ph(g)-v==2f(v) = fou.
Dans le cas non linéaire, nous avons le résultat suivant.
Proposition 2.3.1

Soient (E,||-||g) et (F,||-|r) deux espaces vectoriels normés. Soit f € €*(E,F). On
définit I'application
o G(0,1,F) — °0,1),F)
g — ®p(g)=1Ffog,
ot €°([0,1], E) et €°([0,1], F) sont munis de la norme de la convergence uniforme

3. Tl y a ici un léger abus de notation (sans conséquence) car dans ¢°([0, 1], E), la norme sup est donnée
par [[gllee = sup,c(o,1)(l9(t)l|), tandis que dans €°([0, 1], F), on a [|llec = sup,epo, 1y ([1h(8)]| 7).
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Alors, I'application ® est de classe €* et pour tout g, v dans €°([0,1], E), la diffé-
rentielle est donnée par :

F

¥4 (g)-v: [0 —
— (®(g) - v)(t) = ['(9(t) - v(D).

]
t

Remarque 2.3.1. On a donc ®£(g)(t) = f(g(t)) et sa différentielle est donnée par

(®(9) - 0)(t) = f'(g(t) - v(t) = (f 0 9)(t) - v(t)

que 'on peut donc noter
P(g) - v=_(f"0og) v

® ¢ est un opérateur de Nemytskii (ou de superposition), voir [1] pour plus détails.

Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 2.3.1. Soient F': (X,dx) — (Y,dy) une application continue entre deuz espaces
métriques et K C X un sous-ensemble compact. On pose pour d € R, :

M((S) = sup {dY(F(.’L’l),F(.fUQ)) ’ xr1 € K, X9 € X, dx(.l'l,wz) < (5} .
Alors,
M(5) =o(1) quand § — 0.

» Soit € > 0. Si la conclusion est fausse, alors il existe deux suites (x1,,) dans K et (z2,,)
dans X telles que dx (21, 22,) = 0 et dy (F(z1,), F(x2,)) > € pour tout n. Quitte a
extraire une sous-suite, on peut supposer que 1, — = € K. Alors, x2, — z et puisque
F' est continue sur X, F(x1,) et F(z2,) converge vers F'(xz) d’ou la contradiction. W

Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme.

» Soit g € €°([0, 1], E). On introduit dans ¢°([0,1], E), Papplication
h(v) = @s(g+v) = Pp(g) — (f'og) - v=Ffolg+v)—fog—(fog) v

% L’idée est donc de montrer dans un premier temps que h(v) = o(v). Soit v €
%°(]0,1], E). On introduit I'application

e: [0,1* — F
(t.s) = (t,s) = h(sv)(t) = f(g(t) + sv(t)) — f(g(t)) — s f(g(t)) - v(t)

de telle sorte que
[(v)]loo = sup ([le(t,1)|[r).
t€(0,1]
Pour ¢ € [0, 1] fixé, application partielle s — ¢(t, s) est continue sur [0, 1], dérivable sur
10,1[, de dérivée
¢
55 (1:8) = ('(g(t) +s0(2) = f'(9(1))) - 0(®),
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donc d’apres le Théoreéme 2.1.6 des accroissements finis :

e, 1) — @t 0)|lF = llet, Dl[r < sup (ICf'(g(®) + su(t)) = £ (g(®))) - v(®)]I )

< sup ([(f'(9(®) + sv(®) — (g 2(m,r) IIV]loo-

Ainsi,
17(0)lloo < ( ?u[lg - (I (g(t) + sv(t)) = (gD 2(z.r)) [[]loo
< M([[v]loo) [[v]loo,

ou l'on a introduit pour 6 € R, :

M) =sup {|lf'(y) = f' (@)l zmr |2 €9([0,1]), y € E, ly—z|p<d}.  (21)

On applique le lemme précédent avec K = ¢([0,1]) compact de E (car g continue) et
F := f’ continue (car f de classe ¢). Ainsi, M(||v]s) = 0(1) quand ||v||sc — 0, donc
M([|v]|oo) l[v]loc = o(||v]|oo) et puisque ||A(v)]|co < M (]|v]|oo) ||?]|co, finalement on obtient
bien que h(v) = o(v).

* Montrons que v — (f' o g) - v est une application linéaire continue, car alors, on aura
que ®; est dérivable en g de différentielle donnée par ®(g) v = (f" 0 g) - v. Il est clair
que v — (f' o g) - v est linéaire. Elle est continue car, pour tout v € €°([0, 1], E), on a

vtel0,1] = [I((f og)-0)Bllr < I (9E)ll2EmlvE)e

< [ o gllollvlloo

donc
1(f 0 g) - vlloo <1 0 glloollv]loo-

On a utilisé le fait que f’ o g est continue sur le compact [0,1] donc ||f’ o gl < o0.
Finalement, on a bien

Dy(g) - v={(fog) v
* Montrons enfin que ® est de classe €1, ie. que <I>} est continue sur €% = €°([0,1], E).
Soit g € ‘Kg. Montrons que
197 (g +v) — ®(9) ]l 20 %0) = o(1)

quand ||v]sc — 0, ot 'on a noté €2 := €°([0,1], F). Puisque

12%(g+ ) = (Dl 2@ w0) = sup [[(2f(g+v) = P(9)) - ulloo,

ulloo=1

et puisque

(@7 (g + ) = P%(9)) - ulloo = t:l[éri]ll(f’(g(t) +o(t) = f(g®))) - u®)|r

< sup [[(f'(g(t) +v(t)) = f(gO) 2(E,F):
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on obtient donc

197 (g +v) = (9 2(40,60) < t:}épl]l\ (f'(g®) + (@) = (gl 2(E,r)

< M([[vlloo),

avec M définie comme en (2.1) et puisque M (||v||oo) = 0(1) quand [|v|c — 0 d’apres le
lemme précédent, on obtient le résultat voulu. |
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2.4 Théoreme du point fixe

Théoréme 2.4.1 — du point fixe de Picard

Soit f: X — X une application contractante sur un espace métrique complet® (X, d)
non vide. Il existe alors un unique point fixe x € X de f, c’est-a-dire tel que f(x) = x.

» On suppose f contractante de constante de Lipschitz k € [0, 1].

* (Unicité). Soit (71, 22) € X2 t.q. f(x1) = 21 et f(x2) = xo. Alors
d(f(z1), f(z2)) = d(z1,22) < kd(z1,22) < d(21,22),

ce qui n’est possible que pour x1; = x3. On a donc 'unicité.

« (Existence). On fixe g € X (X est non vide). On définit pour n € N, z,41 1= f(zy).
Montrons que la suite (z,,) est de Cauchy. Nous avons pour n € N :

d(Tnt1, ) = d(f(zn), f(Tn-1)) < kd(n, vn-1) < K" d(21,20) = CK".

Ainsi, pour (n,p) € N? :

p—1
d(zpip, Tn) < Z d(Tptit1, Tnti) (d’apres 'inégalité triangulaire)
i=0
p—1
, 1— kP C
<CD K" =0k —rn < —— k"™ (car k € [0,1])
= 1-k 1—k
Soit £ > 0. On choisit N € N t.q.
C
7kN€ <
—k =
alors pour tous n > N. et p€ N, on a
C C
d(xn+paxn) < 1— kkn < 11— kk’NE <eg,

c’est-a-dire (z,,) est une suite de Cauchy. Puisque X est complet, la suite (z,) converge
vers un élément de X noté z. Posons

Up = f(xn) — xp.
La suite (uy) converge vers f(z) —x (car f continue). Mais puisque pour n > 1,
Up = f(ifn) — Tp = f(l‘n) - f(xn—l)a

la suite (uy,) converge vers f(x)— f(z) = 0. Par unicité de la limite, on obtient f(x) = z,
c’est-a-dire I'existence d’un point fixe. |

4. Soit (X, d) un espace métrique. Il est complet si toute suite de Cauchy converge. Une suite (z,) de X
vérifiant Ve >0, 3N € N,Vn,m > N, d(zn,zm)z < €, est dite de Cauchy.
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Théoréme 2.4.2 — du point fixe de Picard a parametre

Soient (X, d) un espace métrique complet, A un espace topologique, p: X x A — X
une application continue et 0 < k < 1. Supposons que pour tout A € A, Iapplication
©(+, A) soit k-contractante. Alors, pour tout A € A, il existe un unique point fixe
x(A) € X de p(-,\) et I'application z(-): A — X est continue.

» On définit (62(A, X), dw), Uensemble des applications continues et bornées de A dans
X muni de la distance de la convergence uniforme : doo(f,g) = supyep d(f(A), g(N)).
Puisque (X, d) est complet, (6°(A, X), do) l'est aussi. On définit

O (BN X),dw) — (€A, X),d)

f — O(f) = o(f(), )
Ainsi,
doo(P(f), ®(9)) = Sup d(@(f)(A), 2(9)(N) = Sup d(p(f(A);A), p(g(N), N)),
d(e(f(AN),A), (g(N),N) < kd(f(N),g(N) < kds(f,9),
donc

doo(®(f), (9)) < kdoo(f,9),

c’est-a-dire, ® est k-contractante. D’apres le théoréme du point fixe de Picard 2.4.1, ®
admet un unique point fixe noté z. Pour tout A € A, ®(z)(A\) = @(x(A),A) = z(N).
Puisque pour tout A € A, (-, \) est k-contractante, elle admet un unique point fixe
x) € X, qui vérifie donc z) = p(x, A) = z(A). Le théoréeme est démontré. [ |

2.5 Application inversion

On considere deux espaces de Banach F et F' et on suppose que Isom.(E, F') est non vide.
D’apres [14, Théoreme 3.19.8], 'ensemble Isom.(E, F') est ouvert dans .Z(E, F). Introduisons
Uapplication inversion :

inv: Isom.(E,F) — Isom.(F,E)
T — inv(T) =T 1.

Toujours d’apres le méme résultat, 'application inv est un homéomorphisme de Isom.(E, F')
dans Isom.(F, E). Montrons que inv est de classe 4.

* Nous nous ramenons dans un premier temps a Isom.(E,E) = GL.(FE). Pour cela,
considérons B € Isom.(F, F) et introduisons 'isomorphisme (& vérifier) :

p: Isom.(E,F) — GL.(E)
T — @(T):=DBoT.

Ajoutons la notation invg g pour représenter I’application inversion sur Isom.(E, F'). Avec
cette notation, inv = invg p et Papplication inversion sur GL.(E) s’écrit invg = invg g. 11
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apparait alors que :
inv(T) = o(T) "' o B = invg(e(T)) o B. (2.2)

Ainsi, par le théoreme de dérivation des applications composées, il est clair que inv est de
classe € si et seulement si invg Pest. En effet, ¢ est linéaire continue donc € tout comme
lapplication de composition & gauche A — Ao B, avec A € GL.(E).

* Montrons donc que invg est de classe €’!. Considérons T', H dans GL.(E) et remarquons
tout d’abord que

T+H=To(dg+invg(T)o H) = T(I + T 'H),

ou dans le dernier terme de ces égalités, nous utilisons les notations 77! et I qui sont
plus concises que invg(T) et Idg et ot nous ne notons pas le symbole de composition pour
avoir une notation semblable & I’écriture matricielle. D’apres [14, Proposition 3.19.6], si
I T~ H|| ¢(g) < 1, alors I — T~ H est inversible et

-1

K=(I-T'H) '=I-T'H+ T 'H’+ + (-)"(TH)" + -

Ainsi, avec ces notations : T + H = TK~!. En combinant cela avec le fait que
K=I-T'H+(TH’K,
nous obtenons, pour H suffisamment petit,
(T+H) '=KT'=(I-T'"H+ (T 'H’K)T"
=TT *HT '+ (T *H’KT =T - T"'HT ' + o(H).
Autrement dit,
inwvg(T + H) =invg(T) —invg(T) o H o invg(T) + o(H) .

Puisque H — — invg(T)oHoinvp(T) est linéaire continue (de norme inférieure & 2|77 1|| ¢ (),
on a invg dérivable en T', donc sur tout GL.(E) (car T quelconque). Sa dérivée est donnée
par

invig(T) - H = —invg(T) o H o invg(T).

* Montrons maintenant que invy: GL.(E) — Z(GL.(F)) est continue. Définissons pour
cela B: GL.(F) x GL.(F) — Z(GL.(F)) par B(M,N) - H := —M o H o N. Ainsi définie,
Papplication B est une application bilinéaire sur GL.(F) x GL.(E). On munit cet espace de
la norme

1Bl = sup { | BIM, N)|l (Gr.(s)) | 1Ml 2w <1et [Nllgum <1}.

A Taide de B, on peut écrire invy(T) = B(invg(T), invg(T)) et il est alors clair que inv/y,
est continue si B l'est. Puisque

|B(M,N)||#@crL.p)y = sup  [|[B(M,N)-H|gE = sup |[MoHoN|gm),
|H|| gy <1 1 H|| 2 z)<1
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et puisque
[MoHoN|gm <|M|zelH|zmNezmEs

on obtient ||B(M,N)| z@cL.r) < M| 2@E)lN| 2@ et donc finalement ||B|| < 1. Nous
avons donc montré que B est continue donc inv’; aussi, donc invg est de classe €. Nous
pouvons alors conclure que inv = invg r est elle-méme de classe €.

* Maintenant que nous savons que inv est dérivable (méme '), nous pouvons retrouver
facilement sa dérivée. En effet, sachant que l'on a pour tout 7' € Isom.(F, F'), la relation
U(T) ==inv(T) o T = Idg, on obtient

U(T)-H=inv'(T)-HoT +inv(T) o H = 04(p),

que 'on peut transformer en : inv/(T) - H = —inv(T) o H o inv(T). 1l est & noter que 'on
retrouve la méme expression a partir de la relation (2.2).

Remarque 2.5.1. Si E = F = R", alors inv est définie sur GL,(R), 'ensemble des
matrices inversibles. On a la relation plus familiére, pour A € GL,(R),

inv/(A)-H=—-A"1HA™L
+x Enfin, montrons que inv est ¥°°. Nous pouvons écrire,
invly; = Boyoinvg

avec p(A, B) := (A, B) linéaire continue donc ¢ et B bilinéaire continue donc ¢’*°. Ainsi,
par induction, invg est °° tout comme inv.

2.6 Théoreme d’inversion locale
Nous aurons besoin du résultat suivant, voir [14, Corollaire 3.11.3].

Théoréme 2.6.1 — de Banach

Soient E et F deux espaces de Banach, alors, toute bijection linéaire et continue de
E sur F est un isomorphisme (topologique).

Définition 2.6.2 — Difféomorphisme, ¢*-difféomorphisme

Soient E, F' deux espaces de Banach et U, V deux ouverts respectivement de F, F'.
Soit une application f: U — V.

i) On dit que f est un difféomorphisme de U dans V si f est une bijection de U
dans V, dérivable dans U et dont l'inverse f~!: V — U est dérivable dans V.

ii) On dit que f est un €*-diffSomorphisme, k& € N*, de U dans V si f est une
bijection de U dans V, de classe €% et dont I'inverse f~': V — U est de classe
c*.

Un difféomorphisme et a fortiori un €*-difféomorphisme, sont des homéomorphismes.
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Remarque 2.6.1. En fait, on peut voir un homéomorphisme, un difféomorphisme ou un
¢*-difféomorphisme comme une application inversible, respectivement, dans I’ensemble
des applications continues, dérivables ou de classe €.

Proposition 2.6.3

Un homéomorphisme f: U — V est un €*-difféomorphisme, k € ﬁ, de U dans V si
et seulement si f est de classe €* et, pour tout x € U, f'(x) € L (FE, F) est bijective.

» Soit un homéomorphisme f: U — V.

1. Supposons que f soit un €*-difféomorphisme de U dans V. En particulier, f est €.
En particulier aussi, f est dérivable sur U et son inverse f~!': V — U est elle dérivable
sur V. Montrons que f’(x) est bijective. Par hypothese,

flof=Idy et fof!=Idy,
donc pour tout z € U, en définissant y := f(z) € V, on obtient par dérivation :
(flof) (@)=Y of(e)=1dg et (fof ) (y)=f(z)o(f ) (y)=1dr,
autrement dit f’(z) est bijective avec (f/(x)) ™" = (f 1) (v).

2. Supposons maintenant que f soit de classe €% et que pour tout x € U, f'(z) soit
bijective. Nous voulons montrer que f est un €*-difféomorphisme, autrement dit que f
est € (ceci est vrai par hypotheése) et que f est une bijection (vraie par hypotheése) dont
linverse f~1: V — U est de classe €*.

2.a. Montrons dans un premier temps que ¢ := f~! est dérivable sur V. D’apres ce qui
précede, si g est dérivable en y € V', alors nécessairement ¢'(y) serait donnée par (f’ (:E))_1
ott 'on a noté z := f~!(y) € U. Remarquons tout de suite que, d’aprés le Théoréme 2.6.1
de Banach, f'(z) € Isom.(E, F), autrement dit (f'(z))"' € Z(F, E). Il ne nous reste
plus qu’a montrer que pour y € V donné :

@(h) =gy +h) —g(y) — Ty(h) = o(h),

ol 'on a introduit la notation T}, == (f'(z))”" = (f’(f_l(y)))f1 et oll ¢ est définie pour
h suffisamment petit.

* Posons zp, == g(y + h) = f~1(f(z) + h). Alors, h = f(zp) — f(z). Ainsi,
h= f(zn) — f(z) = f'(x) - (x, — ) + o(xp, — ).

Introduisons la notation ¢ (z, — x) == f(xp) — f(z) — f'(z) - (zr, — x). Puisque T}, est
I'inverse de f’(z), on obtient

Ty(h) = zp —x + Ty(Y(zn — ) = 9(y + h) — 9(y) + Ty (Y(zn — 2)). (2.3)
Supposons que 1'on ait montré que v (z;, — x), comme fonction de h, est un o(h), alors on
peut écrire (xp, — x) = ||h||Fe(h) avec ||e(h)||F — 0 quand ||h||F — 0. On obtiendrait

finalement que

le(W)lle = 1Ty (b(xn = 2))lle < |Tyll2rp) e F |allF = ofh),
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autrement dit que p(h) = o(h), c’est-a-dire ce que I'on voulait démontrer au point 2.a.

* Montrons donc que ¢ (zj, —x) = o(h). On sait déja que (xp —x) = o(z}, — x). On peut
donc écrire ¢(zp,—x) = ||xp—2z|| g e(xp—2), avec ||e(zp,—2)||F — 0 quand ||zp—2z||g — 0.
Puisque g = f~! est continue, on a z,, —z = g(y + h) — g(y) = o(1) quand ||h|r — O.
Supposons que ’on ait montré que x;, —x = O(h), alors il existe n > 0 et C > 0, tels
que pour tout ||h||p < n:

[¥(zn — 2)|lF = llzn — 2l lle(en — 2)llF < Clle(zn — 2)|[F|[hllF = o(h),

car ||e(xp, —x)||F — 0 quand ||h||r — 0 (car ||z, — z||g — 0 quand ||h||r — 0). On aurait
donc ¢ (xp — x) = o(h).

« Pour finir de prouver que ¢(h) = o(h), il nous reste a montrer que x;, — x = O(h).
Puisque 0 < HTyH;(F,E) < +oo (Ty € Z(F,E) et Ty, # 0) et puisque ¢(xp — ) =
o(xp, — x), on a pour h suffissmment petit :

1 _
[ (@n = 2)llr < 5 1Tyl (pm lon — 25
92 (F\E)
Ainsi, d’apres (2.3), on a :

len = 2lle < NTyll2@mp) 10l + Tyl 2@ e 1v(@n —o)llF

1
< I Tyllzp lhlr + 5 lzn = 2lE,

ce qui nous donne ||z — z||p < 2Tyl 2 k) IR|F, autrement dit x;, — 2 = O(h). En
conclusion, on a bien ¥ (z, — x) = o(h) ce qui entraine ¢(h) = o(h). Le point 2.a est
démontré : g = f~! est dérivable sur V.

2.b. L’application réciproque g = f~! admet donc une application dérivée (cf. 2.a) donnée
par ¢': y— ¢'(y) = (f'(9(y))) " Introdusions

inv: Isom.(F,F) — Isom.(F,F)
T — inv(T) =T71,

de telle sorte que ¢’ = invof’ o g. Sachant que inv est €, cf. 2.5, que f’ est €+ et
que g est continue, on obtient que ¢’ est continue donc g de classe €', donc finalement ¢
de classe €', donc g de classe €2 et ainsi de suite jusqu’a obtenir g de classe €*. Nous

avons finalement démontré que f est un @*-difféomorphisme. Le théoréme est démontré.
|

Remarque 2.6.2. Rappelons que l’ensemble Isom.(F, F) est ouvert dans Z(FE,F)
d’aprés [14, Théoreme 3.19.8 page 400]. L’application inv est méme un homéo-
morphisme de Isom.(E, F) dans Isom.(F,FE). Et puisque pour tous T et H dans
Isom.(E, F), on a inv'(T) - H = —inv(T) o H o inv(T), on peut montrer que inv'(T) €
Z(Isom.(E, F),Isom.(F, E)) est bijective. Donc, d’apres la Proposition 2.6.3, 'applica-
tion inv est un € °°-difféomorphisme.

5. Soit g: E — F. On dit que g(v) =0w)sid n>0et C >0 t.q. [[v][e <n=|gW)|r < C|v|Ee.
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Théoréme 2.6.4 — d’inversion locale

Soient F, F' deux espaces de Banach et f: E — F une application de classe ©*,
k € N*, sur un voisinage de = € E. On suppose que f'(z) € Z(E, F) est bijective.%
Il existe alors un ouvert U C E contenant x et un ouvert V' C F contenant f(x), tels
que f est un €*-difféomorphisme de U dans V = f(U).

» L’idée est de montrer que f est un homéomorphisme de classe €% de U sur V t.q.
VeeU, f'(x) e Z(E, F) est bijective. On appliquera ensuite la proposition précédente.

* Notons y := f(z) € F. Introduisons

folu) = f'(2) " (f(z +u) - b),

de telle sorte que f est un €*-difféomorphisme d’un voisinage de z sur un voisinage de ¥ si
et seulement si fj est un €*-difféomorphisme d’un voisinage de 0 sur un voisinage de 0.
On se rameéne donc & I’étude de fy. Remarquons que fy est de classe €%, que f (0g) = 0g
et que f/(0g) = Idg. Puisque f{ est continue sur F, alors Ve > 0, 3. > 0 t.q. Vu € E
vérifiant |ul|p < 7. on a fi(u) € B(Idg,e). Enfin, puisque GL.(F) = Isom.(E, E) est
ouvert dans Z(FE), il existe ¢ > 0 t.q. B(ldg,e) C GL:(E).

x Il reste donc & montrer que fy est un homéomorphisme d’un voisinage de Og sur un
autre voisinage de Og. Puisque fy est continue, il reste & montrer que fy est bijective d’'un
voisinage Uy de Og sur un autre voisinage Vjy de Og et que sur le voisinage Vp, I’application
inverse est continue. Introduisons pour cela, pour u, v dans E

pu(u) = v +u— fo(u),

de telle sorte que p,(u) = u si et seulement si fo(u) = v, c’est-a-dire si et seulement si
y admet un point fixe. Vérifions tout d’abord que ¢, est contractante dans un voisinage
de 0. D’apres le Théoreme 2.1.6 des accroissements finis (et son corollaire), pour tous
r >0 et up, uz dans B(0,7), on a :

o (u1) — @u(u2)||E < ( S;l(lg [1de —fé(u)!z(E)) |ur — uz|| -
ue ,r

Ainsi, pour p :=min(e, 1/2) € [0, 1] avec € > 0 t.q. B(Idg, ) C GL:(E), et pour n = n,,
alors pour tous up, us dans B(0,7), on a :

llow(u1) — @u(u2)lle < pllur — uz2llE,

c’est-a-dire, ¢, est p-contractante. On a de plus en particulier (pour us = 0p)

lpv(ur) = vlle < pllurle,
et donc pour tous u € B(0,n/2) et v € B¢(0,(1 — p)n/2), on a

n n_n
ol < el +plluls < (1 - p) 2 +p7 =2,

6. D’aprés le Théoréme 2.6.1, dans ce cas f'(z) € Isomc(E, F).
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autrement dit ¢,(Bf(0,7/2)) C B¢(0,1/2) si v € Bf(0,(1 — p)n/2). Posons
Vo = B(0, (1 - p)n/2)
et introduisons
¢: B(0,n/2) x Vo — Bg(0,1/2)
(u,v) — o, ) = @y (u),
de telle sorte que ¢ vérifie les hypotheéses du Théoreme 2.4.2 du point fixe de Picard
a parametre; o est continue et uniformément p-contractante. Ainsi, Vv € Vp, Ju, €

B¢(0,17/2) t.q. ¢(uy, V) = @u(ty) = Uy, €t v = u, est continue sur V. Finalement, fy est
bijective de Uy := fy *(Vo) dans Vj et Papplication réciproque f; ! (v) = u, est continue.

* Nous avons donc démontré que fy est un homéomorphisme de Uy dans Vp de classe €%
t.q. Vu € Uy, fh(u) € ZL(E) est bijective, donc d’apres la Proposition 2.6.3, fo est un
%’“—difféomorphisme de Uy dans Vj et finalement le théoréme est démontré.

|

2.7 Théoreme des fonctions implicites

Théoréme 2.7.1 — des fonctions implicites

Soient F, F' et G trois espaces de Banach, () un ouvert de ExX F, f: Q C ExF — G,
une application de classe €%, k € N*, et (z,7) € (, tels que 9, f(Z,y) € L(F,G) est
bijective.
Il existe alors U x V' C Q un voisinage ouvert du point (z,y) tel que :

i) VeeU, Ay, €V, tels que f(x,y,) = f(Z,9);

ii) L’application (unique) ¢: U =V, x + @(x) := y, est de classe €% et Vo € U :

¢ (@) = =9y f (2, 0(2))) " 0 Ouf (@, p(2)) ;

» On pose
¢ Q — EXG

(z,y) — @(z,9) = (v, f(z,y)).

x L’application ® est €% sur Q et sa différentielle en (Z,%) est donnée par

ldg 0 p)
V@ = o op )
oz Y dy Y
= <u,g‘£(fv,y) U+ g'g(x,y) -v) € ExG,

pour tout (u,v) € E'x F. On rappelle que ®'(z,y) € £ (E x F, E x G). De plus, pour tout
(a,b) € Ex @, il existe un unique couple (u,v) € E x F tel que ®'(Z,y)-(u,v) = (a,b). En
effet, u = a et v = —(9,f(Z,5)) " - (Ouf(Z,7) - a), car d, f(Z,7) inversible par hypothése,
donc @'(z,y) € Z(E x F,E x G) est bijective et puisque E X F et E x G sont deux
espaces de Banach, nous pouvons appliquer le Théoreme 2.6.4 d’inversion locale a .
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* D’apres le théoréme d’inversion locale, il existe ' = U’ xV C Q, U’ et V deux ouverts
contenant respectivement Z et ¢, tel que ® est un ¢*-difféomorphisme de €’ dans ®(Q').
On note ®~! = (g1, g2) l'inverse de ® défini sur ®(Q) € E x G et a valeurs dans
Q' C E x F. Les applications g; et go sont de classe €’*. Alors, pour tout (z,2) € ®(Q),

(2,2) = (o @7 1)(z,2) = ®(27(2,2)) = (01(x, 2), fg1(, 2), g2(2, 2))).

Ceci nous donne g (z, z) = x et f(x,g2(x, 2)) = z pour tout (z, z) € (). En particulier,
pour z := f(Z,y), en introduisant ¢ = ga(-,2) et U := {x € U’ | (z,2) € ®(')}, nous
avons :

VeeU, fl(x,o(x)) =2

Défini ainsi, U est bien un ouvert de E (car préimage de 'ouvert ®() par 'application
continue x — (x,z) définie sur U’) contenant Z et (U) C V (par définition).

« L’application ¢ est €% sur U donc par composition z +— f (x,p(x)) aussi, cette appli-
cation est constante sur U donc de dérivée nulle et sa dérivée est donnée par :

0
Voe U, Gl + G mpw) o @) = 0zma

ce qui conclut la démonstration. [ |

Remarque 2.7.1. On peut réécrire les conclusions 7) et i) du théoréeme des fonctions
implicites sous la forme suivante. L’application ¢: U — V est unique, de classe €%, on a :

xeU, yeVet flr,y) = f(z,y) <=z €U et y = p(x)
et la différentielle de ¢ est donnée pour tout z € U par :

¢ () = =0y f(x, ()" 0 0uf (x, p()).

Exemple 2.7.1. Soit A € M,,(R) inversible. On pose f: R" x R" — R", f(z,b) = Az —b.
Ici O, f(z,b) = A € GL,(R) est indépendante de x et b, et il existe une fonction implicite (ici
globale), notée z(b), telle que, par exemple, pour tout b € R™, f(x(b),b) = f(Ogn,Orn) = Orn.
Sa différentielle est donnée par 2/(b) = — (9, f(z(b), b)) 0 pf(x(b),b) = AL, ce que l'on
savait déja car la solution de f(-,b) = 0 est x(b) = A~'b, donc 2/(b) = A~ O



CHAPITRE 3

Extrémum libre et contraintes affines

3.1 Extrémum libre

Définition 3.1.1

i) Soient X un ensemble quelconque, J: X — R et z € X. On dit que T est un
minimum global de J si J(z) < J(x) pour tout z € X.
ii) Si X est un espace topologique, on dit que x est un minimum local de J si
3V € Vx (&) (i.e. un voisinage ouvert de z dans X) t.q. Ve € V : J(z) < J(x).
iii) Un minimum local est dit strict si : Vo € V \ {z} : J(Z) < J(x). On a de
méme les notions de maximum global, local et local strict.

iv) On dit que Z est un extremum de J (respectivement global, local, local strict) si
Z est un minimum ou maximum de J (respectivement global, local, local strict).

v) Soient E un espace vectoriel normé (evn) et J: U C E — R, U un ouvert de E,
J dérivable en T € U. On dit que T est un point critique de J si J'(Z) = Opr,
et alors J(Z) est appelée une valeur critique.

Remarque 3.1.1.

« On rappelle que E’ est I’ensemble des formes linéaires continues sur E et que la
notion de dérivabilité est ici sous-entendue au sens de Fréchet. On notera |[-|| la
norme de F.

o Un point critique n’est pas nécessairement un extrémum.

o En un point critique, on dit aussi que J est stationnaire.

Proposition 3.1.2 — Condition du premier ordre (CN1)

Soient J: U C E — R dérivable sur U ouvert de E evn et x € U. Si T est un extrémum
local de J alors I’équation d’Euler est vérifiée :

J(z) = 0p.

» Si Z est par exemple un minimum (c’est similaire pour un max.) local alors :
dn >0, t.q. B(z,n) CU etVz e B(z,n) : J(z) < J(z),
puisque U est un ouvert de E. Soit maintenant h € E. Alors, il existe p,; > 0 t.q. :

E Vn,h = ]_pn,hypmh[ — R
X s fls) = (@ + sh)
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soit bien définie et t.q. = + sh € B(z,n), Vs € V, . Si h # Og, prendre p,, = n/| A
Ainsi définie, f est dérivable en 0 et f/(0) = J'(z) - h. Mais puisque Z est un minimum
local de J, alors 0 est un minimum de f sur V;, ;. Ainsi, puisque V;, ; est un ouvert de R
il vient f'(0) = J'(z)-h =0, car

05t LD IO o F6 1O

s—0— S s—0+ S

Proposition 3.1.3 — Cas convexe (CNS)

Soient J: U C E — R convexe et dérivable sur U un ouvert convexe de F, et x € U.
Si = est un point critique de J alors T est un minimum global de J (sous-entendu sur
U). Nous avons donc

z € U minimum global < x € U point critique.

» Puisque J est dérivable et convexe sur U alors ¥V (z,y) € U? : J(x) — J(y) > J'(y) -
(x —y). En particulier, au point y .=z, ona Ve e U : J(z)—J(z) > J'(Z) - (x —Z) =0,
puisque T est un point critique de J. Il vient donc que Z est un minimum global de J sur
U. |

Proposition 3.1.4 — Condition nécessaire d’ordre supérieur (CNk)

Soit J: U C E — R une application k > 2 fois dérivable sur U un ouvert de E (evn)
et soit & € U un point critique de J t.q. Vi € [1,k—1] : JO(z) =0 et J*)(Z) # 0.
On a :

Z minimum local de J = k pair et Vh e E : J®(z)-hF > 0.

» Supposons donc que x soit un minimum local de J et considérons h € E. On définit
f(s) comme dans la preuve de la Proposition 3.1.2 et on garde les mémes notations. Alors,
Vs € V;%h :

f(s) = f(0)=J(z+ sh) — J(x) > 0.

Puisque J est k fois dérivable sur U alors f 'est sur V;, j, donc en particulier en 0. D’apres
la formule de Taylor-Young :

k .
5" k : —
; A FO(0) + sPe(s)  avee ll_I;%E(S) =0.

Par hypothese :

sk 1
F() = 1(0) = 5 790) + shes) = o+ (7D @) - 1 +(5)) 2 0

En divisant par s® et en passant & la limite quand s — 07 dans le terme de droite on
en déduit que J*) (z) - k¥ > 0. Montrons pour finir que k est pair. Puisque J (k) (z) # 0,
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alors 3hg € F t.q. J¥(Z) - hE #0" et donc J*)(Z) - h§ > 0. Posons

1 _
) < T O@) - B} N Vo,

Q::{SGR I

de telle sorte que Vs € 2 :

sign(f(s) — £(0)) = sign(s*) x sign (J*)(z) - hf) = sign(s").
Puisque f(s) — f(0) >0, QNR_ £ 0 et QNRL # 0, on en déduit que k est pair. [ |
Proposition 3.1.5 — Conditions suffisantes d’ordre supérieur (CSk)

Soit J: U C E — R une application k > 2 fois dérivable sur U un ouvert de E (evn)
et soit & € U un point critique de J t.q. Vi € [1,k —1] : JO(z) = 0 et JF)(z) # 0.
On a :

i) Si

Ja>0 tq VYheE : J®@) -0 >a|n|,
alors k est pair et * est un minimum local strict.
ii) Si
In>0 tq VeeB@En) cU e YheE : J®().hF >0,

alors k est pair et x est un minimum local.

» i) Pour tout h € E, J®)(z) . (—h)* = (=1)FJ®)(z) - h* > a|n||¥ > 0 donc k doit étre
pair. La formule de Taylor appliquée a J nous donne pour h € E t.q. z+h € U :

1
J(Z+h) - J(z) = Hﬂ’f) (z) - h* 4 ||n||Fe(h)  avec lim |e(h)| = 0.

[[2[|—0

Par hypothese :
J@+h) = J@) > (5 +e0) ]
= K

et donc il existe 7 > 0 tel que pour tout h # Og t.q. ||| <nonait z+h € U et
J(x+h)—J(x) > 0.

Autrement dit, Z est un minimum local strict.

i) I est évident que k soit pair car J®)(Z) # 0 (cf. Proposition précédente). Par hypo-
these, J est donc convexe sur la boule ouverte B(Z,7n) et puisque Z est un point critique,
alors x est un minimum global de J sur B(Z,n), autrement dit un minimum local de J,
cf. Proposition 3.1.3. |

1. Voir [8, Chapitre IV, § 3, Probléme 3, page 92].
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Définition 3.1.6

Soit B € %(E? R) une forme bilinéaire symétrique définie sur (E,|-]|) un espace
vectoriel normé.

o B est dite semi-définie positive, notée B = 0,siVh € E : B(h,h) > 0.

« B est dite définie positive, notée B > 0,si Vh € E\ {Og} : B(h,h) > 0.

+ B est dite elliptique si 3a > 0t.q. Vh € E : B(h,h) > o h|?.

D’apres la Proposition 3.1.4, en un point critique z, une condition nécessaire d’ordre deux
est donc que J”() soit semi-définie positive, et d’apres la Proposition 3.1.5, une condition
suffisante d’ordre deux est que J”(Z) soit elliptique :

(CN2) VheE :J"(&)-(hh) >0,

3.1
(CS2) 3a>0tq.YheE :J'(Z)-(h,h) > alh|? (3:1)

Une autre condition suffisante d’ordre deux est que J”(z) soit semi-définie positive pour tout
x contenu dans une boule ouverte centrée en T. Attention, la définie positivité ne suffit pas
en général en dimension infinie mais suffit en dimension finie comme le montre le résultat
suivant.

Proposition 3.1.7 — Cas particulier de la dimension finie

Soit J: U C E — R une application k > 2 fois dérivable sur U un ouvert de E (evn)
et soit x € U. Sidim E' € N alors :

Ja>0tqVheE : J® () h* > a|h||f = Vhe E\{0g} : J® () n* >o0.

» La conditions nécessaire est évidente et vraie méme si dim F = 4+o00. Supposons donc
que Vh € E\ {0g} : J®)(z) - h¥ > 0. Introduisons
0: E — R v: E — EF

ho—s o(h) = f® ).k ho— ) = (h,...,h) = b

de telle sorte que ¢ = f*)(x) o v, avec ¥ une application linéaire continue. Puisque
f(k) () € Z.(E* R) est aussi continue, alors ¢ est continue. Or, dim E < +o0, donc sa
sphere unité S(0g, 1) est compacte, donc ¢ est bornée sur S(0g, 1) et atteint sa borne
inférieure, c’est-a-dire :

dhg € S(OE, 1) t.q. Vhe S(OE, 1) : gp(hg) < (p(h)

Notons a = f*)(z) . hk >0 (car hg # Og). Alors, Vh € S(0g,1) on a fE(x) - hF > a et

donc par homogénéité, on en déduit :

h k h ¥ k k k
VheE\{0g} :HhHES(OE,l):>f()(x)-(HhH> >a = f® @) k> alh|k.



3.1. Extrémum libre 53

Remarque 3.1.2. Dans les preuves des propositions 3.1.2 (CN1) et 3.1.4 (CNk), nous
nous sommes ramené dans R, et nous avons utilisé directement les conditions nécessaires
pour une fonctionnelle dans R pour obtenir les conditions nécessaires en dimension infinie.
Ce procédé ne fonctionne pas pour obtenir les conditions suffisantes de la Proposition 3.1.5
(CSk). En effet, méme si Z est un minimum local le long de n’importe quelle direction h,
c’est-a-dire un minimum local de f(s) = J(z + sh), alors il est toujours possible que Z
ne soit pas un minimum local de J, et ce, méme en dimension finie (supérieure ou égale
a 2), cf. Exercice 3.1. De plus, comme nous 'avons vu, il y a une différence notable entre
les dimensions finie et infinie concernant les conditions suffisantes. La définie positivité
de la dérivée seconde n’est pas une condition suffisante d’optimalité locale en dimension
infinie, cf. Exemple 3.1.1. C’est pour ces raisons que nous avons reporté la formalisation
des concepts d’optimisation. Dans les sections précédentes, pour obtenir les équations
de Euler-Lagrange et la condition de Legendre, seules les conditions nécessaires étaient
utiles. De plus, comme nous allons vite le voir, ces conditions suffisantes ne nous seront
pas utiles, c’est pourquoi nous allons en donner d’autres dans la prochaine section.

Voici un exercice montrant que 'optimalité “directionnelle” n’implique pas 'optimalité.

Exercice 3.1.1: (Extrait de [11]). On considére la fonction

J: R? — R
r o J(x):=2xf — 42320 + 23.
1. Montrer que 'unique point critique de J est = := (0,0).
2. La condition nécessaire de solution du deuxiéme ordre est-elle vérifiée 7
3. Les conditions suffisantes de solution du deuxiéme ordre sont-elles vérifiée 7
4

. On fixe h € R? et on consideére la fonction f: R — R, s — f(s) :== J(T + sh).
Montrer que s = 0 est un minimum local de f.

5. Calculer J(z1,2z?). Conclusion (faire le lien avec la remarque 3.1.2) ?

L’exemple suivant montre que la définie positivité de la dérivée seconde n’est pas une
condition suffisante d’optimalité locale.

Exemple 3.1.1 (Extrait de [3]). On considére le probleme
inf () = S ( i 3) z
in (x)—z T T x€lyy,

n=1
outly = {(zy) € RN | 3202 |zn|? < oo} est 'espace de Hilbert des suites de carrés sommables.
Alors, le point Z := 0 est un point critique tel que pour tout h := (h,,) € ls non nul :
>\ 202
J"(Z) - (h,h) = — > 0.
@ hmy=y 2

n=1

Cependant, considérons les suites hy, = (hg,) telles que toutes les coordonnées sont nulles
sauf la k¢ qui vérifie hyp = 2kL. Alors, J(Z + hy) = J(hg) = —4k=3 < 0= J(Z) et donc T
n’est pas localement optimal. Voici donc un exemple de dérivée seconde définie positive mais
non elliptique. O
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3.2 Extremum lié : contraintes affines

Considérons un espace vectoriel normé (F, ||-||g) et une fonctionnelle J: E — R. Consi-
dérons de plus un autre espace vectoriel normé (F,||-||r), une application linéaire continue
T € Z(E,F) et un point y € F. On s’intéresse au probléme aux contraintes affines suivant :

ir%f{J(m) |z e 2}, (Pa)

ot ¥ ={xe€E|®(x)=T(x)—y=0p} = & 1({0r}) avec ®: E — F une application
affine continue de E dans F'. Supposons que y € Im T, c’est-a-dire que :
Jue€ E t.q. T(u) =y, ie t.q. ®(u)=0p.
Introduisons alors
Ey=KerT CFE

de telle sorte que Vv € Ey : ®(u+v) =T(u4v)—y=T(u)+T(v) —y = ®(u)+T(v) = 0p,
c’est-a-dire :
®(u+v) =0 v e Ey.

On munit Ey de la norme induite par la norme de E, i.e. ||v||g, = ||v]|g pour tout v € Ey.
Considérons alors la fonctionnelle

F: By — R
v — F(v)=J(u+wv),

de telle sorte que le probleme (P4) est équivalent au probléme sans contraintes suivant :

vienEfo F(v). (P)

Ici, “équivalent” signifie : Z := u 4 v solution de (P4) < v solution de (P).

Remarque 3.2.1. Si on restreint la recherche de la solution de (P4) a un ouvert U C E,
c’est-a-dire si on s’intéresse au probléme

nf (J(@) |2 € #}, A =07 {0r) D,
alors ce probléme est équivalent au probléme sans contraintes :
iqulf{F(v) |veUyC Ep},

ou Uy := EyNU est un ouvert de Ey. On est alors précisément dans le cadre de 'item v)
de la définition 3.1.1.

Ecrit de maniere schématique, les conditions nécessaires et suffisantes d’ordres 1 et 2
pour le probléme avec contraintes affines (P4) sont donc :

(CN1) F'(v) =J(z) =0p, i.e. Vh€ By : J'(T)-h=0;
(CN2) VheEy : F'®)-(hh)=J"Z) - (h,h)>0; (3.2)
(CS2) Ja>0 tq VheEy : F'®)-(hh)=J"@)-(hh) > a|hl%, ;

ou bien siir T := u + v doit étre un point admissible, c’est-a-dire & € ¢ .
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3.3 “Two-norm discrepancy”

Comme nous allons le voir dans I’exemple suivant, la condition suffisante (CS2) présentée
ci-avant n’est pas toujours utile en pratique pour des problemes en dimension infinie.

Exemple 3.3.1. On s’intéresse au probleme suivant :

1
in {J(:p) ::/O sin(@(t)) dt | = € €1(0,1],R), (0) =0, z(1) = —},

dont le lagrangien associé est donné par L(t, z,u) := sin(u). Il est facile de voir que la fonction
définie par Z(t) := — 5t est la solution globale du probleme et vérifie

J(z) = 1.
La CN1 est bien vérifiée car :
Vhe € (0,1,R) : J(Z)-h= /01 cos(Z(t)) h(t)dt = 0.
La CN2 est aussi vérifiée car :
VheBL[0,1,R) : J(&)- A% = —/Olsm(g'c(t)) h2(t) dt = /01 B2(t)dt = |[h]|2 > 0,

ou pour toute fonction mesurable (sous-entendu pour la mesure de Lebesgue) f: [0, 1] — R,
on a défini :

I = ([ 1|f(t)|2dt)é ek,

de telle sorte que ||-||z2 est la norme usuelle associée & 1'espace de Hilbert L?([0,1],R) des
(classes de) fonctions mesurables de [0, 1] & valeurs dans R de carrés intégrables, c’est-a-dire :

L*([0,1],R) == {f: [0,1] = R | f mesurable et ||f|| 2 < 400} .

En revanche, la CS2 d’ellipticité de la dérivée seconde J”(Z) n’est pas vérifiée car on a dans
notre exemple : ' . '
12l L2 < [|hllec < IBllzr = l[Rlloc 4 [[2]loo,

mais pas l'inverse, c’est-a-dire, il n’existe pas de o > 0 tel que M O

Remarque 3.3.1. Dans ’exemple précédent, nous ne pouvons pas montrer que = est un
minimum local strict en utilisant la condition suffisante d’ordre deux d’ellipticité de J”(z).
Cependant, il est aisé de montrer que T est un minimum local & 'aide de la condition
suffisante de semi-définie positivité de J” (x) pour tout = € B(Z,n), pour un certain > 0.
11 suffit de prendre 1 := 7/2 par exemple (la preuve est laissée en exercice).

Poursuivons avec I’exemple précédent. Nous avons donc
Vhe6([0,1,R) = J"(Z)-h% = |h|2..

Ce qui est génant ici, ¢’est qu’il y a dans le terme de gauche h tandis que dans celui de droite,
on retrouve h. On aimerait avoir quelque chose qui ressemble a :

Ja>0 tqg. VheE([0,1,R)C Hy : J"(Z) h* > alh|F,
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ou |||, est une norme & définir sur un espace Hy lui-méme a définir. Introduisons pour
cela I’espace de Sobolev H'([0,1],R) := W12(]0, 1], R) des fonctions f dans L%([0, 1], R) qui
s'écrivent ? sous la forme f(t) = f(0) + [i g(s) ds avec g € L*([0,1],R), c’est-a-dire :

HY([0,1],R) := {f € L*([0,1],R) | 3g € L*([0,1],R) t.q. f(t) = f(0) +/Otg(s)ds}.

Il est important de rappeler que l'application g est unique (modulo le fait que 'on identifie
deux fonctions intégrables qui coincident p.p. = presque partout = sauf sur un ensemble
négligeable). Ainsi défini, nous avons

¢'([0,1],R) c H'(]0,1],R) c €°([0,1],R),

autrement dit, toute fonction de H' (sous-entendu H'([0,1],R)) est continue mais possede
moins de régularité que les fonctions de classe €. En effet, les fonctions de H' ne possede
pas de dérivée continue puisqu’elles ne sont méme pas dérivables en tout point ¢ € [0, 1]. Les
fonctions de H' sont dérivables presque partout sur [0,1] et on a :

VfeH" : f(t)=g(t) p.p.sur [0,1].

On fera donc clairement I’abus de notation f’ = g et puisque 1’on dérive par rapport a la
variable ¢ qui correspond au “temps” pour nous, on écrira plutot
f=y

Remarque 3.3.2. Nous pouvons voir g comme une dérivée en un sens plus faible que
d’ordinaire. Cependant, si g est de classe €V, alors la notion de dérivée faible coincide
avec celle de dérivée classique et f est alors de classe €. Ainsi, nous pouvons voir les
fonctions de H' = W12 comme des primitives de fonctions L?, de la méme maniére que
nous pouvons voir les fonctions de €' comme des primitives de fonctions €, et nous
avons pour rappel :

¢'([0,1],R) c €°([0,1],R) et H'([0,1],R) c L*([0,1],R).

11 nous faut maintenant une norme sur H'. Il existe deux possibilités équivalentes suivant
si 'on consideére la norme usuelle de W12 :

1 w2 = 1 f ez + 11l 22,
ou si 'on consideére la norme
. 1
e = (1172 + 1 F1172)
induite par le produit scalaire usuel sur H' :

(Al = (Al )2+ (fil f2) 1o

ot (- | )2 est le produit scalaire usuel sur L2, Les deux normes ainsi définies sont équivalentes
et on peut noter que 'espace H' muni du produit scalaire (- | -) ;71 forme un espace de Hilbert.

2. On rappelle qu’en réalité, W2([0, 1],R) est un ensemble de classes de fonctions et non de fonctions.
Nous ne donnons pas ici sa définition, mais plutét une propriété. En effet, d’aprés [4, Théoréme VIIL.2], il
existe un unique représentant continu pour toute classe dans W1’2([O ,1],R) que nous appelons ici f.
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Exemple 3.3.2 (suite). Revenons a ’exemple précédent. Nous avons donc
Vhe €y ([0,1],R) :+ J"(z)-h*= |3

Rappelons que le probleme classique du calcul des variations est un probleme d’optimisation
avec des contraintes affines et nous avons vu dans la Section 3.2 comment définir un probleme
équivalent sans contraintes. Appliquons les notations du cadre général de la Section 3.2 a cet
exemple. Nous nous intéressons donc au probléme :

igf{J(mHmEJﬁ/},

avec # = & 1({Op2}) C E, E = €*([0,1],R) et ot ®(x) = T(x) — y définit les contraintes
affines. On a dans cet exemple T'(x) = (2(0),z(1)) et y = (0, —7/2). Pour obtenir de nouvelles
conditions suffisantes d’optimalité locale, nous venons d’introduire ci-avant l’espace H :=
H([0,1],R) de telle sorte que E C H. Dans l'optique de se ramener & un probléme sans
contraintes, nous avions introduit

Ey=EnKerT =%, ([0,1],R).
Toujours dans cette optique, nous introduisons :
Ho:=HnKerT = Hj([0,1],R) := {h € H'([0,1],R) | h(a) = h(b) =0},

de telle sorte que
Ey C Hy.

L’idée générale est d’introduire un espace vectoriel normé plus grand que I'espace de travail.
Ici, en raison des contraintes affines, I’espace de travail est Ey et nous avons introduit Hy
(nous utilisons cette notation pour mettre un cadre général).

Remarque 3.3.3. Pour étre un peu plus précis, application linéaire continue® T ap-
partient & Z(H,R?) au lieu de .Z(FE,R?) comme dans la Section 3.2. Nous devons tenir
compte ici du role du nouvel espace H.

L’espace Hy est muni de la norme induite par celle de H, i.e. ||h||g, = ||h||z et d’apres
le lemme 3.3.1 (ci-apres), on a :

Ja>0 tq VheBy=%(0,1,R)C Hy : J'(z) h* = |hl72 > allhlF,.  (3.3)

Ceci est 'objectif voulu. Car, d’apres la Proposition 3.3.1 (ci-aprés), on peut conclure que =
est un minimum local (faible) strict, c’est-a-dire :

dn>0 tq. YexeBgEnnNit, c#z : J&) < J(z),

ou Bg(z,n) ={z € E| |z —z||g < n}. O

3. L’application T est bien continue car il existe C > 0 t.q. [|T(z)|lzz < ||%]|lc < C||lz|| g1 puisque Hy

s’injecte de maniére continue dans %°, cf. [4]. On peut noter que puisque T est continue, alors H} est un
fermé de Pespace de Hilbert H', donc lui-méme un Hilbert, si on le munit du produit scalaire de H*.
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Remarque 3.3.4. C’est cette idée d’utiliser deux normes, ||-||g pour la différentiabilité
et ||| g pour la condition de croissance J"(Z)-h? > a| h||% (qui remplace la condition
d’ellipticité), que ’on nomme “two-norm discrepancy”.

Lemme 3.3.1. Soit a < b dans R. Alors,
3e>0 tg VheHy(a,b,R) i Bl < cllhllze.

» Soit h € Hi([a,b],R). Alors, puisque h(a) = 0 et d’aprés 'inégalité de Cauchy-
Schwarz [4] :

h2(t) = (/at (s) ds>2 < (t—a) /at h2(s)ds < (b— a) /abif(s) ds = (b— a)|[h|2..

Ainsi,
b ;
s = [ 120 de < (6= 3,
donc ' ‘
IhliZ = 1R1Zn = IRlZ2 + 1AI17: < (1+ (6~ a)*) Il
et la conclusion suit avec ¢ :=1/1+ (b — a)2 > 0. [

Proposition 3.3.1 — Condition suffisante d’ordre 2 généralisée (CS2G)

Soient (E, ||-||g) et (H,||-||iz) deux espaces vectoriels normés t.q. E ¢ H, i.e. E C H
et 3¢ >0tq Vh e E :||h||lg <c|h|g. Soit J: U C E — R une application 2 fois
dérivable sur U un ouvert de E et soit * € U un point critique de J. Si

Ja>0 tq VYheE : J"z)-h*>a|hl¥, (3.4)

alors T est un minimum local strict (sous-entendu pour la norme ||-||g).

» La formule de Taylor appliquée & J nous donne pour h € K t.q. z+h e U :

1
J(@+h) = J(@) = 53 J"(2) - h* + |[h][e(h) avec  lim [e(h)] = 0.

l[hllz—0

Par hypothese :

T+ k)= 5@ = 2+ e g > (&4 ) i,

c
et donc il existe n > 0 tel que pour tout h # Og t.q. |h||z < nonait z+h €U et
J(x+h)—J(z)>0.

Autrement dit, Z est un minimum local strict (sous-entendu pour la norme ||| ). [ |

Remarque 3.3.5. Dans la proposition précédente, il suffit de faire '’hypotheése £ C H.
L’hypothese d’injection continue n’est pas nécessaire car elle est automatiquement vérifiée
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des lors que I'on a I’équation (3.4). En effet, J”(Z) est continue car J est deux fois dérivable
en T et dong, il existe une constante K > 0 telle que

VheE : |J"(z) h* < K |h|%
et finalement puisque (3.4) est vérifiée, on obtient automatiquement :
VheE : alhlff <J"(z)-h* < K |||, (3.5)

et la constante ¢ := /K /« fait affaire pour 'hypothese de la proposition précédente.

Remarque 3.3.6. Dans le cas particulier ot E = H et ||-||g = |||z, on retrouve la condi-
tion suffisante d’ordre deux (CS2) classique, cf. conditions (3.1). Introduisons dans ce cas
la quantité ||h|| .= \/J"(Z) - h2. Il est alors intéressant de noter (ce que I’on aurait pu men-
tionner avant) que ||-|| définit une norme équivalente a la norme |||z, cf. 'équation (3.5),
mais que cette nouvelle norme est induite par le produit scalaire

(h|k) = J"(F) - (b, k).

L’ensemble E munit du produit scalaire (- | -) est donc un espace préhilbertien (un espace
de Hilbert si F est un espace vectoriel normé complet, i.e. si E est un espace de Banach),
on dit alors que (E,||-||g) est un espace vectoriel normé homéomorphe a un espace
préhilbertien. On arrive alors a la conclusion remarquable que si E n’est pas homéomorphe
a un espace préhilbertien, alors la condition d’ellipticité ne peut jamais étre vérifiée, quel
que soit le point critique! Et donc dans ce cas, il est nécessaire d’utiliser une nouvelle
norme pour obtenir la condition de croissance.

Remarque 3.3.7. La Proposition 3.3.1 donne une nouvelle condition suffisante d’ordre
deux d’optimalité locale pour un minimum libre, i.e. dans le cadre d’un probléme d’op-
timisation sans contraintes. Bien entendu, nous pouvons donner une version de cette
proposition dans le cas de contraintes affines de maniére similaire & ce qui a été présenté
dans la Section 3.2 (voir les conditions (3.2)) :

(CS2G) Ja>0 tq. VheE : J'@) h*>alh|,

ou Ey = FENKerT, Hy:= HNKerT et ou z € . Cette version ayant longuement était
détaillée dans cette section, cf. notamment 1’équation (3.3).







CHAPITRE 4

Corrections des exercices sur le calcul différentiel

Solution de I’Exercice 1.4.1 p. 12 :
1. Soit z € R" et v € R™. On a

flx+v)— f(z) =Alx +v) — Ar = Av = Av + 0o(v) .

L’application v — Av est linéaire et continue, donc f est différentiable en x et
f'(z) - v = Av. Dit autrement, f'(z) = (v +— Av) € L(R",R™).
2. L’application dérivée est

f+ R — L(R",R™)
x — fl(z) = (v~ Av).
Puisque L(R™,R™) et M,, ,(R) sont isomorphes, on peut identifier f'(z) & A.
On a donc aussi
'+ R* — M;,,(R)
x — fl(z)=A.

Ainsi, on remarque plus aisément que f’ est constante. Elle est donc continue.
Au final, f est de classe €' sur R™.

Solution de I’Exercice 1.4.2 p. 12 : Soit x € Fet v € E. On a
flx+v)— f(z) =0r =0p +o(v).

L’application v — O est linéaire et continue, donc f est différentiable en x et f'(z)-v =
Op. L’application dérivée est

f'i E — Z(EF)
r — fl(z) = (v 0F) = 0g@pF):

Ainsi, f’ est constante (la constante est 'élement nul de Z(F, F')) donc continue et
f est de classe €' sur E.
Solution de I’Exercice 1.4.3 p. 13 : Soit z € F et v € E. On a

L(z +v) — L(x) = L(v) = L(v) + 0 = L(v) + o(v) .

L’application v +— L(v) est linéaire et continue, donc L est différentiable en x et
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L'(x)-v = L(v). L’application dérivée est

U: E — Z(EF)
x — L'(x)=L.

Ainsi L' est constante donc continue et L est de classe €1 sur E.

Solution de I’Exercice 1.4.4 p. 13 : Soit z € F et v € E. On a
Az +v) — A(z) = L(z +v) +p — (L(z) + p) = L(v) = L(v) + OF = L(v) + o(v).

L’application v — L(v) est linéaire et continue, donc A est différentiable en z et
A'(x) -v = L(v). L’application dérivée est

A: E —s 2(E,F)
x — A(x)=1L.

Ainsi A’ est constante donc continue et A est de classe € sur E.

Solution de I’Exercice 1.4.5 p. 13 : Soit (z,y) € E x F et (v,w) € E X F. On a

I
g O ®

(z,
(.T )—i—B(m,w)—i—B(v,y)—{—B(v,w)—B(:c,y)
(x,w) + B(v,y) + B(v,w)
Or B(v,w) = o((v,w)), cf. [|B(v,w)|l¢ < K||v||g||lw|r (car B continue) et
e vllelwllr
[ (v, w)|| ExF
Définissons ’application

Tyy: ExF — G
(v,w) — B(v,y)+ B(z,w).

=0 quand ||(v,w)]pxr = max(|[v]e, [w]r) = 0.

On a
Toy((v,w) + (@, B)) = Ty (v + a,w + B)
= B(v+a,y) + B(z,w + f)
= B(v,y) + B(a,y) + B(z,w) + B(z, §)
=Ty y(v,w) + Ty y(a, B)
et

Ty y(Av,w)) = Ty y(Av, Aw)
= B(M,y) + B(z, \w) = AB(v,y) + AB(z,w)

= ATy (v, w).
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Donc T, est linéaire. Montrons pour finir ce premier point sur la différentiabilité de
B que T, est continue. On a

| Tyy(v,w)||a < ||B(v,y)lla + ||Blz,w)|a (par inégalité triangulaire)
< K|l ellyllr + K|z| gl|lw|r (par continuité de B)

< K|yl rll(v, w)|exr

+ K||z||g||(v,w)||lgexr  (par définition de la norme sur E x F')
< K (lyllr + 1zl 2) [|(v, w)l| 2xF,

donc T, est continue. On a donc montré que B est différentiable en (z,y) et que
B'(z,y) = Tyy.

L’application B’ est la somme de deux applications que ’on va montrer étre continues
pour conclure que B est de classe €' sur E x F. Nous avons que B’ est définie par

B": ExF — Y(EXFQ)
(a?,y) — B/(J?,y) = T:v,y-

On introduit les applications

B;: ExF — Z(ExFQG)
(CC,y) — Bl(xvy) = ((va) — B(Uay))v

. By: ExF — Z(ExFG)
(x,y) — B2($7y) = ((v,w) = B(x,w)),

de telle sorte que B’ = By + Bs. L’application Bj est linéaire (évident) et continue car

1Br(z, Y)l zexrc) = sup [Bi(z,y) - (v,w)le= sup [|B(v,y)la
)<t lww)ll<1

et

1B(v,y)lle < K |lyllr l[vlle < Kl(z,y)llexr (v, w)]2xr
SK|(zy)lexr si |[(v,w)|exr <1,

par la continuité de B et le fait que ||z, y||pxr = max(||z| g, ||y|]| 7). On fait de méme
pour Bs. Donc Bj et By sont continues et B’ = By + Bs est continue.

Solution de I’Exercice 1.7.1 p. 20 : A compléter.

Solution de I’Exercice 1.8.1 p. 23 : Les applications composantes de f sont déri-
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vables en tout point de R? donc f est différentiable sur R3. V¥(z,y, z) € R3,

—ysinx — zcosx cosx —sinx
Yz Tz yxr |’

fl(x’y’ z) = Jf(a:,y,z) = {

Solution de ’Exercice 1.9.1 p. 27 : On peut écrire

ZZa,]xlx]—i—Zb z; + ¢,

11]1

donc f est bien deux fois dérivable sur R"; c’est des sommes de produits.

On a V(z,v) € (R")?

flz+v)=>(A@+v)|z+v)+ (blz+v)+c
[(Az|2) + (Az|v) + (Av|z) + (Av|v)] + (b]z) + (b|v) +c
= f(z) + <2(A+AT)x+b|v>+;(Avv),

l\DM—l[\) =

et

%(AUM)):O(U).
1
= Vf(x)= B (A—l—AT) x+bdonc Vf(zr) = Ax + b si A symétrique.

= V2f(x) = (Vf)(z) = % (A + AT) donc V2f(z) = A si A symétrique.

Solution de ’Exercice 1.9.2 p. 27 :

« Onnote f =Qox avec Q(z) = 5 (Az|z) — (b|z). f est deux fois dérivable sur
R car z(-) l'est et @) est deux fois dérivable sur R", cf. Exercice 1.9.1.
« VteRona

f'(t) = Q' (x(t) - 2/(t) = (Ax(t) —bla'(t)), cf. Exercice 1.9.1.
On note f/(t) = (B o ¢)(t) avec

Yv: R — R"xR"
t — Pt)=((Aox)(t) —b, 2'(t))
°t B: R*xR* — R"
(z,y) = B(z,y)=(z|y).

Remarque. On peut voir la matrice A comme une application linéaire.
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On a alors

fI(t) = B'(¥(t)) - ¢'(t)
= B(Ax(t) — b, 2"(t)) + B(AZ'(t), 2'(t))
= (A x(t) — b :U"(t)) + (Aa:'(t) |:U’(t)) )

1
Solution de I’Exercice 1.9.3 p. 28 : On note () = §(B o1)(x) avec

Hx H

v: H —»
x — Y(x)=(z,2)

et
B: HxH — R

(z,y) +— Blz,y)=(x]|y)y-
On a alors que v est une application linéaire continue donc dérivable. L’application
dérivée donnée par ¢'(x) - v = (v,v), autrement dit ¢’ = (z — (Ig,Iy)). Ainsi, ¢/
est constante donc continue et linéaire donc dérivable. Finalement, ¥ est deux fois
dérivable sur H. De plus, B est une application bilinéaire continue donc dérivable.
Nous avons vu que l'application dérivée de B est linéaire continue donc dérivable,
donc B est deux fois dérivable sur H x H. Ainsi, ¢ est deux fois dérivable sur H.

OnaVxe H,VveH,

P(w) v =3 Bww) - (0,0) = 5 (0] 2)g + 5 @) = (] 0)y = (T 2 ]0)y

Donc Vy(x) = Iy -x =z, i.e. Vi = Ig. Ainsi, Vi est linéaire continue donc

Vip(z) = (Vo) (z) = In.

Solution de I’Exercice 1.9.4 p. 28 : On peut écrire f = coso p. Ainsi, f est deux
fois dérivable sur R™ car ¢ l'est et cos 'est sur R.

* On a Vo € R", Vv € R",
fi(z) -v=cos'(p(2)) - (¢'(2) - v) = —sin(p(z)) - (| v) = (—sin(p(z)) 2| v).
Donc Vf(z) = —sin(p(x)) .
* On note Vf = Bo ou
P: R — RxR"
z o p(x) = (—sin(p(z)), )

et
B: RxR* — R
(a,y) = Blay) =ay.



Chapitre 4. Corrections des exercices sur le calcul différentiel

Puisque V2f(z) = (Vf)'(x), on a Vo € R", Vv € R",

V2f(z) v =(Vf)(z) v=B@) @) v)
= B'(¢(x)) - (= cos(p(x)) - (¢ (z) - v), v)
= B(=sin(¢(2)), v) + B(=cos(p(x)) (z|v), z)
=— (sm(gp(w))[n + cos(p(x)) xa:T) v.

Donc V2 f(z) = — (sin(p(x)) I, + cos(p(x)) zzT).

Remarque (variante). On peut utiliser la relation f”(x)- (v,w) = g} (z) - w, ou Pon
définit g,(x) = f'(x) - v, pour z, v et w dans R™. Dans notre cas g,(z) = f'(z) -v =
—sin(p(z)) (x| v). La hessienne est alors donnée par

f(@) - (v,w) = = (cos(p()) (x| w) (x| v) + sin(p(x)) (w]v))

=wl [— (cos(go(w)) zxl + sin(p(z)) In)} v
=wl V2f(z)v.

Solution de I’Exercice 1.9.5 p. 28 :

1. On note f =,/ 0 2¢ avec ¢(z) = |z[|?/2. Alors puisque 2¢ est 2 fois dérivable
sur R, que /" est lisse sur R\ {0} et 2¢(z) = 0 < = = Ogn, on peut conclure
que f est 2 fois dérivable sur R" \ {Ogn}. On a pour x € R" \ {Ogn} et v € R™ :

@)= (/0o 6E) ) =25 s el = ().

Donc Vf(z) = el
2. Pour tout t e R, v € R", on a f(Ogn +tv) — f(Orn) = f(tv) = |t| ||v]| donc

lim f(Orn +tv) — f(Ogn) £ lim f(Orn +tv) — f(Orn)

t—0+ t t—0— t

)

donc f n’est pas dérivable en Ogn.
3. On rappelle que pour tout € R™ \ {Ogn}, v et w dans R, f"(z) - (v,w) =

(f'¢)-v)(z) - wet fl(x) -v= (Jﬁiﬁ). On a donc

//.’L"U’LU:L'LUU IE—.’E’U(x‘w) —wTIn—xxT‘|U
@) )= o (00190 el = o) SEY) = | -

] (el

I, T

V2f(z) = 7 — o
= VI = Bl el

Remarque (variante). On peut aussi utiliser V2f(z)-v = (Vf) (z) - v
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Solution de I’Exercice 1.9.6 p. 28 :

1. On peut écrire f = 1||-||* o F. Donc f est deux fois dérivable sur R™ en tant que
composée de fonctions deux fois dérivable.

* On note p(y) = 3|y||* pour y € RP. Alors, f = o F et pour tout z, v dans
R™ on a

F@)-v=¢(F)) - Fla)-v = (F@)| F'(2) -v) = (Jp(2)" F()v).

Donc Vf(z) = Jp(z)" F(z).
+* Rappelons que si I'on note
P
F(z) =) Fx)e,
i=1
ou (eq,...,ep) forme la base canonique de R?, alors
P
F'(z) - (v,w) = ZFZ/’(JJ) (v ,w) e € RP.
i=1
Ainsi, pour tout z, v et w dans R™, on a
f(@) - (v,w) = (f'(-) -v)(2) w
= (F'(w) ‘w | Fl(z) - )+ (F(2) | F"(2) - (v,w))

Jr(z +ZF ) V2Fi(x

dochQf(x):J() plz) + Y0, Fi(z) V2F(x).

2. Considérons le cas ou F(x) = Az — b, c’est-a-dire ou F est linéaire. On a alors
Vix) = Jr(z )T Fx) = AT(ADE - ),

V2f(x) = Jp(z +ZF )V2Fi(z) = Jp(z)" Jp(z) = ATA.

Solution de ’Exercice 2.2.1 p. 35 :

i) Soient E1, s et F trois evn. Montrons que % (E; X Eq, F) C €Y(E1 X Eq, F),
ou % (E1 x Ea, F') est ’ensemble des applications bilinéaires de F x Eg a valeurs
dans F', muni de la norme

1Bll.25(81 x 2o,y = sup{l| B, y)|[r | |2l <1 et |lyllz, <1}

Soit T = (Z1,T2) € Ey1 x Es. L’application partielle x; — B(x1,Z2), notée
B(-, ), est linéaire (évident) et continue, car (on omet les indices des normes
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ii)

par commodité d’écriture) :
[1B(z1, Z2)|| < |[Blllza[lllz2]] = K [[z1ll, K = [|B][[|z2]-

Ainsi B(+, Z2) est dérivable et 0, B(z) = B(-,Z2). On a donc :

gBi FEq x Ey — E(El,F)
Ty
0B
x = (x1,x2) —> a—xl(a:) = B(-,x2).

On peut écrire 0., B := L o pg avec pa(z) := z2 la projection canonique dans Eo

et
L: E2 — f(El,F)

xy +— L(x2) = B(-,z2).

L’application py est linéaire et continue (évident). L’application L est linéaire
(évident) et continue car :

[L(z2) | = IB(,22)ll = sup [[B(xy, z2)[l < || B[l

z1][<1

Par composition, 0;, B est continue sur E; x Fj. Par un raisonnement symé-
trique, on peut montrer que Jy, B est continue sur E; X Ey, donc par la Propo-
sition 2.2.1, B est €' sur E; x Ey. La différentielle est alors donnée par :

B(z)-v= (gﬁ(x) op1 + gZ(m) 0p2> v = gﬁ(x) -p1(v) + gi(a:) - p2(v)
_ 0B OB

= a—xl(x) Sv1 4 8—@(3:) -v9 = B(vy,x2) + B(z1,v2)

avec = = (x1,x2) et v := (vy,v2) dans Z(F; x Es, F'). On peut noter que 'on
peut utiliser la notation matricielle et écrire :

B(z) v= (33 () 28 (g;)) (”1) = B(v1,23) + B(z1, v2).

or1 Ors V2

La démonstration précédente se généralise bien au cas multilinéaire. On a donc

n

Zu([1 B F) c N[ B F).

=1 =1

avec Zp(I1in; Ei, F) Pensemble des applications multilinéaire []i; F; muni de
la norme

1Tl 21, oy = s UT (@15 zn)lle [lealls, < 1,00 e, <13
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La différentielle de T' € .2, ([[i=, Ei, F') est donnée par

@) o= (G ) :

Un

n
> T(x1,. .., Tic1, Vi Tig1,s - - -, Tn),
i=1

avec x = (21,...,%,) et v = (vy,...,vy,) dans £, ([1\=, Ei, F).
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5.1 Solutions des équations différentielles ordinaires

Soient Z un intervalle ouvert de R, €2 un ouvert de R™ et une application continue
fi IxQ — R"
(t,x) — f(t,2).

On dit que la fonction ¢ est solution de l’équation différentielle (ordinaire) de second
membre f, si et seulement si ¢ est une fonction dérivable définie sur un certain intervalle
I C I, telle que pour tout t € I, p(t) € Q et p(t) = f(t,0(t)) (ot §(t) = ¢'(t)).

Définition 5.1.1 — Champ de vecteurs, cf. Figure 5.1

Une telle application f: Z x 2 — R"™ est appelée un champ de vecteurs : a tout
couple (t,z) € Z x Q, elle associe un vecteur f(¢,x) € R™.

~ /7—>\

—7 —7
\\%/;a\\%/
\\—>//—>\\—>/
R A RNl
s s CESY Y /
\ AP NN
XN“‘ A B \}\1\&! RGN

, N \\\\\__,‘:// s N \\

S NN R NN

— N~ . — -_— =~
/<_\\<—//<_\\
e S << ~—

-
—F;I 0 ;;|

FIGURE 5.1 — Champ de vecteurs en dimension 2.
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Remarque 5.1.1. On parle de champ de vecteurs non autonome s’il dépend explici-
tement du temps ¢ et autonome sinon. Dans le cas autonome, on note f(x) au lieu de

ft,x).

Remarque 5.1.2. On pourrait considérer un champ de vecteurs défini sur un ouvert
quelconque D C R x R™ sans que cela change fondamentalement les résultats présentés.

Soient tg € Z, xg € 2, considérons maintenant 1’équation différentielle a condition initiale,
appelée probléme de Cauchy :

i(t) = f(t,2(t), x(to) = zo. (5.1)
Définition 5.1.2 — Solution d’un probléme de Cauchy

On appelle solution du probléme de Cauchy (5.1) tout couple (I, ), ou I est un
intervalle ouvert de Z contenant ¢y et ¢: I — R™ est une fonction dérivable sur I, tel

que Vit € I, o(t) € Q, ¢(t) = f(L,¢(t)) et ©(to) = xo.

Proposition 5.1.3

Si f est continue (respectivement C*) et si (I, ¢) est une solution de (5.1) alors p € C!
(respectivement C**1).

L’image de 'application ¢ s’appelle orbite ou trajectoire ou parfois courbe de phase
et le graphe ! de I’application o, courbe intégrale. Les courbes intégrales sont situées dans
le produit direct de 'axe ¢t par ’espace des phases. Ce produit direct s’appelle espace des
phases élargi. Cet espace est a n+1 dimensions. Soit (tg, z¢) un point de I’espace des phases
élargi. Une solution (I, ¢) vérifie la condition initiale (to, xo) sity € I et p(ty) = xo, c’est
a dire si la courbe intégrale passe par le point (o, xo).

Définition 5.1.4 — Solution maximale

Une solution (I, ¢) est dite maximale si, pour toute autre solution (J,%),ona J C I
et ¢ =1 sur J. On dit que qu’une solution (I, ) est un prolongement d’une autre
solution (J, %), si J C I et ¢ =1 sur J.

Théoréme 5.1.5 — Prolongement des solutions

Toute solution se prolonge en une solution maximale (pas nécessairement unique).

» Voir [6, Section 1.3, Chapitre V]. [ |

Définition 5.1.6 — Solution globale

Une solution globale est définie sur tout 'intervalle Z.

1. On appelle graphe de I'application f : X — Y le sous-ensemble du produit direct X X Y composé de
tous les couples (z, f(x)), ot x € X ; le produit direct X x Y est I’ensemble des couples (z,y), ou z € X,
yey.
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Remarque 5.1.3. Tout solution globale est maximale mais pas l'inverse, cf. I'illustraton
Figure 5.2 et I'exemple ci-dessous.
Exemple 5.1.1. Considérons le systéme 3 (t) = z2(¢) sur R x R.

» La fonction nulle est une solution globale.
« La fonction

définie deux solutions respectivement sur |—oo, 0] et |0, +o00]. Ces solutions sont maxi-
males mais non globales.

g

x/\

e

P2

I t
FIGURE 5.2 — Illustration de solutions maximales, globale (1) et non globale (p2).

Le résultat suivant montre que la résolution d’un probleme de Cauchy revient a résoudre
une équation intégrale.

Théoréme 5.1.7 — Equation intégrale

Soient f: T x Q — R"™ continue, 7 un intervalle ouvert de R, ) un ouvert de R" et
(to,l’o) eI x.

Soit (I, ), I intervalle ouvert de I et ¢: I — Q) dérivable sur I.
Alors, (I, ) est une solution du probléeme de Cauchy

.%'(t) - f(tv .T(t)), x(t0> = o,

ssiVtel : .
olt) = a0+ [ fls.0(s))ds.



76 Chapitre 5. Théorémes d’existence et d’unicité de solutions

» Puisque ¢ est dérivable sur I alors l'application ¢t — f(¢,¢(t)) est continue sur I et
donc intégrable sur tout compact de I. De plus, p(tg) = z¢ et o(t) = f(t,p(t)) sur I
donc d’apres le second théoreme fondamental de I'analyse, on a

o(1) = o(to) + [ p(s)ds = a0 + /tt F(s,0(s)) ds.

Montrons la réciproque. L’application ¢ — f(t,¢(t)) est intégrable sur tout compact et
donc si

o(t) = 20+ / £ (5 (s)) ds,

alors ¢(tg) = o et ¢(t) = f(t,p(t)) sur I d’apres le premier théoréeme fondamental de
l’analyse. Donc (I, ¢) est une solution du probleme de Cauchy. [

5.2 Théoreme d’existence et d’unicité de Cauchy-Lipschitz

Rappelons que nous considérons une équation différentielle de la forme @(t) = f(¢, z(t)),
ou f: I x €8 — R™est continue et ou Z est un intervalle ouvert de R et 2 un ouvert de R™.

Proposition 5.2.1

Par tout point de T x 2, il passe au moins une solution maximale.

» Voir [6, §V.2]. u

Exemple 5.2.1. En général, il n’y a pas unicité des solutions maximales comme le montre
cet exemple. Considérons le probleme de Cauchy : #(t) = /|z(t)|, (0) = 0. La fonction

nulle est solution, ainsi que
0 sit<O,
p(t) =

t2/4 sit>0,
et toutes deux sont maximales, car définies sur R tout entier. O

L’existence et 'unicité d’une solution au probléme de Cauchy (5.1) nous est donné par
le Théoreéme de Cauchy-Lipschitz 5.2.3 ci-apres sous certaines hypothéses supplémentaires :
I’application f doit étre localement lipschitzienne par rapport a la variable x.

Définition 5.2.2 — Application localement lipschitzienne

L’application f: Zx ) — R™ est localement lipschitzienne par rapport & la variable
xsiV(t,z) € T x Q il existe un voisinage V € V(t,z) et une constante & > 0 tels que

Vi, 1, xo, (t,l’l) eV, (t,l‘Q) eV, ||f(t,:131) - f(t,l’z)” <k ||£L'1 — :L'2H

Remarque 5.2.1. On peut noter que la constante locale de Lipschitz k dépend de t et
de x dans la Définition 5.2.2. On dira que 'application est globalement lipschitzienne
par rapport a la variable x si elle I’est localement et que la constante k ne dépend pas de
x. La constante peut toujours en revanche dépendre de t.
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Remarque 5.2.2. Si f est différentiable par rapport a x et si 'application
of

IxQ L(R"
5 Lx — LR

(t,z) +— gi(t, x)

est continue, alors f est localement lipschitzienne par rapport a x, cf. Corollaire 2.1.7.
Théoreme 5.2.3 — Cauchy-Lipschitz

Soit f: I x Q2 — R™, T un intervalle ouvert de R, ) un ouvert de R", f continue et f
localement lipschitzienne par rapport a la variable x.

Alors, il existe pour toute condition initiale (tg,z¢) € Z X €2 une unique solution
maximale au probléeme de Cauchy : ©(t) = f(t,z(t)), z(to) = wo.

» Voir [7, 12] pour la démonstration. |

Exercice 5.2.1: On considere le probleme de Cauchy
&(t) =2t(1 + (1)), =(0) =0 =0.

1. Donner la fonction f qui permet d’écrire I’équation différentielle sous la forme
z(t) = f(t,z(t)). On donnera les espaces de définition et d’arrivée de f.
2. L’équation différentielle est-elle autonome ? Est-elle linéaire (voir Chapitre 6) ?
3. Montrer que la solution du probléme de Cauchy est Z(t) = e’ — 1.
4. On pose z(©) la fonction
z®: R — R
t — 0.

On définit .
2D () = 2o+ / F(s,2M (s)) ds.
0

Calculer 2 (t), 2 (t) et ) (t). Commentaires.

D’apres le théoreme précédent, pout (tg, xg) donné, il existe une unique solution maxi-
male que l'on peut noter (I(tg,xo), ¢ (+,to,o)). Nous pouvons voir dans I’exemple suivant la
dépendance de la solution maximale par rapport & la condition initiale. De plus le théoreme
de Cauchy-Lipschitz implique que les courbes intégrales ne peuvent se couper dans le plan
de phase élargi. Elles forment une partition de 'ouvert Z x €, cf. illustration Figure 5.3.

Exemple 5.2.2. On considére le probléme de Cauchy définie sur R x R par @(t) = —z%(t),
x(tp) = xo. Pour (tg, zp) fixé on a une unique solution maximale définie sur (g, zo) :
o Sizg =0 alors I(ty,x0) = ]—00,+00] et z(t) =20 =0;

e Sizg > 0alors I(to,l‘o) = ]to—l/xg,—f—oo[ et si g < 0 alors I(to,.’L‘o) = ]—Oo,to—l/xo[
et dans les deux cas .
0

z(t) = (t—to)zo + L -
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FIGURE 5.3 — Solutions pour le probléme () = —22(t), x(tg) = z¢. Les courbes intégrales
ne peuvent se couper, elles forment une partition de I'ouvert R2.
Exemple 5.2.3 (contre-exemple [6]). Considérons I’équation différentielle &(t) = 3|z(t)[/?,
sur R x R. Déterminons les solutions maximales. On a ici f(t,z) = 3|z|?/3 qui est continue
sur R x R. La dérivée partielle par rapport a x est donnée par

0
—f(t,m) = 2 sign(z) |z|7Y? six #£0,
ox
qui est continue sur R x R”. La fonction f est donc localement lipschitzienne par rapport a
z sur R*. On peut montrer qu’elle n’est pas localement lipschitzienne par rapport & x sur les
voisinages de tout point de R x {0}. On a

1 1
§¢x72/3:1 sur x >0 et —gfb(—x)d/g:—l sur x < 0.
Ainsi, sur {z > 0}, on a z/3(t) = ¢; + t et sur {z < 0}, on a (—x)l/?’(t) = —(c2 + 1),

soit (t) = (¢; +t)%. Soit = une solution maximale. On sait que i(¢) > 0 sur R donc z est
croissante. Notons

a=inf{teR|z(t) =0} et b:=sup{teR|z(t)=0}.

Onaa <betz(t) =0 pour tout t € [a,b]. Si a = —oc0 et b = 400 alors z(t) = 0 pour tout
t € R et x est une solution globale. Si a # —oc alors xz(a) = 0 et () < 0 pour tout t < a
donc z(t) = (t — a)® si t < a. De méme, si b # +oc alors z(t) = (t — b)* si t > b. On a donc
quatre types de solutions maximales, toutes globales :

o z(t) = 0 pour tout t € R;

« 2(t) = (t —a)® pour tout ¢t < a et z(t) = 0 pour tout t > a;

« z(t) = 0 pour tout t < b et z(t) = (t — b)® pour tout t > b;

« 2(t) = (t —a)® pour tout t < a, z(t) = 0 pour tout ¢ € [a,b] et x(t) = (t — b)® pour

tout t > b.

Soit (tp,xo) € R x R tel que xg > 0. Pour construire une solution maximale, b est imposé
par b =ty — :c(l)/ ’ En revanche, a peut prendre n’importe quelle valeur dans |—oo, ¢y — xé/ 3],
voir Figure 5.4. Il existe donc une infinité de solutions maximales passant par (tg, xg). Noter
que ce phénomeéne se produit bien qu’on ait unicité locale au voisinage de (g, o). O
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(to,x0)

FIGURE 5.4 — (Extrait de [6]) Exemples de solutions maximales pour @(t) = 3|z(t)|?/?3,
x(to) = xo.

5.3 Temps de vie des solutions et explosion en temps fini

Nous donnons ici des conditions suffisantes pour assurer que les solutions sont globales.
Voir [6, 7, 12] pour plus de détails.

Proposition 5.3.1

Soit f: Z x ) — R"™ continue avec Z un intervalle ouvert et {2 un ouvert de R™.

On suppose qu’il existe une fonction continue k: 7T — R, telle que pour tout t fixé,
lapplication partielle x — f(t,x) soit lipschitzienne de rapport k(t) sur Q.

Alors, toute solution maximale de & = f(t,x(t)) est globale.

Exemple 5.3.1 (Contre-exemple). L’équation différentielle @(t) = 1 + x2(t), avec x(0) = 0
admet une solution maximale ¢ — tan(t) définie sur l'intervalle ouvert |—7n/2,m/2[. Cette
solution n’est pas globale car elle n’est pas définie sur R tout entier. Ici f(t,2) = 1 + 22 est
localement lipschitzienne par rapport &  mais d’un facteur £ dépendant du point x. O

Corollaire 5.3.2
Soit f: Z x 0 — R"™ continue avec Z un intervalle ouvert et £ un ouvert de R™.

On suppose qu'il existe des fonctions o, f: T — R continues telles que I’application
partielle x — f(t, ) satisfasse la condition de croissance linéaire suivante :

V(t,z) eITxQ, |[f(t,2)] < at)+B(E) =]
Alors, toute solution maximale de © = f(t,z(t)) est globale.

» Prendre k(t) = 3(t) dans la proposition précédente et a(t) = f(¢,0). |

Dans le cas linéaire, sous I’hypothese de continuité sur les données, la solution est globale.



80 Chapitre 5. Théorémes d’existence et d’unicité de solutions

Corollaire 5.3.3

Soient Z C R un intervalle ouvert, A: T — M, (R) et b: T — R™. Soit (to, zo) € ZxXR".
On considére le probléme de Cauchy linéaire

#(t) = A(t) z(t) + b(t), x(to) = wo.

Si A(t) et b(t) sont continus sur I, alors on a existence et unicité de solution globale.

Exercice 5.3.1: (Extrait de [6]).

1. Montrer que toute solution maximale de & (t) = t4/t% + z2(t), pour (¢,z) € RxR,
est globale.

2. On définit lapplication f: R — R par f(z) = esix < eet f(r) = 2 Inzx si
x > e. Montrer que f n’est pas lipschitzienne sur R et ne vérifie pas la condition
de croissance linéaire du Corollaire 5.3.2. Déterminer explicitement les solutions
maximales de #(t) = f(z(¢)). Les conditions suffisantes de la Proposition 5.3.1
et du Corollaire 5.3.2 sont-elles nécessaires ?

Le résultat suivant nous dit que toute courbe intégrale s’échappe de tout compact.

Théoréme 5.3.4 — d’échappement

Soit f: Z x Q — R"™, T un intervalle ouvert de R et €2 un ouvert de R"™. On suppose f
continue, dérivable par rapport a x et telle que O, f: Z x Q — Z(R"™) soit continue.

Soient K C T x § compact et (to,xz0) € K. On note t — z(t,ty, o) la trajectoire
maximale au probléeme de Cauchy : ©(t) = f(t,z(t)), z(to) = 0.

Alors, il existe 11, n2 > 0, tels que pour tout t & |ty —n1 , to + n2, (¢, 2(t,to, x0)) & K.

Remarque 5.3.1. D’apres le théoreme précédent, la trajectoire s’échappe de tout com-
pact a la fois quand ¢ augmente et aussi quand ¢ diminue, c’est-a-dire elle s’y échappe
dans les deux directions du temps.

Soit (tg,zg) € Z x Q. Notons t — z(t, tg,z) la trajectoire maximale au probléme de
Cauchy : @(t) = f(t,x(t)), z(ty) = wo. On note I(tg,zo) =: |t~ ,t*[ I'intervalle de temps sur
lequel est définie la solution maximale. Notons Front(A) la frontiere d’un ensemble A. On a
alors

lim || (¢, z(¢, to, x0))|| = +oo ou  lim |[(¢, z(¢t, tg, x0))| € Front(Z x ).
t—t+ t—t+

Exemple 5.3.2. Ainsi, dans le cas oil t+ < 400 et  =R", on a
lim H.T(t,to,.’,Uo)H = +00,
t—tt

cf. Exemples 5.2.2 et 5.3.1. C’est le phénomene d’explosion en temps fini, voir l'illustra-
tion Figure 5.5. O
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x A
IxOQ=RxR /

/ t:t+

_+— -

FIGURE 5.5 — Illustration du phénomene d’explosion en temps fini (¢7 < +00) dans le cas de
la dimension 1 avec {2 = R et Z = R. Le domaine Z x € est en gris, la trajectoire maximale
en bleu. Les rectangles rouges sont des compacts dont s’échappe la trajectoire. La trajectoire
ne peut s’échapper du compact le plus a droite que par le haut ou le bas et donc est amenée
a “exploser”, c’est-a-dire a partir a I'infini.

Exemple 5.3.3. Dans le cas olt t7 < +00 et ou £ est borné, alors

lim ||z(¢, to, xo)|| € Front(Q).
t—tt

Par exemple, considérons I’équation #(t) = 1 sur Q = ]0, 1], dont la solution vérifiant z €
en tp € R est donnée par z(t) = zo + ¢t — to. L’intervalle maximal de cette solution est
I(to,zi()) = ]t() —x0,t0 —x0 + 1[ et

x(to — x0) = 0 € Front(]0,1[) et x(to —zo+ 1) =1 € Front(]0, 1]).

Voir aussi l'illustration Figure 5.6. 0
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x A i
Tx0 /i
/ t:t+
——+— e
o

FIGURE 5.6 — Illustration du phénomene de convergence vers la frontiere du domaine €2 en
temps fini (¢ < +00) dans le cas de la dimension 1 avec Q donc borné et Z = R. Méme
légende que Figure 5.5. La trajectoire ne peut s’échapper du compact le plus a droite que
par le haut ou le bas et donc est amenée & tendre vers la frontiere de Q.
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L’objectif de ce chapitre est ’étude des solutions des équations différentielles
linéaires
x(t) = A(t) z(t) + b(t),

ou A et b sont des fonctions continues sur un intervalle Z de R a valeurs dans
M,,(R) et R™ respectivement. Nous commengons par les équations linéaires ho-
mogenes et autonomes, c’est-a-dire de la forme

@(t) = Ax(t),

ou A € M, (R) est une matrice constante. Nous étudions ensuite les équations
linéaires générales, ou affine, c’est-a-dire de la forme

#(t) = A(t) o(t) + b(0),

présentées ci-dessus.

6.1 Equations différentielles linéaires homogénes autonomes

6.1.1 Préliminaires

Le terme homogéne signifie que b(t) = 0 pour tout ¢t € Z et le terme autonome signifie
qu’en plus A est une matrice constante. Dans ce cas, I’équation différentielle s’écrit

z(t) = Ax(t) e R", Ae M,(R).
Exemple 6.1.1. On considére I’équation différentielle linéaire scalaire d’ordre 1
#(t) =azx(t) eR, a€lR

On sait que pour toute condition initiale (fg,zp) € R x R la solution du probleme de Cauchy
associé est unique, cf. Théoreéme 5.2.3, et donnée par

w(t, to, x0) = wo e 70,
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En effet, on a x(tg, to, zo) = o e®(to—to) — 2 et cette fonction est dérivable par rapport a t
et

0

a—f(t,tg,xo) = axzgetto) = ax(t,to, xo).
Elle vérifie donc bien I'équation différentielle. Elle est de plus maximale et globale car elle
est définie sur R tout entier. d

Exemple 6.1.2. On considere ’équation différentielle linéaire vectorielle d’ordre 1
x(t) = diag(a1, ..., an) z(t) € R", ay,...,a, € R.

On sait que pour toute condition initiale (g, zp) € R xR"™ la solution du probleme de Cauchy
associé est unique, cf. Théoreéme 5.2.3, et donnée par

x1(t, to, zo) x0,1 e41(t=t0)
.%'(t, to, :EO) = = :
xn(ta to, JJ()) Z0,n €a"(t7t0)
En effet, on a
o1 ea1(to—to)
x(to, o, xo) = : = o

Ton ean(to—to)
et cette fonction est dérivable par rapport a ¢ et

ay g,y e (710
Ox

7(t7 tO: 1'0) -

8t = diag(ala s 7a7l) x(ta tO? 33'0)-

an, T0 1, €27 (E10)

Elle vérifie donc bien I’équation différentielle. Elle est de plus maximale et globale car elle
est définie sur R tout entier. O

Remarque 6.1.1. Dans les exemples précédents, nous pouvons remarquer que ty ne joue
pas de role particuler dans la solution générale. Nous retrouvons plutét le terme t — tg qui
est important. C’est pourquoi nous pouvons choisir ¢y comme origine des temps, c’est-a-
dire tg = 0. Une autre fagon de le voir est de remarquer que

x(t,to,.’ro) = :L’(t — to,o, :L’o).

Nous pouvons donc toujours supposer que ty5 = 0. Ceci est vrai en général pour les
équations différentielles autonomes.

Remarque 6.1.2. Nous pouvons remarquer que ’application exponentielle joue un réle
fondamental dans la résolution des équations différentielles linéaires autonomes. Nous
allons donc étudier cette application dans la section suivante et introduire la notion d’ex-
ponentielle de matrice.
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6.1.2 Exponentielle de matrice

Soit A € M, (K). Alors, la série de terme général A*/k! est normalement convergente
dans M, (K) (pour n’importe quelle norme sur M,,(K) car elles sont toutes équivalenes). En
notant ||-|| la norme usuelle sur K", i.e. |v|? = 31 |v]? pour tout v = (vy,...,v,) € K?,
on introduit ||-|| la norme d’opérateur sur M, (K) par

Al = HSllllplllAvll, A e M, (K).

La propriété de sous-multiplicativité, | A B|| < || Al || B|| pour tous les A, B € M,,(K), permet
de montrer la convergence normale de la série, avec de plus ||exp(A)| < ell4ll, ou
1
: k
exp(A) = kzjo EA € M, (K).

Nous allons par la suite montrer de plus que exp(A) € GL,(K) pour tout A € M,,(K). Nous
pouvons donc introduire la définition suivante.

Définition 6.1.1 — Exponentielle de matrice

Soit A € M,,(K), avec K = R ou K = C. On définit I’application exponentielle des

matrices par
exp: M,(K) — GL,(K)

A — exp(4) ::Z%Ak'
k=0 """

I Remarque 6.1.3. L’exponentielle peut aussi s’écrire e?.

Proposition 6.1.2

L’exponentielle de matrice a les propriétés suivantes.
1. exp(0y,) = I,
2. exp(diag(A1, ..., \,)) = diag(e?, ..., e M), pour tous les Ay, ..., \, € K.
3. Pour tous les A, B € M,,(K), si [A, B] .= AB — BA =0, alors

exp(A + B) = exp(A) exp(B).

En particulier, exp(A) € GL,(K) et (exp(A4)) ™" = exp(—A).
4. Pour tout A € M, (K), nous avons

(exp A)" = exp(A”)

et si K = C, alors
(exp A)* = exp(A4").

De plus, si P € GL,(K), alors

exp(PAP™) = Pexp(A)P~L.
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5. Pour tout A = (a;;) € M, (K), en notant tr(A) = Yi" a;; la trace de A, nous
avons

det(exp(A)) = A,

6. Pour tout A € M,,(K), I'application t — exp(tA) est €>° sur R et

gtexp(tA) = A exp(tA) = exp(tA) A.

6.1.3 Solution du probléme de Cauchy

Exemple 6.1.3. Considérons une équations différentielle linéaire vectorielle d’ordre 1 sans
couplage
z(t) = Dx(t) € R",

avec
D =diag(\, ..., \n),  AL...s A € R

La solution est alors

Jf'l(tat(%xO) 20,1 e(tito))\l
J}(t, to, xo) = = :
:I,’n(t, to, ‘TO) Zon e(t_to))\n
= diag(elt—t0M | e(t=t0)Any gy
= exp((t — to)D) xog = e(t=t0)D o0
Et puisque 'on peut fixer tg = 0, on peut écrire z(t, xp) = etP z. Il

Exemple 6.1.4. Soit A € M,,(R) diagonalisable dans R et P € GL,(R) telle que P~'AP =
D, avec D = diag(Aq,...,\,). Alors, pour tout ¢t € R, nous avons

exp(tA) = exp(tPDP~ ') = P exp(tD) P~L.

Introduisons le changement de variable z(t) = P~'2(t), pour tout ¢t € R. Si z(-) est solution
de I’équation différentielle &(t) = A x(t), alors z(-) est solution de I’équation différentielle

3(t) = P li(t) = P tAx(t) = PLAP P lz(t) = D 2(t).

Pour une condition initiale zy € R™, on note z(t, z9) := exp(tD) 2z la solution du probléeme
de Cauchy associé. Finalement pour zo € R™, en notant zg :== P~ 'xg, on a

z(t,z0) = P z(t,P " zg) = P exp(tD) P™1zy = exp(tA) xo,

ou z(+,zg) est donc la solution du probléme de Cauchy @(t) = Ax(t), x(0) = xo. O

Remarque 6.1.4. Nous pouvons voir dans ces deux exemples précédents que la solution
d’un probléme de Cauchy associé a une équation différentielle linéaire vectorielle d’ordre
1 sans couplage ou diagonalisable est donnée par I’exponentielle de matrice. Ceci est vrai
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I en général pour les problémes linéaires homogenes et autonomes.

Théoréme 6.1.3
Soit A € M,,(R). Soit une condition initiale zo € R™.

Alors, I'unique solution maximale et globale du probleme de Cauchy
&(t) = Az(t), x(0)= =,

est donnée par
x(t,xo) == exp(tA) zp.

Remarque 6.1.5. Si on se donne une condition initiale z(ty) = x¢ & un instant ¢y € R,
alors la solution du probléme de Cauchy associé est donnée par

x(t,to, xo) = exp((t — tog)A) xo.

Exercice 6.1.1: On s’intéresse au cas de la dimension 2. Soit une matrice A € Ma(R)
telle que AT = —A. On introduit B € My(R) telle que A = JB, avec

0 1
7= (—1 o) '
1. Montrer que BT = B.
2. Montrer que (z | Jz) = 0, pour tout z € R2.
3. Soit z(-) une solution de #(t) = Axz(t). Soit Q(z) = x’ Bx/2. Montrer que
(Q o x)(t) = cste. On en déduit que les solutions de #(t) = Axz(t) dans le plan
de phase sont des coniques.

6.2 Equations différentielles linéaires générales

Nous nous intéressons dans cette partie a la résolution des équations différentielles li-
néaires générales, c’est-a-dire de la forme

i(t) = A(t)z(t) + b(t) eR", teT,

ou A et b sont des fonctions continues sur un intervalle Z de R a valeurs dans M, (R) et R”
respectivement. D’apres le Corollaire 5.3.3, pour toute condition initiale (tg,zg) € Z x R,
le probléeme de Cauchy associé admet une unique solution maximale (-, tg, z¢). La solution
est de plus globale, donc définie sur Z tout entier.

Remarque 6.2.1. Nous pouvons remarquer que si b = 0, alors I’équation différentielle est
linéaire homogeéne et si A est constante, alors ’équation différentielle est linéaire homogéene
et autonome.
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6.2.1 Equation homogéne et résolvante

On considere ici I’équation différentielle linéaire homogene associée
z(t) = A(t)z(t) e R", tel. (6.1)
On note & I'ensemble des solutions de cette équation différentielle, c’est-a-dire
& = {e( to, o) | (to,z0) € T x R"},

ou (-, to, zp) est la solution maximale du probléme de Cauchy @(t) = A(t) z(t), z(to) = x¢ et
on rappelle que cette solution est globale. Soit ty € Z. Le fait que chaque solution maximale
soit globale nous permet de montrer que

& = &y = {p(-,to,x0) | zo € R"}.

Nous allons monter que &;, et donc & est un espace vectoriel de dimension n. Pour cela, nous
avons besoin de construire un isomorphisme entre &, et R". Pour tout xp € R", on note
Dy (x0) = (-, t0,70) la solution maximale du probleme de Cauchy associé a la condition
initiale z(tg) = xo, to € Z étant fixé. Nous avons donc

By: R — &,
Trg +H— (p(-,t(),xo).

Il ne reste plus qu’a montrer que ®;, est un isomorphisme et nous aurons le résultat suivant.

Théoréme 6.2.1

L’ensemble des solutions de I’équation différentielle linéaire homogéne (6.1) est un
espace vectoriel de dimension n.

» Soient z et y dans &, associées respectivement aux conditions initiales z et yp. Soit
A €R. On pose z .=z + Ay. Alors, on a

2(t) =x(t) + Ay(t) = A(t) x(t) + XA(t) y(t) = A(t) ().

Donc z € &, avec comme condition initiale zp := ¢ + Ayo. Ainsi, &, est un espace
vectoriel. Soit xo et yo dans R™, et A\ € R. On note z := &y (zo + A\yo) € &,. Cette
application vérifie

2(t) = A(t) z(t), =z(to) = zo + Ayo.

On note w = Py, (o) + A Py, (y0). On montre facilement que w vérifie le méme probléme
de Cauchy que z et donc par unicité, cf. Corollaire 5.3.3, on a w = z, c’est-a-dire @4, (xo+
Ayo) = Py, (z0) +A Pty (yo), et donc Py, est linéaire. Le résultat d’existence et d’unicité du
meéme corollaire implique la surjectivité et l'injectivité de ®;,, donc cette application est
bijective. En conclusion, ®;, est un isomorphisme et donc & = &}, est un espace vectoriel
de dimension n. |
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Définition 6.2.2

On appelle résolvante (ou matrice fondamentale) de I'équation différentielle li-
néaire homogene (6.1) 'application qui pour t, to € Z est définie par

R(t,ty): R* — R"
g +H— R(t,to) cXo = (p(t,to, xo) = (I)to (a:o)(t)

Nous avons R(t,t9) € L(R™) ~ M, (R).

Proposition 6.2.3

Nous avons les propriétés suivantes pour la résolvante.

1. Pour tout ty € T fixé, R(-,tp) est la solution du probleme de Cauchy matriciel
X(t) = A(t) X(t)’ X(t()) = Ip.

2. Pour tout tgy, t1 et ty dans Z on a R(tz, to) = R(tg,tl) X R(tl,to).
3. Pour tout to, t; dans T on a R(to,t1) = R(t1,10) " € GL,(R).
4. Si A(-) est €%, alors R(-,tg) est €**1.

Théoréme 6.2.4

L’application R: T? — GL,(R) est de classe €**1 si A(-) est de classe €%, k > 0.
Remarque 6.2.2. Si le systéme est autonome, autrement dit si A est constante, on a
R(t, tg) = elt70)4,

Plus généralement, si pour tous temps 1 et t2 dans [to,t] on a [A(t1), A(t2)] = 0, alors

R(t,tp) = exp ( tA(s) ds) .

to

Exercice 6.2.1: Soit R(t,tp) la résolvante de ’équation différentielle linéaire
z(t) = A(t) z(t).

On consideére I'application det: GL,(R) — R qui & A associe le déterminant de A. On
donne que det/(A) - H = det(A) tr(A~1H), pour tout H € M, (R).
1. Montrer que A(t) := det(R(t,tp)) est solution du probléme de Cauchy

A(t) = tr(At) A(t), A(to) = 1.

2. En déduire que

det(R(t, to)) = exp ( / Cie(A(s)) ds> .

to
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6.2.2 Solution du probléme de Cauchy général

Nous allons maintenant nous intéresser a la résolution du probléeme de Cauchy associé a
I’équation différentielle linéaire générale

z(t) = At)z(t) + b(t) e R", tel. (6.2)
Nous avons le résultat suivant.
Théoréme 6.2.5

Soient tg € T et xg € R™. Alors, la solution maximale du probléme de Cauchy associé
a ’équation différentielle linéaire générale (6.2) est donnée par

t
o(t, to, zo) = R(t,to) xo + R(t,s)b(s) ds.

to

Cette solution est globale, c’est-a-dire définie sur Z tout entier.

» On sait d’apres le Corollaire 5.3.3 qu’il existe une unique solution maximale et que
celle-ci est globale. Soit ¢(-, to, o) cette solution. Posons

t
y(t) = R(t, to) xo + | R(t,s)b(s) ds
to
ou R est la résolvante associée au systéme homogene, et montrons que ¢(t,to, zg) = y(t)

pour tout t € Z. Il suffit pour cela de vérifier que y est solution du probleme de Cauchy
z(t) = A(t) z(t) + b(t), x(tg) = xo. En t =tg, on a

y(to) = R(to,t0) To = o
et pour tout £ € Z, on a

90 = St t0)z0 + RO HO + [ G0 9)b(s) ds

A R(t,t0) 30+ () + [ A@) R(t, 5) b(s) ds

to

= A(t) (R(t, to) zo + tR(t, s)b(s) ds) + b(t)

to
= A(t) y(t) + b(t),
donc y vérifie bien le méme probleme de Cauchy que t — (¢, tg, xg) et le théoréme est
démontré. ]

Pour le systeme @(t) = Az(t) 4+ b(t) la solution est

t
o(t, to, o) = et A zg 4 [ =504 p(s) ds. (6.3)

to
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Exercice 6.2.2: Soit w et wg deux constantes strictement positives, on considere

(E) () + wg y(t) = cos(wt).

. Donner la fonction f qui permet d’écrire (E) sous la forme &(t) = f(t,z(t)).
. I’équation différentielle est-elle autonome ? Est-elle linéaire 7

. Soit A la matrice

o
—wg 0)”

calculer & I'aide de la définition et4.

. En déduire I’ensemble des solutions de I’équation différentielle homogene :

ii(t) + wiy(t) = 0.

. Soit w # wy, montrer que

est une solution de I’équation différentielle (F). En déduire I’ensemble des solu-
tions de (E) et montrer que toute solution reste bornée.

. Soit w = wg, montrer que

t .
yp(t) = m sin(wt)

est une solution de ’équation différentielle (E). En déduire I’ensemble des solu-
tions de (£). Ces solutions sont-elles bornées 7

Remarque 6.2.3. Le cas w = wy conduit a ce qu’on appelle un phénoméne de réso-
nance. C’est ce phénomeéne qui intervient dans :

Le sifflement que I'on entend parfois lorsqu’il y a du vent et que ’on est proche de
cables électriques aériens d’EDF ;

L’écroulement de pont lorsque 'on marche au pas. Le 16 avril 1850, une troupe
traversant en ordre serré le pont de la Basse-Chalne, pont suspendu sur la Maine
a Angers, provoqua la rupture du pont par résonance et la mort de 226 soldats.
Pourtant, le reglement militaire interdisait déja de marcher au pas sur un pont, ce
qui laisse & penser que ce phénomeéne était connu auparavant. !

La balancoire : les mouvements des jambes jouent le role de cos(wt) et est respon-
sable des oscillations de plus en plus importantes de la balangoire (si on est en phase,
c’est-a~dire si w = wy) ;

I’écroulement du stade de football Furiani, le 5 mai 1992. Les supporters battant
des pieds & l'unisson dans les tribunes en sont la cause. La fréquence excitée s’est
trouvée malheureusement étre la fréquence de résonance (5 Hz) ce qui entraina la
rupture des tribunes.

1. https://fr.wikipedia.org/wiki/Resonance#Ponts


https://fr.wikipedia.org/wiki/Resonance#Ponts
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7.1 Définition du flot et propriétés élémentaires

Soit Z un intervalle ouvert de R et € un ouvert de R™. Soit f:Z x Q@ — R™ conti-
nue et localement lipschitzienne par rapport a la variable x (c’est-a-dire la deuxiéme va-
riable). Pour toute condition initiale (to,xg) € Z x € il existe une unique solution maximale
(I(to, o), ¢(-,to, o)) au probleme de Cauchy (5.1). L’application partielle ¢t — (¢, 10, zo)
est définie sur I(tp,zo) et est par définition la solution maximale de (5.1).

Définition 7.1.1 — Flot

L’application
p: DCIXxIxQ — R*
(t,t0, o) — p(t, to, o)
avec
D = {(t,to,xo) €T XTI XN ’ te I(to,xo)},

est appelée le flot du champ de vecteurs f.

L’application partielle ¢y : (to, zo) — (¢, to, zo), pour ¢ fixé, joue un réle important dans
I'étude qualitative de I’équation différentielle @(t) = f(¢,z(¢)). On peut imaginer ¢; comme
une application transportant a I'instant ¢ un objet présent en xg au temps initial ¢g.

Exemple 7.1.1. Pour un systéme autonome linéaire homogene de la forme #(t) = Ax(t),
avec A € M, (R), le flot est donné par I’exponentielle de la matrice A :

o(t, to, z0) = e(t_tO)A$0, Y (t,to, zo) € R x R x R™.

Il
Remarque 7.1.1. Dans I’Exemple 7.1.1, le systéme étant autonome, les solutions sont
invariantes par translation du temps : si ¢(-) est solution alors p(tp + -) 'est aussi. On
peut donc par symétrie fixer to = 0 et écrire le flot (¢, xg).

Remarque 7.1.2. Pour un systéme linéaire homogeéne non nécessairement autonome,
i.e. de la forme @(t) = A(t) z(t), I'application partielle @4, : xo — (¢, 0, o) est linéaire.
C’est la résolvante de I'équation 4(t) = A(t)x(t), que 'on note aussi R(t, tp). La résolvante
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est solution de I’équation différentielle matricielle X (t) = A(t)X (t), X (to) = I, et vaut
R(t,ty) = elt=10)4 gi le systéme est autonome. Ainsi, de maniére générale,

@(ta th xO) = R(tv tO) Zo

pour un systéme linéaire homogene.

Exemple 7.1.2. Pour un systéme linéaire avec second membre & (t) = A(t)z(t) +b(t), le flot
est donné par la formule suivante :

t
p(t,to,z0) = R(t, to) zo + | R(L,s)b(s)ds,

to

ou R est la résolvante de #(t) = A(t)z(t), cf. Théoreme 6.2.5. O

D’apres ’Exemple 7.1.1, on peut voir le flot comme une généralisation de I’exponentielle
de matrices, tout comme ’est la résolvante d’un systéme linéaire homogene. Il posséde donc
des propriétés similaires tout comme la résolvante.

Proposition 7.1.2 — Formule du flot

Considérons un systéme autonome &(t) = f(x(t)). Le temps initial est to = 0. Notons
I(xp) I'intervalle de définition de la solution maximale (-, xg). Pour tout t; € I(xg)
et ta € I(py, (zg)), on a ty + to € I(xg) et

P+t (T0) = (Pt © 1,)(20).
En particulier, si t € I(xg), alors (p_¢ o p¢)(x0) = xp.

» D’apres l'invariance par translation du temps, ¢ — ¢, ++(xo) est la solution maximale
valant g, (o) en t = 0, ce qui est la définition de ¢t — (4, (z0)). |

7.2 Orbites et portraits de phase

Considérons dans cette Section 7.2, un systéme autonome non linéaire de la forme

i(t) = f(x(t)). (7.1)

On supposera ici f de classe €' dans Q, un ouvert de R™, pour éviter les difficultés inhérentes
au manque de régularité du second membre.

Définition 7.2.1 — Orbite
On appelle orbite d’un point zg € 2 ’ensemble
Ouy = {1(w0) € R | t € I(0)}.

L’orbite de xg est la courbe tracée dans R™ par la solution maximale ¢(-,x¢) de
I'Equation (7.1) passant par zg en t = 0. Elle est aussi appelée trajectoire ou courbe
de phase.
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Proposition 7.2.2

Pour tout x € Oy, on a Oy = Oy,.

» Soit z € Oy,. Il existe un temps ty tel que z = ¢y, (x¢). Tout point y € O, s’écrit
y = @i() = o1 0 Py (o) = Yre,(z0) (d’apres la Proposition 7.1.2), donc y € Oy,. De
méme, tout z € Oy, s’écrit z := pi(x0) = @1 0 Y_t,(z) = Yr_t, (), donc z € O,. [ |

Ainsi, deux orbites distinctes ne peuvent pas se croiser. Chaque point de ) appartient
donc a une et une seule orbite. La partition de €2 en orbite s’appelle le portrait de phase
du champ de vecteurs. On y trouve trois types d’orbites :

o des points, i.e. Oy, = {zo}. Un tel point est dit d’équilibre et vérifie f(zg) = 0.

« des courbes fermées : il existe alors un point x dans 'orbite et un temps T" > 0 tels que
or(z) = z. Ceci implique que 7 (x) = @¢(x) pour tout temps ¢t € R, i.e. la solution
maximale ¢(-, z) est T-périodique. L’orbite est dite périodique.

o des courbes ouvertes : il n’y a aucun point double, donc si t # s alors @;(x) # @s(x).

Exemple 7.2.1 (Le pendule simple). Considérons une masse m suspendue a une tige de
masse nulle (fixée a son autre extrémité), de longueur /. Désignons par 6 1'angle d’écart de la
tige par rapport a la verticale. L’application du principe fondamental de la dynamique nous
donne I'équation de mouvement du pendule :

() =~ sin(6(1)),

ou g est l'accélération de la pesanteur. L’espace des phases est a deux dimensions. Pour
coordonnées, on peut prendre x1 := 6 et la vitesse angulaire x5 := 6. L’équation prend alors
la forme (avec w? := g/I)

#1(t) = za(t)  @a(t) = —w?sin(z, (), (7.2)

que I'on peut réécrire sous la forme & (t) = f(z(t)) avec z := (z1,x2) et f(x) = (z2, —w? sinzy).
Les orbites sont données sur la Figure 7.1. U

Remarque 7.2.1. Dans I'exemple du pendule, si 'angle 6 est petit, alors sinf ~ 6.
L’Equation (7.2) est alors linéaire :

(t) = (_2}2 (1)) 2(t).

7.3 Linéarisation et perturbation du flot

On consideére dans cette Section 7.3, le systéme non linéaire autonome (7.1) (la géné-
ralisation au cas non autonome ne présente pas de réelles difficultés). On s’intéresse aux
variations d’une solution donnée de (7.1) induites par une perturbation sur la condition ini-
tiale ou encore sur le systéme lui-méme. Pour cela, on s’intéresse & la régularité (continuité,
différentiabilité. . .) de I'application flot. Il est donc important de savoir si son domaine de
définition D est un ouvert ou non de Z x 2. Commencons par le résultat suivant.
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FIGURE 7.1 — Le champ de vitesses de phase défini par le second membre f(x) est visible sur
le graphe de gauche. Les courbes de phase (ou orbites) en bleu sont données sur le graphe de
droite. Les courbes de phase fermées correspondent a des oscillations tandis que les autres
correspondent aux rotations. Les courbes en noir sont appelées séparatrices. Enfin, on
distingue trois points d’équilibre en rouge, 1 stable et 2 instables.

Théoréme 7.3.1 — Régularité et différentielle de 1’application partielle o,

Supposons que le second membre f: Q C R™ — R", du systéme autonome (7.1), soit
de classe € sur Q. Soit Ty € 0, on note z(-) = (-, To) la solution maximale de (7.1)
vérifiant £(0) = X, définie sur I(Zy), un intervalle ouvert contenant 0.

Sous ces hypothéses, pour tout t € I(Zg), il existe V' C € un voisinage de g, sur
lequel @y est bien définie. De plus, ¢; € €1 (V,Q) et sa différentielle en Ty suivant le
vecteur v € R™ est donnée par :

oy (Tg) - v = dz(t),

ot 0x(t) est la solution au temps t de I’équation

53(s) = f'(3(s)) - 6w(s),
0x(0) = v.

Remarque 7.3.1. On notera souvent dxg le vecteur v pour mettre en évidence le fait
que c’est une perturbation de la condition initiale.

» Tout d’abord, puisque f est de classe €, toute solution de (7.1) est elle méme %!
(méme %?). Soit t € I(Zo). Les ensembles €°([0,],R") et €1([0,¢],R™) munis respecti-
vement des normes ||z||¢0 = ||Z||oo €t ||Z||¢1 == ||Z||cc + ||Z|lcc SONt des espaces de Banach.
Définissons quelques applications qui vont nous étre utiles.

1. Définissons 'application

F: €40,t,Q) — £°(0,t,R")
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telle que pour tout s € [0,t], F(x)(s) == f(z(s)). On a F de classe €' sur
€1([0,t],9) car f est € sur Q, cf. Proposition 2.3.1.

2. Définissons ’application linéaire

D: ¢'([0,t],R") — £°([0,],R")
x — D(z) =1

Cette application est continue car
1D(@)]l50 = [[#]lgo < [lz]ler-

Ainsi, Yz € €1([0,t],R"), Voz € €1([0,1],R"),
D'(z) - 52 = D(6z) = oz

3. Définissons pou s € [0,¢] I'application linéaire et continue (évident)

Ls: ¢Y[0,t,R") — R"
x —  Lg(x) == x(s)

Ainsi, Vo € €1([0,t],R"), Yoz € €*([0,t],R"),
Li(x) -6z = Ls(6z) = dx(s).
On définit ensuite I’application

U: ¢10,1],) xQ — €90,t],R") x R"
(z,x0) — U(z,x0) = (D — F)(x), Lo(z) — x0)

qui est une application de classe € puisque F, D et L sont €. Nous voulons appliquer le
théoréme des fonctions implicites 2.7.1 & ¥ au point (Z, Zg), sur Pouvert €1([0,¢], Q) x Q
de ’espace de Banach €1([0,1],R") x R™. Pour cela, nous devons vérifier que 9,¥(Z, 7o)
est inversible. Elle est inversible si, pour tout (y,v) € €°([0,¢],R") x R, il existe un
unique éx dans €1([0, ], R™) tel que

ov  _

o (#,70) - 01 = (62 — F'(z) - 62, 52(0)) = (y, ).

Il s’agit donc de résoudre I'équation différentielle ordinaire linéaire non autonome avec
second membre :

bx(s) = f'(#(s)) - Sw(s) + y(s), s €[0,1), 73)
dz(0) = v,
qui admet bien, en vertu du Corollaire 5.3.3, une unique solution dans ([0 ,¢], R").

D’apres le théoreme des fonctions implicites, il existe un voisinage V' de zg dans () et une
application ¢: V — €1([0,],9), tels que, pour tout zg € V,

VY (p(x0),w0) = 0,
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cest-a-dire que (o) est solution sur [0,#] de P'Equation (7.1) et vérifie ¢(20)(0) = zo.
Autrement dit, ¢¢(x0) = p(z0)(t) = (Lt o ¢)(x0) sur [0,t] et donc ¢; est bien définie et
€' sur V, et sa différentielle en Zy appliquée au vecteur dzg, notée dz(t) est donnée par

) ov N\t /oy,
oz = ' (Zg) - Sz = —<&C(x,930)> : (8950(%530) : 5$0)

_ _<g‘i}(ac,xo)>l (0, —60)
- (B0) 02000

qui est la solution de (7.3) avec y = 0 et v = dxg. Le théoréme est démontré. |

Remarque 7.3.2. Il est important de noter que le voisinage V' dans le théoréme précédent
dépend de Iy mais aussi du temps t.

Remarque 7.3.3. Rappelons les faits suivants. Si (X, d) est un espace métrique (quel-
conque) et F' un espace de Banach, alors I’ensemble ‘Kbo (X, F') des applications continues
et bornées de X dans F' est un espace de Banach pour la norme ||-||4o. En particulier,
muni de cette norme, I'ensemble €°([tq,#1], F) des fonctions continues sur un intervalle
[to,t1] et a valeurs dans un espace de Banach F' est un espace de Banach. De méme, si
I C R est un intervalle compact et F' un espace de Banach, alors I'espace €1 (I, F') des
applications de classe ¢! sur I et & valeurs dans F', muni de la norme |[|-||41, est un espace
de Banach.

Ainsi, d’apres le Théoreme 7.3.1, pour tout ¢ € I(Zo) il existe un voisinage V' (¢, zg) C 2 de
Zo, dépendant de ¢, tel que pour toute condition initiale z¢ € V (¢, Zp), la solution maximale
©(-, o) est définie sur tout l'intervalle [0,¢], 7.e. [0,¢] C I(xg). On est maintenant en mesure
de montrer que le flot est défini sur un ouvert.

Corollaire 7.3.2
Le flot ¢ est défini sur un ouvert D de T x €.

» Le domaine de définition du flot est D := {(t,z9) € Z x Q| t € I(x0)}. Soit (¢, zo) € D.
Puisque I(Zp) est un ouvert (cf. Théoreme 5.2.3), il existe ¢ > 0 tel que la solution
maximale (-, o) est définie sur [0,¢ + €] C I(Zg). Le Théoréme 7.3.1 implique que
pour tout xg € V (¢, %), on a encore que [0,t + ¢] C I(xg), c’est-a-dire que ’ensemble
10, +¢[ x V(t,Z0), qui est un voisinage de (t,z¢) dans Z x €, est inclus dans D. |

Cette propriété est donc tres importante pour 1’étude du flot et de sa dépendance par
rapport aux conditions initiales : puisque @ et y; sont définies sur des ouverts, on peut étudier
leur continuité et leur différentiabilité. Le Théoreéme 7.3.1 nous montre que ’application ¢, est
de classe ¢!, elle est en particulier continue. Les solutions de 1’équations différentielles (7.1)
dépendent de fagon continue de leur condition initiale. On verra par la suite que les solutions
dépendent aussi de facon continue vis & vis de perturbations du systéme, ce qui justifie
I'utilisation des équations différentielles pour modéliser des phénomenes réels pour lesquels
on ne dispose que d’une approximation des données.
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Equation linéarisée. Intéressons-nous & la différentielle de Papplication partielle .
Définition 7.3.3 — Equation linéarisée

Soit Z(-) une solution de (7.1) définie sur [0,T]. L’équation différentielle sur [0, 7]

da(t) = f'(&(1)) - 6a(t),
est appelée équation linéarisée de (7.1) le long de z(-). Cette équation est aussi
appelée équation variationnelle.
On déduit du Théoreme 7.3.1 le résultat suivant.
Corollaire 7.3.4

Soit Tg € Q et t € 1(zg). L’application xg — pi(x0) = @(t,x0) est de classe €1 sur un
voisinage de Ig et sa différentielle en xg suivant le vecteur dxg € R™ est donnée par :

(p:ﬁ("fo) . 5$0 = R(t, 0) 51’0,

otl R est la résolvante de I’équation linéarisée de (7.1) le long de ¢(-,Zo).

On peut donner une explication plus intuitive du réle de ’équation linéarisée. On choisit
une solution Z(-): [0, 7] — Q de "'Equation (7.1), vérifiant o := Z(0). On note z(-, Zo + o),
la solution (perturbée) sur [0,7] de I'Equation (7.1) de condition initiale Zy + dxo et on
I’écrit sour la forme d’une perturbation de la solution d’origine, ¢.e. on écrit :

z(+, To + 0x0) = () + Az(-) = Z(-) + dz() + -,
ou dz(-) est la variation a l'ordre 1. Autrement dit, pour tout ¢t € [0,7] :

or . _ _
Sa(t) = aTco(t’ Zo) - 0o = ¢4 (Zo) - do

puisque on a bien str x(t, zg) = @¢(xo). Sur le schéma suivant, on retiendra que le voisinage
V' dépend de t.

RS
0 (To + dxo)

x(-, Ty + 5$0) S —
To + 0xg - <
o (7o) - 60 + 0(0
. Ax() ¢y (Zo) - 0x0 + 0(dz0)

Zo Cf(');: z(-,Zo) ¢i(To)

et(V)



100 Chapitre 7. Flot d’une équation différentielle ordinaire

Calculons une nouvelle fois, de maniére peu rigoureuse, dx(t) pour ¢ fixé. Pour tout s € [0, ¢],
on a

@bt ) () = F(@ls) +5a(s) + )
= f(&(5)) + f'(2(s)) - 0x(s) + -+

et (0, Zo+070) = To+0x0 = 7(0)+z(0). Ainsi, en tenant compte du fait que ¥(s) = f(Z(s))
dans (7.4), on voit que dz(t) est la solution au temps ¢ de

(7.4)

53(s) = f'(3(s)) - 6w (s),
0x(0) = dxg.

L’équation linéarisée étant linéaire et homogene, sa solution est donnée par
dx(t) = R(t,0) 0xo,

ou R est la résolvante de ’équation linéarisée (c’est-a-dire la méme équation avec comme
condition initiale 0x(0) = I,,).

Remarque 7.3.4. On peut retrouver une troisieme fois la différentielle de ¢; (ou avec nos
notations ici z(t,-)) en o et ce encore plus rapidement en utilisant I’équation intégrale,
cf. Théoreme 5.1.7. En effet, si 'on écrit

x(t,xo) =z + /Ot f(z(s,z0)) ds,

et si x(t, zg) est dérivable par rapport a la condition initiale en Z, alors on a en dérivant :

¢
;fo(t, %o) - dwg = dwg + /0 (2 (s, Z)) - (;fo(s,zo) : 5x0> ds.

On retrouve bien le résultat en remplagant 0,z (-, Zo) - 0o par la notation plus compacte
dz(-) et sachant que x(s,Zo) = Z(s).

Exemple 7.3.1. Soit le systeme & = f(z) = (—x1 + 2, x2). On note xg = (a,b) la condition
initiale. La solution est donnée par

r1(t) =ae '+ bsht, xo(t) =be.

Ainsi, par exemple,
833‘1
——(t,x9) = sht.
b ( ) 0)

Retrouvons ce résultat a 1’aide des équations variationnelles sans recours explicite a z(t). On

sait que
or
ﬁixo(t’ o) - 60

est la solution au temps t de

@(s):f'(x(s))-ax(s):[‘ol ﬂ-éac(s) —: Asz(s), 62(0) = 6.
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Ce systeme linéaire étant linéaire on a

ox et sht
87:0(@960) - 6z0 = exp(tA) dwo = [ 0 el } - 0o,
ainsi
Ox Ox Ox
k) = (G5 (t.50)) = m (5 (b (0.1) ) = (sht. ) =she,
ou m (z) = x1. O

Exercice 7.3.1: On considére la fonction

T: O — R

(taxO) — I‘(t,l’o): 0

trg + 1

ou O est a déterminer et on considere le probleme de Cauchy pour xg > 0 :
i(t) = —22(t), x(0) = xo.

1. Vérifier que x(t, zg) est solution du probléme de Cauchy.

2. Calculer et visualiser I’ensemble O = {(t,a:o) € R xR} ’ te I(xo)}, ou I(xp)
est I'intervalle maximal de définition de la solution.

3. Calculer
ox
a.. (ta xO) .

61’0
4. Donner l'équation variationnelle que doit vérifier 0,,x (-, xo) et vérifier que la
dérivée partielle calculée a la question précédente est bien solution de ce systeme
variationnel.

7.4 Dépendance par rapport a un parametre

Considérons maintenant une famille d’équations différentielles ordinaires dépendant d’un
parametre A € RP, de la forme
L(t) = fz(t),A), (7.5)
telle que la fonction f soit de classe € et telle que chaque application f(-, \) soit un champ
de vecteurs sur Q C R™. On s’intéresse maintenant a la dépendance des solutions de ’'Equa-
tion (7.5) par rapport au parametre . Le parametre A peut étre considéré comme une
variable d’état constante au cours du temps. Ainsi, 'Equation (7.5) est équivalente &
{i(t) = fx(t), A1), 76)
At) =0, '
qui est une équation différentielle dans R™"P associée au champ de vecteurs F(z,)\) =
(f(x,A),0). Ainsi les solutions de (7.5) dépendent du parametre A de la méme fagon que les
solutions de (7.6) dépendent de la condition initiale. D’apres le Théoréme 7.3.1, nous avons
donc les propriétés suivantes.
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+ Les solutions notées (-, zg,\) de (7.5) dépendent de facon €', donc continue, du
parametre A et de la condition initiale xzg.

« La différentielle de Papplication (zq, ) + (-, 2o, A) en un point (Zo, \) est Papplication
qui & (dzxg, IN) associe

or , _ ox <
ox(-) = 6760(',950,)\) dzo + 8)\( To, A) - OA, (7.7)
solution de I’équation différentielle affine
N B g _ _ 87f N _
Sa(t) = L (a(0), %) - d2(0) + S (2(5), %) N -
0z(0) = dxo,

ot Z(-) := x(-, Zg, A). D’aprés le Théoreme 6.2.5, la solution de (7.8) est

dx(t) = R(t,0) 0xo + /0 t R(t, )af

s 5(%(3), A) - o\ ds, (7.9)

ol R est la résolvante de 1’équation linéarisée &E( t) = 0uf(2(t), \) - 6x(t).

Exercice 7.4.1:

1. On considére a = (a1, as) € R? et les matrices

1 00 0 01
I={0 1 0), N=|0 00 et A=o1l+ asN.
0 01 0 00
Donner e et 2!V En déduire Pexpression de et4.

2. On consideére maintenant le probleme de Cauchy

Donner, en fonction de ay et as la solution de ce probléme de Cauchy.
3. A partir de cette solution calculer dyz(t, a).

4. Donner ’équation variationnelle dont est solution la dérivée partielle Oz (t, ).
On précisera les dimensions des vecteurs et matrices utilisées.

5. Donner les équations variationnelles dont sont solutions les dérivées partielles

ox
D0 (t, ).

On précisera les dimensions des vecteurs et matrices utilisées.

6. Retrouver la solution des équations variationnelles ci-dessus a 'aide de la for-
mule (6.3).
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Exercice 7.4.2: On considere les équations de Lorenz

@1(t) = o(x2(t) — 21(¢))

io(t) = z1(t) (r — z3(t)) — 22(t)
i3(t) = 21(t) z2(t) — bas(t)
2(0) = (0,1,0).

-

On note A = (o, r,b) le vecteur des parametres et x(-, A) la solution du probleme de
Cauchy ci-dessus.

1. Donner les dimensions de la matrice jacobienne associée a la dérivée partielle

Oz

8)\(t A).

2. Ecrire les équations variationnelles permettant de calculer dyz(t, \).

Dépendance par rapport a l’instant initial. Considérons une équation différentielle
non autonome,

z(t) = f(t,z(t)) (7.10)
telle que la fonction f est de classe ¢! sur Z x @ C R x R™. On note z(-, %, o) la solution
vérifiant la dynamique (7.10) et la condition initiale x(¢g,to, z¢9) = xo. La différentielle de
I'application to — z (-, to, o), o € Q fixé, en un point o € R est I'application qui a dty € R
associe

or , -
87t0(.7t07x0) . 5t07

solution de ’équation différentielle linéaire homogene

5z () =

a(t) = L (1,2(0)) - da(0)
dx(to) = —f(to, o) dto,

ou z(+) = z(-, to, z0).
Exercice 7.4.3: Retrouver la différentielle a partir de I’équation intégrale.

De maniére plus générale, la différentielle de Papplication (tg,x¢) — (-, t9, o) en un
point (tg,Zo) € Z x € est donnée par

or  _ or , - _
aTU(wto,xo) 6t0+8750( ,to,Zo) - 0o,

solution de I’équation différentielle linéaire homogeéne
= 0
at) = 9, 2(0)) -9,
dx(to) = —f(to, o) to + dzo,

ox(-) =

ott ici (+) = z(-, o, To)-
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8.1 Méthodes de Runge-Kutta explicites

8.1.1 Introduction

On désire calculer une approximation de la solution, notée x(-,tg,xo), sur l'intervalle
I := [ty ,ts] du probleme de Cauchy

i(t) = f(t2(t), x(to) = 2o, (8.1)

ot f: RxR™ — R™ est une application suffisamment réguliere (au moins ), et globalement
lipschitzienne par rapport a la variable x, voir Remarque 5.2.1. On considére pour cela une
subdivision

to <ty <. <iny:=ty

de I donnée. On note h; = tiy1 — t; pour i € [0, N — 1], les pas de la subdivision et
hmax = max;(h;) le pas le plus long. L’idée est de calculer une approximation de la solution en
les points de discrétisation, i.e. on souhaite approcher x(t;,to, xg) pour i € [1, N]. On notera
zp = (z1,...,z5) € (R")Y Iinconnue du probléme discrétisé. Si on note xy = (xf,...,TN)
une solution au probléme discrétisé (défini ci-apres), alors on souhaite que

x; ~ x(t;, to,x9) pour tout ¢ € [1,N].

Définition 8.1.1 — Méthode a un pas explicite

On appelle méthode a un pas explicite, toute méthode pour laquelle la valeur x;41
est calculée en fonction de t;, h; et z; de la forme :

Tip1 = x; + h O(ti, 24, hy).
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Remarque 8.1.1. Pour simplifier les notations, nous ne noterons la plupart du temps
que le premier pas : 1 = xg + h®(tg, g, h), h == hy = t1 — tp.
L’idée générale est donc d’avoir
t1
z1 =~ (t1, 0, To) = o + f(t,z(t,to, o)) dt.

to

La méthode a un pas explicite la plus simple est ce que I'on appelle la méthode d’FEuler
qui consiste tout simplement a approcher 'intégrale

"t 1t o, 20) dt

to

par le rectangle

hf(t()’ ':UO)'
Définition 8.1.2 — Schéma d’Euler (1768)

On appelle méthode (ou schéma) d’FEuler explicite, le schéma

r1 = x0 + hf(to, o).

L’idée évidente pour améliorer la précision numérique est d’approcher cette intégrale par
une formule de quadrature ayant un ordre plus élevé. Si on exploite le point milieu, nous
obtenons

h h
x(t1, to, x0) = xo + hf(to + i,ﬂ?(to + §,t0,$0))-

Le probléeme étant que 'on ne connait pas la valeur de z(-, g, zo) a l'instant ¢y + %, d’ou
I'idée d’approcher cette valeur par un pas d’Euler :

h h
x(to + §,t0,360) ~ 0 + §f(t0,$o)-

Nous obtenons ainsi le schéma de Runge.
Définition 8.1.3 — Schéma de Runge (1895)

On appelle méthode (ou schéma) de Runge (explicite), le schéma

h h
xr1 = 29+ hf(to + 5, xo + §f(t0,w0)).

8.1.2 Définition

De maniere plus générale, nous définissons les méthodes a un pas explicites suivantes,
appelées méthodes de Runge-Kutta explicites.



8.1. Méthodes de Runge-Kutta explicites 107

Définition 8.1.4 — Méthode de Runge-Kutta explicite
On appelle méthode de Runge-Kutta explicite a s étages, la méthode définie par

le schéma
k1 = f(to, o)

ko = f(to + coh, xo + haglkl)

: s—1
ks = f(to+ csh,mo + b Y asjk;)
j=1
S
1 = 0 + hzbikia
i=1
ou les coefficients ¢;, a;; et b; sont des constantes qui définissent précisément le schéma.
On supposera toujours dans la suite que ¢; =0 et ¢; = Z;;ll ajj, pour i = 2,...,s.

On représente en pratique ce schéma par le tableau de Butcher [5], cf. la Table 8.1.

C1
C2 | G21
C3 | 31 as2

Cs | Qs1 As2 " Qgs—1

bl b2 e bs—l bs

TABLE 8.1 — Tableau de Butcher pour un schéma explicite a s étage.

Exemple 8.1.1. Voici une liste d’exemples de schémas explicites trés connus :

0
0 1/3|1/3
0 1/2 1/2 2/31 0 2/3
1 0 1 (14 0 3/4
Euler (ordre 1) Runge (ordre 2) Heun (ordre 3)
0 0
1/2 | 1/2 1/3] 1/3
/2] 0 1/2 2/3| -1/3 1
1 0 0 1 1 1 -1 1
1/6 2/6 2/6 1/6 1/8 3/8 3/8 1/8
Rk4 (ordre 4) RKk4, regle 3/8 (ordre 4)
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Exercice 8.1.1: On considére le schéma de Heun, cf. Exemple 8.1.1. Ecrire le schéma
de Runge-Kutta correspondant et donner explicitement 1’application ®(tg, zg, h).

8.1.3 Comnsistance

Les méthodes de Runge-Kutta sont des méthodes & un pas z;11 = x; + h; ®(t;, x4, hi),
h; = t;41 — ti, que 'on peut écrire sous la forme

Ei(a:i,a:i+1) =Ti41 — (:EZ + hi @(ti,xi, hl)) =0.

On rappelle que z(-,tp,zp) est la solution du probléeme de Cauchy (8.1). Pour alléger les
notations, nous écrivons simplement z(-) cette solution, tg et xg étant fixés.

Définition 8.1.5 — Erreur locale de consistance

L’erreur (locale) de consistance e; est 1'erreur locale de troncature
ei = Ei(z(t;), x(ti+1)).

Nous obtenons
ei = Ei(x(ti), x(tit1)) = z(tiv1) — (i) — by (ti, 2(Ls), hi)
tit1
= J(t,x(t)) dt — h; ®(t;, (), hi).
t;
Définition 8.1.6 — Méthode consistante

On dit qu'une méthode a un pas est consistante si pour toute solution au probleme
de Cauchy (8.1), on a

N-1
Z lleill =0 quand  Apax = max h; — 0.
i=0 ’

Remarque 8.1.2. Il est important de noter que les instants ¢; et le nombre de pas

dépendent directement du vecteur de discrétisation (h;),.

Nous avons le résultat suivant.
Proposition 8.1.7

Une méthode a un pas explicite est consistante si et seulement si

V(t,2) € [to, t] x R",  ®(t,z,h)|neo = f(t, ).

Corollaire 8.1.8

Les méthodes de Runge-Kutta explicites sont consistantes.
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Pour évaluer l'erreur de consistance, le parametre important est le pas h;. On fixe les
autres parametres et on regarde comment se comporte l'erreur e; en fonction du pas. Ce
comportement ne dépend pas de 'index %, c’est pourquoi on peut se retreindre au premier
pas. On définit ainsi I'ordre de consistance. !

Définition 8.1.9 — Ordre de consistance

Si 'erreur de consistance vérifie pour p > 1 :
e(h) = z(to + h) — mg — h ®(to, z0, h) = O(RPT1)

on dit que le schéma est d’ordre p. On parle de l’ordre de consistance du schéma.

Remarque 8.1.3. Si nous avions défini E; comme étant donnée par

Titl — &4

hz‘ _Q(tzaxlahz)a

nous aurions eu e(h) = O(hP). L’ordre de consistance est bien p ce qui se verra mieux par
la suite car I'ordre de convergence sera donné par l'ordre de consistance dans le cas ou la
méthode est consistante et stable.

Remarque 8.1.4. Une méthode d’ordre de consistance p > 1 est bien entendu consis-
tante.

Exemple 8.1.2. Le schéma d’Euler explicite est d’ordre p = 1 car par définition de la dérivée

e(h) = z(to + h) — zg — h ®(tg, zo, h)
= #(to) h + O(h*) — h ®(to, z0, h)
= h f(to, mo) — h ®(to, o, h) + O(h?)
= h f(to, wo) — h f(to, o) + O(h?)
=0(h?). O
Nous allons dans I’exercice suivant étudier les relations que doivent vérifier les coefficients
a;j, b; et ¢; pour quun schéma de Runge-Kutta explicite a 2 étages soit d’ordre 2.

Exercice 8.1.2 (solution p. 119) :
Soit le schéma de Runge-Kutta

kl = f(th :EO)
ko = f(to + cah, xo + ag1hky)
T1 =29+ h (blk‘l + bgkg).

Retrouver que co = a1 et donner les 2 relations que doivent vérifier by, by et as; pour
que le schéma soit d’ordre 2. En déduire que la méthode de Runge est d’ordre 2.

1. Rappelons que la notation de Landau e(h) = O(h?) signifie qu’il existe un voisinage U de 0 et une
constante positive C' telle que pout tout h € U, |le(h)|| < Clh|P.
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Proposition 8.1.10

Les méthodes de Heun et RKk4 de la Table 8.1.1 sont respectivement d’ordre 3 et 4.
» Voir [9]. [ |

Exercice 8.1.3: On consideére le schéma de Runge-Kutta a 3 étages

0
3
C2 | G21
avec Ci:zaij'
C3 | azr as2 =

by b2 b3

Démontrer dans le cas d’un systeme autonome que les relations que doivent vérifier
les coefficients pour avoir un schéma d’ordre 3 sont

1
1 =101 + by + bs, izbza21+b3a31+b3a32,

1 1
3= by a3y + by (a3 + 2a3 az + a3y) , 5= b3 azz as.

Exercice 8.1.4: On considere une méthode de Runge-Kutta explicite a s étages.
1. Appliquer un pas de la méthode a I’équation #(t) = x(t), z(0) = 1 et montrer
que x1 est un polynéme en h au plus de degré s.
2. En déduire que 'ordre p de la méthode est au plus égale a s.

Exercice 8.1.5: Un systeme non autonome peut toujours s’écrire sous la forme au-
tonome. En effet, si on considere le probléme a valeur initiale

i(t) = f(t,2(t), x(to) = o,
et si on pose t =ty + 7, 7 € [0,t5 — to], alors le probleme est équivalent au probleme

dz

Z) = Fm), 2(0) = (to, )

avec .
2(r) = (t(7), (7)) et f(t,z)= (1, f(t2))
1. Ecrire ce que devient le schéma de Runge-Kutta explicite & s étages dans le cas
autonome, c’est-a-dire avec la variable z : k; = ...
2. On pose g1 = 29 et g; = 20 + hZ;;ll aijf(gj) pour i = 1,...,s. Ecrire ce que
donne ce schéma de Runge-Kutta explicite avec ces notations.
3. En considérant la premiere composante des g; et de x1, montrer que 'on doit

avoir
S

1—1
Sbhi=1 et Yaj=c, Vi=2...s
j=1

=1
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Remarque 8.1.5. On démontre que :
e p =4 est possible pour s =4 et que 1'on a 8 conditions;
e pour avoir p =5, il faut s > 6;
e pour avoir p = 8, il faut s > 11 et il y a 200 conditions ;

e pour p = 10, il y a 1205 conditions.

8.1.4 Stabilité

La stabilité consiste & comparer la solution du schéma avec celle du méme schéma auquel
on ajoute une perturbation. Si la borne des erreurs (en norme) sur 'ensemble des points
de discrétisation entre les deux solutions ne dépend que des perturbations et non pas de la
subdivision, c’est-a-dire du vecteur de pas, alors on dira que la méthode est stable. En effet,
dans ce cas, alors de petites perturbations meénent a de petites erreurs.

Définition 8.1.11 — Méthode stable

On dit qu’une méthode a un pas explicite est stable si il existe une constante S
positive indépendante de (h;); telle que pour toutes suites sur [0, N — 1] :

Tip1 = x; + hi O(t;, x4, hy)
Yir1 = Yi + hi ®(ti, yi, hi) + &,

on ait

N-1
max Wm—wISSOMWﬂMH-ZN&D-

<4<N-—
0<i<N-1 =0

Exercice 8.1.6 (solution p. 120) : Montrer, a l’aide de la définition, que la méthode
d’Euler est stable. On supposera pour simplifier que le pas d’intégration est uniforme,
c’est-a-dire que h; = h pour tout 7.

Dans la correction de ’exercice précédent, la stabilité de la méthode d’Euler découle du
fait que f est globalement lipschitzienne par rapport a la variable  de maniére uniforme sur
[to,t¢] puisque f est de classe €. De maniere générale, nous avons la condition suffisante
suivante de stabilité.

Proposition 8.1.12

Pour que la méthode & un pas explicite soit stable il suffit que ® soit €' et globalement
lipschitzienne par rapport a la variable x.

» Idée de preuve. Supposons ® de classe €' et globalement lipschitzienne par rapport a
la variable z. Alors, il existe K > 0 telle que :
[@(t, z, h) — @(t, y, h)|| < Kz -y,

pour tout ¢t € [tg,tf], 0 <h <ty —tget (z,y) € R” x R”. On peut alors prendre comme
constante de stabilité § = e (tr—to), |
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8.1.5 Convergence

On se souvient qu’étant donnée une subdivision, on souhaite avoir
x; = x(t;, to, xg) pour tout i € [1, N].

ol () <;<y est la solution de la méthode (discrétisée) & un pas explicite et ot x(-,to, o)
est la solution du probléme de Cauchy (continu). On introduit la définition suivante.

Définition 8.1.13 — Méthode convergente

Une méthode a un pas explicite est convergente si pour toute solution x(-, tg, x¢), la
suite (x;); définie par z;11 = x; + h; ®(t;, x4, hy) vérifie

max, lx(ti, to, z0) — xi|| = 0 quand hmax = max h; — 0.

Remarque 8.1.6. La quantité maxi<;<n ||z(ti, to, o) — 24| dans la définition précédente
s’appelle Uerreur globale de convergence.

Notons z(-) = x(-,t0, o) la solution du probléeme de Cauchy, tg et xg étant fixés. Par
définition de l'erreur de consistance on a

ac(t2-+1) = w(tz) + hi ‘I)(ti, x(ti), hz) + €;.

Si la méthode est stable, nous en déduisons que Ierreur globale de convergence vérifie

N-1
s, ot to o) = i) < 5 3 sl
1=

Si la méthode est consistante d’ordre p, on a

N-1 N-1
max ||z (t;, to,xo) — il < S Z lles]] < S Z C; hPt1
=N =0 =0
N-1
< SChax D hi < SC Mty —to) < Mk,
i=0

pour une certaine constante M positive indépendante de (h;),. 2 Nous en déduisons.

Théoréme 8.1.14 — Lax

Si la méthode a un pas explicite est consistante et stable, alors elle est convergente.
L’ordre de convergence étant donné par 'ordre de consistance.

Exercice 8.1.7 (solution p. 120) : Montrer que la méthode d’Euler est convergente.

2. Il est trés important d’avoir le fait que la constante M est indépendante de la subdivision. Ceci est vrai
par compacité de l'intervalle [to,ts] et continuité de la dérivée p + 1 de la solution z.
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8.2 Méthodes de Runge-Kutta implicites

Rappelons que la solution z(-,tg, zg) du probléme de Cauchy (8.1) est aussi solution de
I’équation intégrale
t
x(t) =xz0+ [ f(s,z(s))ds. (8.2)
to

Ainsi, on a
t1

x(t1,t0, o) = xo + f(t,z(t,to, o)) dt.

to

En introduisant, g(t) == f(t,z(t,to, o)), on peut appliquer le théoréme des valeurs intermé-
diaires dans sa formulation intégrale (voir Section 2.1) et ainsi obtenir I’existence d’un temps
t € Jto,t1] tel que

_ t1

ho() = / gt)dt, h=t —t.
to

Partant de cette idée, on définit le schéma

x1 = x0 + hf(to + ah, o + B(z1 — 20)), (8.3)

avec 0 < a, f < 1. Remarquons alors que pour calculer x; avec cette formule, si g # 0, il
nous faut déja x1! Autrement dit, ceci n’est pas une formule mais une équation si 5 # 0! On
dit alors que x7 est obtenu de maniere implicite, on ’obtient en résolvant le systeme, c’est
pourquoi nous parlerons de méthode implicite dans ce cas. Les cas extrémes sont « = 5 =0
(la méthode d’Euler explicite) et a = =1 :

x1 =x0+ hf(ty,x),

la méthode d’FEuler implicite. On parle aussi de méthodes d’Euler avant (explicite) et
arriére (implicite). Pour améliorer la précision numérique, on peut considérer le point
milieu (o« = f = 1/2) et obtenir en posant k; = (x1 — x0)/h :

h h
k1= f(to+ 5720 + §k1)
r1 = xo + hky.

Ici aussi, nous avons une méthode implicite puisque ki ne peut étre obtenu qu’en résolvant
Péquation ki = f(to + 2,20 + 4k1).

Voyons un dernier exemple. Au lieu de considérer le schéma (8.3), on peut approcher
I’équation (8.2) par la méthode des trapézes. Ceci consiste a considérer le schéma suivant :

w1 =20+ 2 (Flto, 70) + (11, 71))

Si on pose ki = f(to,zo) et ko == 2(x1 — x0)/h — k1, alors ke = f(t1,21) = f(to + h,zo +
B(k1 + ko)) et on peut écrire le schéma sous la forme :

kl — f(t07x0)

h
ky = f(to + h,zo + 5(161 + k2))

h
r1 = x0 + 5(161 + k2).
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Une fois de plus, kg ne peut étre obtenu qu’en résolvant I’équation ko = f(tg+ h, zo+ %(k‘l +
k2)), apres avoir calculé k.

Définition 8.2.1 — Méthode de Runge-Kutta implicite

On appelle méthode de Runge-Kutta a s étages, la méthode définie par le schéma

ki = f(to + cih, zo + hZaijkj), pour i € [1,s],
j=1

S
x| =xg+ thlk“
i=1
ou les coefficients c;, a;; et b; sont des constantes qui définissent précisément le schéma.
On supposera toujours dans la suite que ¢; = 3774 a;j, pour i = 1,...,s.
Si a;; = 0 pour i < j, alors on a une méthode explicite (ERK). Sinon, on parle de

méthode de Runge-Kutta implicite (IRK).

Si a;; = 0 pour ¢ < j et au moins un a; # 0, on parle de méthode implicite
de Runge-Kutta diagonale (DIRK). Si de plus, tous les éléments diagonaux sont
identiques, on parle de méthode implicite @ diagonale simple (SDIRK).

On représente en pratique le schéma de Runge-Kutta par un tableau de Butcher [5], cf. la
Table 8.2.

cL|lai; - als
c| A
ou
Cs | As1  *+* Qss b
by, --- b,

TABLE 8.2 — Tableau de Butcher pour un schéma a s étage.
Exemple 8.2.1. Voici une liste d’exemples de schémas implicites :
1(1 1/211/2
1 1
Fuler implicite Point milieu Trapeze

1/2 —+/3/6
1/24/3/6

0 0
1/1/2 1/2
1/2 1/2

1/4 1/4—+/3/6
1/44/3/6 1/4
L1 1/2

Gauss a 2 étages, d’ordre 4 0
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Exercice 8.2.1: Ecrire pour chaque tableau de 'Exemple 8.2.1, le schéma de Runge-
Kutta implicite correspondant.

D’une maniere générale, nous devons donc résoudre un systéme pour calculer les k;. On
introduit 'application

G: R" — (R")?
Yy — G(y) = (f(tO + Ciha Zo + h Zj’:l al]k]))lgzgs

ot y == (ki,...,ks) € (R")* =~ R". Posons,
F(y) =y —G(y). (8.4)

Calculer les k; reviens a résoudre
F(y) =0.

L’inconnue y est de taille ns tout comme le nombre d’équations F(y) = 0. Une premiere
question naturelle est de se demander si le probleme F(y) = 0 admet une solution. On a le
résultat suivant, extrait de [9, Théoréme 7.2] :

Théoréme 8.2.2

Soit f: RxR"™ — R" continue. On suppose f lipschitzienne par rapport a la deuxiéme
variable x de constante L. Si

1

h < :
Lmax;(3;]ai;])

alors il existe une unique solution & I'équation (8.4). Si f(t,z) est de classe €*, alors
les k;, comme fonction de h, sont aussi de classe €.

Exercice 8.2.2: Démontrer le Théoréme 8.2.2. Pour cela, démontrer ’existence et
I'unicité de la solution & l’aide du Théoreme 2.4.1 du point fixe, et démontrer la
régularité des k; a ’aide du Théoréme 2.7.1 des fonctions implicites.

Voyons maintenant comment calculer la solution. Le systeme F'(y) = 0 a la forme parti-
culiére
Fly)=y—G(y) =0,
on peut donc utiliser une méthode de point fixe qui consiste a calculer I'itéré k+1 a 'aide

de l'itéré k par la formule
y " = Gy,

& partir d’une condition initiale y(®). On s’arréte lorsque Uerreur [|y*+1) —y®)|| = ||F(y®)||
est suffisamment petite, ou si on dépasse un nombre d’itération maximal. Une autre possibi-
lité, qui est plus préférable, est d’utiliser une méthode de Newton. Voir [10, Section IV.8,
page 118] pour plus de détails sur I'implémentation de la méthode dans le cadre des schémas
de Runge-Kutta implicite. On rappelle I'itération de Newton :

YD) Z ) 4 (k)
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ott d¥) est solution du systéme linéaire
F'(yW)-d=—-F(y™).

L’application F' est définie sur (R™)® et a valeurs dans (R™)®. Donc son application dérivée
en un point y, F'(y), appartient & .Z((R™)*). On peut utiliser la notation matricielle

)= (520 e, - G € L),

1<j<s

et voir F’(y) comme une matrice dont les éléments sont des matrices de taille n x n. Par
l'identification (R™)* ~ R™* on peut voir aussi F’(y) comme une matrice de taille ns X ns.
Calculons les dérivées partielles des applications composantes. Pour 1 < 4,5 < s, et pour
d; € R", on a:

OF;

ok (to + cih,zo + h Z a;rky) ha;jd;
J

=1

of
(y) - dj = dijdj — 5

X

8 S
= ((5,’j I, — haij é(to 4+ c;h, xo + hzailkl) )dj
=1

=M,

donc
OF;

Ok;
Ainsi, en faisant 'indentification (R™)® ~ R"™® on obtient :
F'(y) = Ins = G'(y)

a11M1 alle

(y) = 6ij I, — hay; M; € M, (R).

:Ins_h : . :
asn Mg -+ asgs M

=I,s — hM(A® I,) € My(R),

ou A = (a;j) € My(R) est la matrice constituée des coefficients a;; décrivant le schéma de
Runge-Kutta, o M est la matrice par blocs diagonale

My - 0,
M = € Mns(R)
0, - M,
et ol A® B est le produit de Kronecker de la matrice A par la matrice B. Si A € M,;, ,(R)
et B € M,,4(R), alors
ail B .- Aln B
A®B:= : : € Minp,ng(R).
am1 B - amn B
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Remarque 8.2.1. Dans [10, Section IV.8, page 118], on propose d’approcher les M; par
une méme matrice :

0
Mi ~ B = %(to,l’o),

car on consideére de petits pas h et on suppose donc que B est une bonne approximation
des M;. Ceci simplifie le calcul de F’(y) puisqu’alors :

F'(y) ~ I; — h(A® B).

8.3 Calcul des équations variationnelles

Dans cette section, on s’intéresse a la dérivée de la solution z(-,¢p,z¢), du probléme de
Cauchy (8.1), par rapport a la condition initiale z¢. Si on note z(-) = z(-, to, xo), alors & est
solution de

#(t) = f(t,2(), x(to) = o,
et si note dz(+) = Oy, x(, o, T0) - 020, pour dzg € R”, alors, d’apres le Théoréme 7.3.1,2 dx(+)
est solution des équations variationnelles (ou équations linéarisées) suivantes :

5a(t) = %(t,i(zﬁ)) LSx(t),  bx(to) = 6.

On voit dans cette équation que pour calculer dx(t), nous avons besoin de x(-, tg, xg) sur tout
I'intervalle [tg , t]. D’un point de vue pratique, on introduit la paire X = (z, dz). Pour calculer
les équations variationnelles, on résout alors le probleme de Cauchy augmenté suivant :

X (1) = (&(0),52(0)) = (F(t,2(0)), 5 (1, 2(0)) -5 (1),

X(to) = (w(to),(s.%'(to)) = (1‘0,5$0).

Remarque 8.3.1. Pour simplifier les calculs, il est possible d’utiliser la différentiation
interne de Bock [2]. Ceci consiste & approcher le second membre des équations varia-
tionnelles par différences finies. On peut par exemple remplacer la dérivée directionnelle
par une approximation a I'ordre 1 :

of

S(t2(1)) - 0a(t) ~ f(t,3(t) + 0 02(t)) — £(t,5(1))

Ui

avec 1 > 0 petit.

3. Le théoreme est dans le cas autonome, mais il n’est pas trés difficile de généraliser au cas non autonome.






CHAPITRE 9

Corrections des exercices sur les équations
différentielles

Solution de I’Exercice 8.1.2 p. 109 : Dans ce cas, nous avons
e(h) = x(to + h) — o — h ®(to, 0, h)
avec
®(to, o, h) = bik1 + boka(h), ka(h) = f(to + c2h, xo + a2ihkr).
Développons e(h) a l'ordre 2 et voyons les conditions a vérifier pour avoir e(h) =
O(h3). Dans un premier temps, nous avons
h2
z(to + h) — @0 = hi(to) + & (to) + O(h?)

et puisque @(t) = f(t,z(t)), alors

. of 0 . of of

t) = —(t,z(t —(t,z(t t) = —(t,x(t —(t,z(t t,x(t

() = St () + S (6 a(0) #(0) = St a(0) + St (0) 18, 2(0)

donc

2
x(to + h) — xo = hf(to,xo) + hf (%

5 (to, zo) + %(750, ) f(to,ﬂfo)> +0(n%).

0x
D’un autre c6té, nous avons
ka(h) = f(to,xo) + hf/(to,l'o) - (cg,a01k1) + O(hQ) .

Au final, nous obtenons

2
e(h) = hf(to,xo) + % <68{(t0,$0) + %(to,ﬂ?o) f(t0,$0)>

— h (b1 f(to, zo) + baf(to, o) + bah f'(to, o) - (c2, az21k1)) + O(h?)
= h(1 — by — b2) f(to, z0)
B2 of h2

+ ?(1 — 2bgC2)a(t0, ZU()) + ?(1 — 2b2a21)g‘£(t0,a¢0) f(to,x()) + O(hg) .

Ainsi, pour que e(h) = O(h3) il faut avoir co = a9 et

1
1=0b1+by et boas = >

La méthode de Runge correspond & ¢y = ag; = 1/2, by = 0 et bg = 1 donc les
conditions sont vérifiées et la méthode est bien d’ordre 2.



Solution de I’Exercice 8.1.6 p. 111 : Soit (z;), et (y;),; des solutions de
Tip1 = i + hi f(ti, ;)
Yit1 = yi + hi f(ti,y:) + &

Puisque f est (au moins) ¢!, elle est localement lipschitzienne et puisque ¢ appartient
a un intervalle compact, on peut trouver une constante de Lipschitz indépendante du
temps. La fonction f étant globalement lipschitzienne par rapport a la variable x, on
peut donc trouver une constante de Lipschitz indépendante aussi de z. On note L
cette constante. Ainsi, on a :

lzicr — virrll < o — will + ha [l £ (ti, w5) — f(ts, vi)ll + llill
< (L4 hiL) ||z — il + [lei]]-

Puisque h; = h pour tout 4. Ainsi, on arrive a montrer que

N—1
N
|Zit1 — yir1l| < (1 +h L) <||3U0 — ol + > ||€z'||> :
i=0

Puisque notamment pour tout x > 0, on a 1 + x < €%, il vient que

tr —to

(14+hL)N < etV = etr=t) L car N = P

et donc pour tout i € [0, N — 1], on a

N-1
i = gill < ettt " (on —yoll + D HQH)

i=0
ce qui montre la stabilité de la méthode d’Euler en passant au max.
Solution de I’Exercice 8.1.7 p. 112 : Nous savons déja que la méthode d’Euler est

consistante (d’ordre 1) et stable. Elle est donc convergente (d’ordre 1) par le théoréme
de Lax.
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