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1.1 Préliminaires

Considérons deux espaces vectoriels normés* (E, ||| ) et (F,||-||r) sur le corps des réels
R (pour simplifier) et  un ouvert de E contenant Og. Soit g:  C E — F une application.
On introduit, pour p € N; la notation de Landau :

o(W’) ={g: QCE— F|Ve>0, In. >0, YoeQ:|v|g <n=|g)lr <elv|k}.

L’ensemble o(v) est I’ensemble des fonctions de © dans F' qui sont négligeables devant ’appli-
cation identité. L’usage historique et commode veut que ’on note g € o(v?) par g(v) = o(vP),
qui se lit “g est un petit o de v puissance p”.

Remarque 1.1.1. Nous utiliserons les notations F** et F(, F) pour désigner I’ensemble
des applications de €2 dans F.

Proposition 1.1.1

i) L’ensemble o(vP) est un espace vectoriel.
ii) g(v) = o(vP) = g(0g) = OF et g est continue en Of.
iii) g(v) = o(vP) <= Il existe ¢ € F* continue en O telle que g(v) = ||[v|%e(v) et

lim |le(v)||r = 0.
l[vo]lz—0

1. Les espaces vectoriels normés F et F' ne sont pas nécessairement de dimension finie.
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ii)

iii

i) Soient f, g dans o(vP) et A € R. Soit € > 0. On pose ) = ¢/(1 + |A]) > 0.
Puisque f et g sont dans o(v?), il existe ns., > 0 et 1y, > 0, tels que pour tout
ve:

vz < npey = IfW)r <arlvlp et vlle <nge, = llg@)lr < exllollE.

On introduit 7. = min(ny.,, Ny, ). Alors, pour tout v € 2, on a :

lollz < ne = [I(f + Ag)(W)llr < £ @)]F + [Allg()]r
<ealvll + ellvllg
= (L+ADellol = ellvlle,

ce qui montre que f + Ag € o(vP), i.e. o(vP) est un espace vectoriel.

Soit g(v) = o(vP). Soit € > 0. Puisque 0 = ||0g||g < n., alors ||g(0g)|F < £[|0£]%,
donc sip >0, [|g(0p)||r <0 et donc g(0g) = 0p, et si p=0 alors ||g(0g)||r < € et
comme ceci est vrai quelque soit € > 0, on a aussi g(0g) = 0. Pour le ¢ > 0 choisi,
on pose gg == ¢/nf > 0. Alors, pour tout v € § tel que ||v||g < min(ne,, 7:), on a :

190 +v) = g(0B)llF = l9()lr < ollvll < eonf =,

ce qui montre que g est continue en Of.

Pour g(v) = o(vP), on pose sur Q, £(v) = g(v)/||v||% si v # 0g et e(0g) = Op.
Alors, g(v) = |Jv||} e(v) et puisque g(v) = o(vP), pour tout gy > 0 et tout v €
tel que 0 < ||v]|E < ey, on & |lg(v)||lF < eol|v], d.e. |e(v)]F < €. De méme,
0 = [le(0g)|| < eo. Ainsi pour tout v € Q tel que ||v||g < 1, on a |e(v)]] <
€0, d.e. lim)y|,0lle(v)[[F = 0 et de plus € est continue en Og. La réciproque est
évidente.

Nous noterons L(E, F') 'ensemble des applications linéaires et continues de £ dans F' et
nous munirons L(E, F) de la norme d’opérateur

1Tl eery == sup [T(2)]|F.
el z<1

Nous rappelons que si E est de dimension finie, alors toute application linéaire de E dans
F' est continue, car une application linéaire est continue si et seulement si

sup ||T(z)||r < oc.
llz|| g <1

On rappelle la définition

Définition 1.1.2 — Espace de Banach

Un espace de Banach est un espace vectoriel normé (E, ||-||g) qui est complet pour
la distance dg(z,y) = ||x — y|| g, i.e. toute suite de Cauchy? z,, de E converge vers
un point z de F.
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de telle sorte que £(E, F') munie de la norme d’opérateur est un espace de Banach si F'
lest [9, Théoreme 3.10.1]. Rappelons de méme que tout sous-espace vectoriel de dimension
finie d’un espace vectoriel normé est un espace de Banach. Introduisons maitenant un peu
de terminologie.

Définition 1.1.3

Soient E, F' deux espaces vectoriels.

o Un morphisme (algébrique) entre E et F' est une application linéaire de E
dans F. On note L(E, F) ou Hom(FE, F)3 I’ensemble des applications linéaires
de E dans F.

« Un endomorphisme (algébrique) de E est une application linéaire de E dans
E. On note L(E) := L(E, E) 'ensemble des endomorphismes de E.

« Un isomorphisme (algébrique) entre E et F' est une application de E dans
F, linéaire et bijective. C’est donc un morphisme bijectif. On note Isom(FE, F')
I’ensemble des isomorphismes de E sur F'.

o Un automorphisme (algébrique) de E est une application dans GL(E) =
Isom(E, E). C’est un endomorphisme bijectif. L’ensemble des automorphismes
est aussi appelé le groupe linéaire.

e Si F =R, on parle de forme linéaire. On note E* := L(FE,R), 'ensemble des
formes linéaires de E sur R. Cet espace est appelé l’espace dual algébrique
de E.

Donnons maintenant la version “topologique” de ces définitions.

Définition 1.1.4

Soient E, F' deux espaces vectoriels topologiques (par exemple, deux espaces vecto-
riels normés).

« Un morphisme (topologique) entre E et F' est une application linéaire conti-
nue de E dans F. On note L(E, F) ou L.(E, F) I'ensemble des applications
linéaires continues de F dans F'.

« Un endomorphisme (topologique) de F est une application linéaire continue
de E'dans E. Onnote L(E) := L(E, E) ou L.(E) I'ensemble des endomorphismes
de E.

« Un isomorphisme (topologique) entre E et F est une application de F dans
F| linéaire, bijective, continue, dont 'application réciproque (ou inverse) est
continue. C’est donc un homéomorphisme (i.e. une application bijective
continue d’inverse continue) linéaire. On note Isom.(E, F') I'ensemble des iso-
morphismes de F sur F.

o Un automorphisme (topologique) de E est une application dans GL.(F) =
Isom.(E, E'). L’ensemble des automorphismes peut étre aussi noté GL(E).

2. Une suite x,, de F vérifiant Ve >0, 3N € N, Vn,m > N, ||zn — zm||g < € est dite de Cauchy.
3. La notation Hom(E, F') vient du mot homomorphisme qui veut dire morphisme, et & ne pas confondre
avec homéomorphisme.
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e Si F = R, on parle de forme linéaire continue. On note E' = L(E,R),
I’ensemble des formes linéaires continue de E sur R. Cet espace est appelé
l’espace dual topologique de E.

Faisons quelques commentaires sur ces notions. Considérons les deux espaces vectoriels
normés (E, ||-||g) et (F,||-||r) du début. Si E est de dimension finie, alors L(E, F') = L(E, F),
puisque alors toute application linéaire est continue. En dimension infinie, on a

L(E,F)C L(E,F)
et cette inclusion est toujours stricte, cf. 'exemple suivant extrait de [9, Exemple 3.3.1].

Exemple 1.1.1. Sur un espace normé de dimension infinie, il existe toujours des formes
linéaires non continues. En effet, soit (e;),c; une base* de E; on peut supposer |e;|p = 1.
Soit (a;);c; une famille non bornée de R (il en existe, I étant infini) et soit 1" la forme linéaire
vérifiant T'(e;) = a;. Il ne peut alors exister de constante C' > 0 telle que |T'(e;)| = |a;| < C
pour tout ¢ € I et T n’est donc pas continue. O

D’apres les définitions précédentes, il est clair que T' est un isomorphisme topologique
de E dans F' si et seulement si T est une application linéaire surjective et s’il existe une
constante C' > 0 telle que

Vaee B, Clz|p <|T(@)|F < Cllzlls.

Ainsi, si T est un isomorphisme algébrique isométrique, i.e. |T(z)||r = ||z| £, alors T est
un isomorphisme topologique (isométrique).

Remarque 1.1.2. Le qualificatif algébrique ou topologique est souvent sous-entendu et
dépend du contexte. On dit que deux espaces E et F' sont isomorphes s’il existe un
isomorphisme de E dans F'. Deux espaces vectoriels isomorphes ont donc essentiellement
la méme structure algébrique, tandis que deux espaces vectoriels topologiques isomorphes
ont la méme structure algébrique mais aussi la méme structure topologique. L’intérét
des isomorphismes réside dans le fait que de nombreuses propriétés importantes sont
invariantes par isomorphisme.

Rappelons d’autre part la différence entre application inversible et application bijective
dans le cadre “topologique”. On dit qu'une application linéaire continue A € L(E, F) est
inversible, resp. bijective, si il existe B € L(F, E), resp. B € F¥ telle que

AoB=Idr et BoA=1Idg.

L’application B si elle existe est unique. On note en général A~! := B et il est facile de
montrer que A~! est automatiquement linéaire. Ainsi, pour montrer qu'une application li-
néaire continue bijective A est inversible, il reste simplement & montrer que A~! (au sens de
la théorie des ensembles) est elle-méme continue.

Remarque 1.1.3. L’ensemble Isom(FE, F'), resp. Isom.(FE, F'), est exactement 1’ensemble
des applications linéaires, resp. linéaires continues, inversibles.

4. Voir [9, Section 1.6, page 29] pour la définition de base et le résultat d’existence.
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Remarque 1.1.4. Il est nécessaire d’avoir les deux identités précédentes. On peut par
exemple prendre E = F = RN et définir

A: E — F
(un)neN — A(u")nEN = (v")nel\b

ol vy, = Up_1 pour n > 1 et vy := 0. On définit aussi

B: FE — F
(vn)neN — B('Un)neN = (vn+1)neN7

de telle sorte que B o A = Idg mais A n’est pas inversible (elle n’est pas surjective donc
pas bijective).

En vertu du résultat important (mais difficile) suivant, le théoréeme de Banach [9, Co-
rollaire 3.11.3], on sait qu’une application linéaire continue bijective A est automatiquement
inversible, si F et F' sont deux espaces de Banach. Dans ce cas, il n’y a donc en pratique pas
besoin de montrer la continuité de A~ elle est automatique.

Théoréme 1.1.5 — de Banach

Soient E et F deux espaces de Banach, alors, toute bijection linéaire et continue de
E sur F' est un isomorphisme (topologique).

Ce résultat est un corollaire du théoréme fondamental de 1'application ouverte [9,
Théoreme 3.11.1] : si f € L(E,F) (E, F deux Banach) est surjective, alors f est ouverte,
c’est-a-dire que I'image par f de tout ouvert de E est un ouvert de F'. Avec nos définitions,
on peut réécrire le résultat du Théoreme 2.3.1 sous la forme :

T € Isom(E, F) et continue <= T € Isom.(E, F),
ou de maniere équivalente
T € L(E,F) et bijective <= T € Isom.(E, F),

si F/ et I’ sont deux espaces de Banach.

1.2 Différentielle de Fréchet

Définition 1.2.1 — Différentielle de Fréchet

Soient une application f: U C E — F, U ouvert et un point z € U. On dit que f est
différentiable (ou dérivable) au point x s'il existe une application Ty, € L(E, F)
telle que pour tout v € E vérifiant x + v € U, on ait

[l +v) = f() = Tja(v) = o(v).

L’application linéaire continue Ty, si elle existe est unique (voir ci-apres), et on
Pappelle la différentielle (de Fréchet) de f au point x.
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Remarque 1.2.1. On utilisera les notations

df(z)-v:=Tsy(v) ou f[f'(x) -v:="Ts.(v)

suivant le contexte et cette expression se lit donc “la différentielle de f au point x appliquée
au vecteur v”.

Proposition 1.2.2

Si f est différentiable au point x alors f'(x) := Ty, est unique et f reste différentiable
en z avec f'(x) inchangée si I'on remplace les normes de E et/ou F par des normes
équivalentes.

» Soit € U (ouvert) C E. Supposons que f est différentiable en x. Supposons qu’il
existe deux différentielles de f au point x notées T et Ts. Puisque U est ouvert, il existe
une boule ouverte B(0,7;), ry > 0, telle que pour tout v € B(0,7;), v + v € U. Par
hypothese, on a pour tout v € B(0,7;) :

[z +v) = f(z) + Ta(v) + o(v) = f(z) + Ta(v) + o(v) .

Donc (T1 —T3)(v) = T'(v) = o(v). Soit maintenant € > 0. Par définition du o(v), il existe
re > 0 tel que pour tout v € B(0,7¢) :

IT()lF < [lv]ze.
Donc pour tout v € B(0,r*), r* := min(ry,r:), on a
[TW)lF < [lvllpe <r7e.

Ainsi, par la linéarité de T', on a que

1 1,
1Tl er = sup |T()llr=— sup [[T()|r<—r'e=e¢,
o<1 ™ Jollp<re r

et puisque ceci est vrai pour tout e > 0, finalement ||T'[|zg 7y = 0 donc T' = 0, ce qui
prouve 'unicité de la différentielle de f au point x. La fin est laissée en exercice. |

Proposition 1.2.3
Si f est différentiable en un point x € U C E alors f est continue en x.

» Puisque f est différentiable en z € U C E, on a f(z +v) — f(z) = f'(z) - v+ o(v),
pour v € E vérifiant « + v € U. Puisque U est ouvert, on a donc sur un voisinage ouvert

de x :
1f(z+v) = f@)llr =1 (z) v+ ]vlpe)|r
<|1f'(z) - vllF + vllele@)lr
< (If' @)l ze,ry + le@llp)lv] e,

ce qui montre que f est continue en zx. |

~— —
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Il nous sera utile de noter que l'opération de dérivation est une opération linéaire et
que ’ensemble des applications différentiables en un point forme un espace vectoriel. Plus
précisément, on a le résultat suivant :

Proposition 1.2.4

L’ensemble des applications de U dans F' différentiables au point x € U C E, noté D,
est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des applications continues en x et 'opérateur
D, défini par
D,: D, — L(E,F)
fo— Du(f) = fla)

est linéaire.

I Remarque 1.2.2. On emploie le terme d’opérateur pour une application linéaire.

» Le fait que D, soit un sous-espace vectoriel vient directement du fait que o(v) en est
un, cf. Proposition 1.1.1. De plus, D, est inclus dans I’espace des applications continues
en = d’apres la Proposition 1.2.3. Enfin, la linéarité de D, vient du fait que L(E, F) est
un sous-espace vectoriel de F¥. |

Exemple 1.2.1 (Fonction réelle de la variable réelle). Supposons que £ = F = R. On
rappelle qu’une fonction f: R — R est dérivable en un point x € R §’il existe un nombre réel
a tel que :

f(x) = fy)

h) —
lim fz+h) - f@) =a ou écrit autrement lim ———>= —q.
h—0 h y—=r -y

Ce nombre a est habituellement noté f’(z) et la notion de dérivabilité est équivalente &
lexistence du développement limité f(x+h) = f(x)+hf'(z)+o(h). Dans ce cas différentiable
équivaut a dérivable et la différentielle est Papplication linéaire df(x): h +— hf’(x) de R dans
R. La dérivée est simplement le coefficient directeur obtenu a partir de la différentielle par

f@) = df(@)-1.
O

Exemple 1.2.2 (Fonction de la variable réelle). Supposons que E = R. Dans ce cas, df(z) €
L(R, F) et l'application ¢: T+~ T'(1) est un ismorphisme algébrique (i.e. une application
linéaire bijective) isométrique (c’est donc un isomorphisme topologique aussi) de L(R, F')
dans F. On peut alors identifier 'application linéaire continue df(z) & un vecteur y de F.
Ce vecteur y étant noté f’(x). Voyons tout d’abord comment introduire f’(x) puis montrons
que @ est bien un isomorphisme isométrique.

Comme dans 'exemple précédent, la division par h est possible. La différentiabilité de f
en x équivaut a l'existence de la limite

appelé vecteur dérivé, et la différentielle d f(x) est application linéaire df(z): h — hf'(z).
Ainsi, on a de nouveau f'(z) = df(x)- 1.
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Montrons que ¢ est bien un isomorphisme isométrique. Soit donc

o: LR, F) — F
T — o(T) =T(1).

L’ensemble des applications de R dans F, noté FR, est un espace vectoriel. Il est clair que
'ensemble £(R, F) C F® est un sous-espace vectoriel de F® et on montre alors facilement
que ¢ est linéaire. Soit T € Ker . Pour tout A € R, T'(\) = AXT'(1) = Ap(T) = 0 donc T = 0.
Donc ¢ est injective. Soit maintenant y € F'. Posons T),: A — T(A) = Ay définie sur R. Il
est clair que T, € L(R, F) (elle est continue car pour tout A € R, ||T,(N)||r = [|[Ay|lr < C|A|,
C = |ly|lr) donc ¢ est surjective (¢(T,) = Ty(1) = y). En conclusion, ¢ est bijective.
Montrons enfin que ¢ est isométrique. D’un c6té, on a

1Tl zr, ) = sup [[T(M) |7
[AI<1

et de l'autre, ||@(T)||F = ||T'(1)| r. Donc finalement, puisque 7" est définie sur R, on a

1Tl zr,py = sup I[TA)|lr = sup AT (D[ = [[TW)][F = lle(T)|r
[Al<1 |Al<1

et  est bien un isomorphisme isométrique. O

Exemple 1.2.3 (Fonction définie sur un Hilbert et a valeurs dans R). Supposons que F soit
un espace de Hilbert muni du produit scalaire (-|-); (i.e. un espace préhilbertien complet
pour la distance dp(z,y) = \/(z —y|z —y)g) et supposons que F = R. Dans ce cas,
la différentielle f/'(z) € L(E,R) = E’', i.e. appartient au dual topologique de E (c-a-d a
I’ensemble des formes linéaires continues sur E) et on sait alors d’apres le théoreme de
représentation de Riesz qu’il existe un unique u, € E tel que pour tout v € E, on ait

fl(@) v =(uz|v)p = (VI(@)|v)g-

Ce vecteur u, est noté Vf(x) ou gradf(z) et est appelé le gradient de f en x. O

1.3 Dérivée directionnelle

Définition 1.3.1 — Dérivée directionnelle

Soient une application f: U C E — F, U ouvert, un point x € U et un vecteur v € E.
On dit que f admet une dérivée directionnelle au point x dans la direction v si
I’application
Yzn: V CVR(0) — F
t — oaa(t) = f(z +tv)

est dérivable en ¢t = 0. Dans ce cas, on notera la dérivée directionnelle

Dy f(2) i= @), (0) = lim flat tvt) — f(x)

el

cf. 'exemple fondamental 1.2.2.
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Remarque 1.3.1. Vx(0) est ’ensemble des voisinages de 0 dans R. Le voisinage V' de
la définition ci-dessus existe toujours car x € U et U ouvert. La dérivée directionnelle
D, f(x) s’appelle aussi la dérivée partielle en x suivant le vecteur v.

Proposition 1.3.2

Si f est dérivable en x alors pour tout v € E, la dérivée directionnelle D, f(x) existe
et

D.f(x) = f(x) - v.

» On note g: V C Vr(0) — E, t — g(t) = z + tv. L’application g est dérivable en
t = 0 car c’est une application affine continue. Puisque f est dérivable en x = g(0), alors
¢ = fogest dérivable en t = 0 et on a ¢'(0) = D, f(z) = f'(9(0)) o ¢'(0) = f'(x)-v € F.

|

Exemple 1.3.1. La réciproque de la proposition est fausse. Considérons ’application

f: R? — R
1 sizo=ua?etx #0,
xr = (xla‘rZ) — f(l') = { 0 sinon. !

Soit z = (0,0) et v € R?\ {Og2}. Alors, z + tv = tv = (tvy,tva) et tvg # t2v? pour [t|
suffisamment petit. On a donc
flztitv) — flz) _ f(tv) = f(Orz) _ f(tv) O

et donc pour tout v € R?, D, f(0) existe, or f n’est pas dérivable en 0 car elle n’y est méme
pas continue, cf. limof(xl,x%) =1%# f(Op2) = 0. 0
xr1—r

1.4 Applications de classe C!

Définition 1.4.1 — Application dérivée

Si f est différentiable en tout point de U C F alors f': U — L(E,F) s’appelle
Uapplication dérivée de f sur U.

Remarque 1.4.1. Ne pas confondre 'application dérivée avec sa valeur en un point. La
valeur en un point, étant elle-méme une application (linéaire continue).

Définition 1.4.2 — Application de classe C!

e On dit que f est différentiable dans U si f I'est en tout point de U.

« On dit que f est de classe C! en x si elle est différentiable sur un voisinage ouvert
V de x dans U et si f': V — L(E, F) est continue en z.

e On dit que f est de classe C' dans U si f est C! en tout point de U, autrement
dit, si f est différentiable en tout point de U et si f': U — L(E, F) est continue.
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Remarque 1.4.2. Dire que f est C! dans U, c’est avoir f' € C°(U,L(E, F)). On a donc
besoin de topologies sur les espaces de départ et d’arrivée. Pas de probléeme, on munit
U C E de la topologie induite par la norme |||z (ce que l'on faisait déja pour f) et
L(E, F) est bien munie d'une topologie définie par la norme ||-|| (g, F)-

1.5 Théoreme de dérivation des applications composées

La propriété suivante est fondamentale, elle permet de calculer de nombreuses dérivées.
Théoréme 1.5.1 — de dérivation des applications composées

Soient E, F et G trois espaces vectoriels normés sur R, U un ouvert de E, V D f(U)

un ouvert de F', x € U et deux applications f: U — F et g: V — G. On a alors :

i) Si f est dérivable en x et si g est dérivable en f(x) alors g o f est dérivable en
T et

(go f)(z) =g (f(x))o f'(z).

ii) Si f est dérivable sur U et si g est dérivable sur V (resp. f et g de classe C')
alors g o f est dérivable sur U (resp. de classe C').

» Pour v € E suffisamment petit, on peut écrire f(z +v) = f(z) + w, avec w =
f(x)-v+ow) = f'(x) v+ ||v||[e(v) (on omet les indices des normes par commodité
d’écriture). Ainsi,
(go Nz +v) =g(f(z+v)) =g(f(z) +w) = (g0 f)@) + ¢'(f(2)) - w+ o(w)

= (g0 @)+ (f(@) - (f'(2)-v) + 4 (f(@)) - (Iv] e(v) + o(w)

= (g0 /(@) + (9(f(2)) 0 f'(x)) - v+ o(v) + o(w) .
Pour conclure, il ne reste plus qu’a montrer que le o(w) est aussi un o(v). On peut écrire
le o(w) sous la forme p(w) = [|w| e1(w) tel que |e1(w)] = 0 quand ||w| — 0. Puisque

lwll =11/ (z) - v+ ol e(@)| < (1 @) + le)IDIv],

on a ||w|| — 0 quand ||v|| — 0. Donc

le(w)]

ol < (I @)+ lle@)Dler(w)ll =0 quand o] — 0,

et le point i) est démontré.

« Montrons le point 7). Pour la dérivabilité, il n’y a rien a faire. Montrons que si f

et g sont C!, alors la composée g o f l'est aussi. Introduisons la notation h = g o f.
L’application dérivée est définie par
n: U — L(E,G)
. — W(x)=g'(f(x))o f(x).
Notons
v: U — L(F,G)x L(E,F)
o (@) = (g'(f(2)), f'(2))
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qui a x associe un couple d’applications linéaires continues. Les applications composantes
de ¢ =: (1p1,1)2) sont telles que 1y = ¢’ o f € CO(U, L(F,G)) car f € C°(U, F), car f de
classe Ct et ¢’ € CO(V, L(F,Q)), car g de classe C'. Chaque application composante est
continue donc ¢ € CO(U, L(F,G) x L(E, F)). Introduisons de plus

v: L(F,G)x L(E,F) — L(E,G)
(u,v) — p(u,v) =uow

de telle sorte que h/ = po1). L’application ¢ est le produit de composition d’applications
linéaires continues donc ¢ est une application bilinéaire continue (cf. ||u o v|| < |lu||||v]]).
En conclusion, k' € C°(U, L(E, G)) est le point ii) est démontré. ]

Exercise 1.5.1 (solution page 55): Soit

CL? aipr - Qin
A= = GMm’n(R), a; = (ai,j)lgjgnean 7= 1,...,m.
CL% aml1 *°° Amn
On pose
f: R — R™
m
x +— f(x)=Ax = Z(az\x) ei,
i=1

ou ¢; est le i-eme vecteur de la base canonique de R".

1. Montrer que f est différentiable sur R"™ et que f/(z)-v = Av, pour tout v € R™.
2. Donner f’ et en déduire que f est de classe C' sur R™.

Exercise 1.5.2 (solution page 55): Soit f une application constante de E dans
F. Montrer que f est de classe C! sur E et que f' = Oc(E,F)-

Exercise 1.5.3 (solution page 56): Soit L une application linéaire continue de E
dans F. Montrer que L est de classe C' sur E et que L' = L.

Exercise 1.5.4 (solution page 56): Soit A une application affine de F dans F
telle que A(x) = L(x) +p, avec L € L(E, F) et p € F. Montrer que A est de classe C!
sur F et que A’ = L.

Exercise 1.5.5 (solution page 56): Soit B: E'x F' — G (evn), bilinéaire continue.
On rappelle que B est continue si et seulement si il existe K tel que pour tout (z,y) €
E X F,||B(z,y)llc < Kllz|lzlyll#-

Montrer que B est de classe C! sur E x F et que B'(z,y) - (v,w) = B(v,y) + B(z,w).
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1.6 Fonctions a valeurs dans un espace produit

Soit (Fy, |||l F;), <jm M€ famille finie d’espaces vectoriels normés. Supposons que ’en-
semble F s’écrit sous la forme du produit cartésien des espaces Fj, i.e. F=][jL, F;. Notons
N une norme quelconque sur R™ parmi 1'une de ces trois normes équivalentes ®

m m
vz eR™, Hxlll:jz_:l!i% ll2 = j2_31|w]-|2, |#lloo = max |,

et introduisons 'application
P F — R™
y=Wi<jem — Y@ = Uyllr)i<cpn
qui a un vecteur y de F associe le vecteur de R™ dont les composantes sont données par les

normes des composantes de y. On peut munir F' de la norme |||z := N o ce qui fait alors
de F' un espace vectoriel normé.

Remarque 1.6.1. Soient N7, N3 deux normes sur R™ parmi les trois. Les normes N7 o)
et N5 o) sont alors équivalentes. Elles définissent donc la méme topologie qui n’est rien
d’autre que la topologie produit des topologies des espaces facteurs.

Introduisons maintenant les projections et injections canoniques suivantes :
q;: F — FJ
y — q(y) =y

et
i F; — F

a = pjla)=0Or,...,0r_,a,0F,,,...,0r,)
telles que la j° composante de pj(a) vaut a et les autres sont nulles. Il est clair que les
projections et injections canoniques sont des applications linéaires continues. On a de plus
gjop; =Idp;, giop; = Op(r; py) sii # J et > pjogq; =1Idp. Soit f: U C E — F. On pose
fi=4qjof,

la j°¢ application composante. On peut alors écrire

f=Idpof = (ZN]’OQJ) Of:ZHjofj
=

=1

pour identifier F(U, F') = F(U,[[jL, Fj) (Uensemble des applications de U dans F) avec
[I72, F(U, Fj) (Vensemble des m-uplets d’applications de U dans F}) a l'aide de

m
o FUILF) — [[FWUF)
j=1
f = So(f) = (fj)lgjgm'
Utiliser cet isomorphisme signifie que 1’on peut écrire
[= (fj)lgjgm-

5. Toutes les normes sont équivalentes sur un espace de dimension finie.
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Proposition 1.6.1

On a
[ dérivable en x <= Vj € [l,m] : f; dérivable en z.

Cela reste vrai pour la dérivabilité sur U et la classe C* sur U.

» Supposons f dérivable en z. Alors, d’apres le Théoreme 1.5.1, f; = g;o f est dérivable
en x puisque ¢; l'est en f(z), en tant qu’application linéaire continue. De méme si pour
tout j, f; est dérivable en x, alors pj; o f; l'est aussi puisque p; est une application
linéaire continue, et donc d’apres la Proposition 1.2.4, f = 17 1 M5 o f; est dérivable en

x. Remplacer dérivable en x par dérivable sur U puis par C' sur U pour compléter la
preuve. |

Si f est dérivable en x alors f'(x) € L(E, F) = L(E, [}, Fj) ~ [, L(U, F}), cf. I'iso-
morphisme
o LU Fy) — H
T — (T) (T )1<]<mu Tj=gqjoT,

et on peut donc écrire

Ainsi, pour tout v € E on a
£@)-v = (f(@) - v), g e, € F (1)

Remarque 1.6.2. On retrouve ce dernier résultat a partir de la notation f = > 7% pjo f;.
En effet, puisque 'opérateur de dérivation en un point est linéaire, cf. Proposition 1.2.4,
on a, si f est dérivable en x :

Z ij :Z EFv
J=1 Jj=1

en remarquant que p(y) - w = jp;(w), puisque p; est une application linéaire continue.
La dérivée de ’application composante est quant a elle donnée par

fi(@) = (gj o f)(z) = g;(f(2)) o f'(x) = gj o f'(2),

car ¢; est une application linéaire continue.

Exemple 1.6.1 (Cas E = R). Dans ce cas, f;(z) € L(R, Fj) ~ Fj, cf. 'exemple fondamen-
tal 1.2.2, et

f/(x) = (f]l'(x»lgjgm =3
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Exemple 1.6.2 (Cas F; = R pour tout j € [1,m]). Dans ce cas, fj(z) € L(E,R) = E' et
si E est un espace de Hilbert, alors
fi@)-v=(Vf(x)|v).

Soit (ej)1<j<m la base canonique de F' = R™. On peut écrire f = > 7", fje; et en utilisant
les régles de dérivation tout en remarquant que l'application x — e; est constante, on obtient

m
=> (fj(x)-v)e; € F =R™
7j=1
Si E est un espace de Hilbert, alors
m m
v=3(f}(x) v (VF(z) ) e;.
j=1 j=1

1.7 Fonctions définies sur un espace produit
Supposons que E = [[i*; E;, ou les E; sont des espaces vectoriels normés. Introduisons
les projections et injections canoniques suivantes :

pi-: EFE — EZ
x — pi(z) =z

et
a +— )\z(a) = (OE17"'70Ei—17a’0Ei+17"'70En)
telles que la ¢ composante de \;(a) vaut a et les autres sont nulles. On a alors p; o \; = Idg,,
pi© )\j = OE(Ej,Ei) Sid 7&] et Z?:l )\z op; = IdE Soit
f: UcE=[l"E, — F
T = ($i)1gi§n — f(z) = f(21,. .0 T0).

Fixons un point z € U et introduisons 'application

95571'1 E,L — F
a +—> 0571‘(&) Z:i'—‘y-Ai(CL—a_Zi):(3_31,...,i‘i_l,a,i’i+1,...,i‘n).

L’application 6z ; est une application affine continue que ’on peut I’écrire sous la forme
ewz =Tz 0\ O T_z; = Tapy o\,
ou 7z(a) =z +aet x = (v1,...,2i-1,0g, Tit1,...,2Tn). L'application

fobzi: 01(U)CE — F
a — f o Qf,i(a) = f(ei",z(a)) = f(jlv cee 7-%1'717011 i‘iJrla cee 7:En)

est appelée la i¢ application partielle de f relative au point z, et est notée

fo 95;71‘ = f(i‘l, ey Tim1y Tty e e ,i‘n).
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Remarque 1.7.1. Pour fixer les idées, nous avons ici noté & le point de U et a la nouvelle
variable de l'application partielle. Cependant, on retrouvera vite la notation x pour le
point de U et on utilisera la notation un peu ambigiie mais pratique z; pour la variable
de I'application f o 6;;. On remarque de plus que 6, ; est égale a Ty © i, donc cette
application ne dépend pas vraiment de z mais de z[;. On pourrait donc la noter Hx[m et

donc écrire 'application partielle

f o) Hx[i]vi(xi) = f(.fCl, ey Lj—1,Ljy Lid-1y - - - ,Ll?n)

et on retiendra que les composantes sont toutes fixées, exceptée x;.

Définition 1.7.1 — Dérivée partielle

On dit que f admet une dérivée partielle au point x € U par rapport a la variable
x; si application f o GIM,Z- est dérivable en x;. Si la dérivée partielle existe, on notera

of
8901-

(@) = (f 0 Ouyy)'(w:) € LB, F).

Remarque 1.7.2. On utilisera aussi la notation 0,, f(z) pour écrire la dérivée partielle
de f par rapport a la variable x; au point .

Nous avons alors le résutlat suivant et on peut noter que la réciproque du point ) de la
Proposition 1.7.2 est fausse!

Proposition 1.7.2

Soient f: UC E=][}-1Ei — Fetxel.
i) f dérivable en x = Vi € [1,n] : 0y, f(x) existe.
i) Vi€ [1,n],
of
ox;

(z) = f'(x) o \i.
iii) f'(x) =) 0u f(x) 0 ps.
=1

» L’application meﬂ' étant affine et continue, elle est dérivable en x;. Par hypothese,
f dérivable en 9%,] i(zi) = « donc par composition f o 9%’] i dérivable en z; et Oy, f(x)
existe. Le point 7) est démontré. Supposons f dérivable en x. On a alors, par dérivation
des fonctions composées

of
8a:i

(@) = (f 0 Ouyyi) (i) = f'(Oayyi(wi)) 0 O i(wi) = (@) 00y (i),

or puisque T, | =2+ Idg et \; est linéaire continue :

[i
vamﬂ-(xi) = (Tx[i] o) (x;) = Tg'c[i]()\i(xi)) o Ni(;) = Ni(m;) = \i.

Le point i7) est démontré. Puisque Y ;' ; A\jop; = Idg, on peut écrire f = fo (3 i Aiop;).
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En utilisant les régles de dérivation, avec le fait que z = (3°1" 1 A\; o p;)(x), on a

n

fl@) = f'(@) o (Q_Niom)(w) = f'(x) o (3 Xi(pi(x)) o pii(w)) }:Aom
=1

i=1

puisque A; et p; sont des applications linéaires continues. La linéarité de f'(z) combinée
au point i7) permet de conclure que f'(z) = Y"1 | O, f(x)op; et le point iii) est démontré.
|

Remarque 1.7.3. D’apres le point i) de la proposition, on a Vv = (v;);;<, € £ :

Exemple 1.7.1 (Cas E; = R pour tout i € [1,n]). Notons (e;),<;<, la base canonique de
R™. Supposons f dérivable en x. On a alors 9,, f(x) € L(R, F) ~ F et donc

aagi( ) =~ gi( )-1= (f’(w) o)1= f/(x) “Ai(1) = f/(x) -e; = D, f ().

La dérivée partielle 0y, f(x) n’est rien d’autre ici que la dérivée directionnelle de f en = dans
la direction e;. O

Remarque 1.7.4. De maniere générale, c’est la dérivée partielle appliquée a un vecteur
qui est une dérivée directionnelle. En effet, pour v; € E;, on a :

of
ox;

() -vi = f'(x) - Mi(vi) = Dy, (o) f(2)-

Exemple 1.7.2 (Cas F =R et E; = R pour tout i € [1,n]). Dans ce cas, f: U C R" - R
et d’apres le troisieme exemple fondamental 1.2.3,

fl(@) v =(Vf(x)|v)

avec V f(z) un vecteur de E = R". Les composantes de V f(x) sont alors les dérivées partielles
de f! En effet, pour tout i € [1,n], 0, f(z) = f'(z) -e; = (Vf(z)|ei) € R ce qui nous
donne bien la i¢ composante du gradient. Nous avons dans ce cas f'(x) € (R™)", c’est donc
une forme linéaire sur R™. Introduisons (dz;);,;~, la base duale de (e;);,,, telle que
dz;(e;) = 6;j ot §;; est le symbole de Kronecker (qui vaut 1 ou 0 suivant que i et j sont
égaux ou non). Ainsi, f/(x) s’écrit dans cette base sous la forme f'(x) = >"7_; ai day et on
a0y, f(x) = fl(x) e = > apdrg(e;) = a; € R, donc finalement on peut écrire

x) dz;.

o= X
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1.8 Fonctions définies et a valeurs dans des espaces produit

Soit f: U C E = [[;2y Ei — F = [[j, F;. Supposons f dérivable en x. D’apreés la
Remarque 1.6.2, on a

j=1 i=1 j=1i=1
et of
8371 (z) = qjo f'(x) o \; € L(E;, Fj). (1.2)

D’apreés l'isomorphisme vu en Section 1.6, on a f'(x) € L(E,[]jL Fy) ~ [Ij2; L(E, Fj). En
combinant avec I’isomophisme suivant :

o: L(II B F) — TIis L(EB; F)
T — (T )Z(T)1<1,<n’ T, =To\,

on a donc f'(z) € L(E, F) ~ [} [1], L(Es, Fy) et on peut finalement faire I'identification
suivante (on appelle cela la notation matricielle) :

d f;
f(z) = (62( ))KK” avec Gii (x) € L(E;, Fj).

1<j<m

Proposition 1.8.1 — Dérivée partielle d’une application composée

Soient E = [[iy Ei, F = [[jL, Fj et G = [[;_, G}, trois espaces vectoriels normés
produits. Soient f: U — F, U ouvert de E et g: V — G, V ouvert F, tels que
f(U) Cc V. Soit x € U. Si f est dérivable en x et si g est dérivable en f(x) alors
go f est dérivable en x et toutes les applications composantes de g o f admettent des
dérivées partielles en x par rapport aux variables x;. Les dérivées partielles sont alors
données pout tout i € [1,n] et k € [1,p] par :

A0 L)k =5~ % (1)) 0 2L o) € 28 )
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» Introduisons les projections et injections canoniques suivantes :

r.: G — Gj
z — rR(2) =z

t
¢ v Gy — G
a +—— I/k(a) = (OGI,...,Okal,CL,OGkH,...?OGP).
On a alors
N2 Dz = o (go 1) ) 0 1 of Ha. (1.2)
=rrog (f(x))o f'(x)o N\, cf. Théoreme 1.5.1
=rrog (f(z)) oldpof'(z)o A
=rgog(f(x))o (i [ o qj> o f'(z) o\, cf. Section 1.6
j=1
=Y (reog (f(x)ops)o(gof(x)oN),
=1
’ car i et ¢'(f(x)) sont linéaires
=5 0 () 0 Wi (). of. Bq. (1.2)
j=19Yi Ox;

|
Exemple 1.8.1 (Cas fondamental : F = R", F = R™). Dans ce cas,

gﬁ(x) € L(R,R)~R

et alors la matrice

ey =(Sli@) =| | eMua®)
C o Ot
6‘7371(36) oz, (z)

est appelée la matrice jacobienne de f en x.Elle sera parfois notée J¢(x) pour mettre en
exergue le fait que c’est une matrice. Si m = n, alors le déterminant det(J¢(x)) est appelé le
jacobien de f en x. Introduisons la base canonique de R™ (e;), <j<m €t (dxi)lgign celle
de (R™)". Soit un vecteur v = (v;);;<,, € £ = R". Récapitulons ce que l'on sait déja :

o fl(z)-v=37(fj(x) v)e; € R™, cf. Exemple 1.6.2, Section 1.6;

o filx)-v= Z gf (z)dz;(v) € R, dz;(v) = v;, cf. Exemple 1.7.2; Section 1.7.
i=1 7
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En combinant ces deux points, on obtient finalement

f'(x) Z (Z gg )) ej = Jy(x)v,

ol le dernier terme est bien le produit matrice-vecteur entre Jy(x) et v. Enfin, dans les
hypotheses de la Proposition 1.8.1, on peut voir que la matrice jacobienne de g o f au point
x est le produit de la matrice jacobienne de g au point f(x) avec celle f au point x, i.e. on a

Jgor () = Jo(f(2)) Jp(x) ou  Jgoy = (Jgo f)-J

autrement dit, la matrice jacobienne de la composée de deux fonctions est le produit des
matrices jacobiennes des deux fonctions. O

Exemple 1.8.2 (Cas particulier : £ = R", FF = R™, m = 1). Voir 'Exemple 1.7.2 de la
Section 1.7. Dans ce cas,

Jp(x) € Mipn(R) ~ (R"),

autrement dit f’(z) est une forme linéaire sur R™ et J¢(z) est un vecteur ligne. Ainsi,

Ji(@)' =Vf(x)= € M,1(R) ~ R”,
8f
an( x)

ot AT est la matrice transposée de la matrice A, et donc V f(x) est un vecteur colonne. [J

1.9 Différentielle d’ordre &

Définition 1.9.1 — Dérivée seconde

Soient (E, ||||z) et (F,||-||r) deux espaces vectoriels normés, U un ouvert de E, une
application f: U C E — F et un point x € U. On dit que f est 2 fois dérivable
(ou 2 fois différentiable) au point = si f est dérivable sur un ouvert  C U contenant
x et si f|’ , Papplication dérivée de f restreinte & €2 est dérivable en z. Si f est 2 fois
dérivable en x alors f”(z) == (f")(x) € L(E, L(E, F)) est appelée la dérivée seconde
de f au point x.

Comme il n’est pas trés commode de considérer des applications a valeurs dans un espace
d’applications, on utilise habituellement, & la place de L(F,L(E, F)), un espace qui lui est
isomorphe, méme mieux isomorphe et isométrique. Notons Lo(E X E,F) 'ensemble des
applications bilinéaires continues de E X F dans F' et munissons cet espace de la norme

1Bllzoexp.r) = sup {[|B(u, v)[[ 7 | [[ullz <1 et [Jo]lg <1}
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Introduisons maintenant

¢ L(E,L(E,F)) — Lo(ExE,F)
T — o(T),

telle que
o(T): ExE — F
(u,0)  — @(T) - (u,0) = (T u) v=(T(u))(v)

et montrons que ¢ est un isomorphisme isométrique, auquel cas ¢(7") ~ T, on pourra iden-
tifier L(E, L(E,F)) avec Lo(E x E, F) et on pourra donc noter T'(u,v) = ¢(T) - (u,v). En
particulier, on aura f”(z) € Lo(E?, F) et pour tout (u,v) € E2, on notera f”(z) - (u,v) la
dérivée seconde de f en z appliquée aux vecteurs u et v, au lieu de f”(z) - u - v. Montrons
donc que @ est un isomorphisme isométrique, pour cela il suffit de montrer que ¢ est linéaire,
surjective et isométrique. Tout d’abord, on vérifie que ¢ est bien définie, ce qui est le cas,
car ¢(T) est bien une application bilinéaire continue de E? dans F. Ensuite, il est clair que
 est linéaire car un ensemble d’applications linéaires continues est un sous-espace vectoriel.
Soit maintenant B € Lo(E?, F). Alors I'application Tg: E — L(E, F), Tp(u) = B(u,-), est
bien linéaire, définie sur E et a valeurs dans L(E, F') donc ¢ est surjective. Enfin,

1M o2,y = suP{I(T - w) - vl[p | [lullz < 1et fvllg < 1}

= sup ( sup ”(T'U)'UHF) = sup |T-ullger)y = 1Tl cE,coBF))>
llull <1 \[[v[|E<1 llullp<1

donc ¢ est bien isométrique. En conclusion, ¢ est un isomorphisme (topologique) isométrique.

Remarque 1.9.1. Nous n’avons pas besoin de montrer que ¢ est injective car le fait que
¢ soit isométrique implique son injectivité. En effet, si p(171) = ¢(T3), alors p(T1—T13) =0
car ¢ linéaire, donc par isométrie, |77 — T3|| = 0, donc T} = Tb.

Remarque 1.9.2. Si f est 2 fois dérivable en x, alors pour v € E proche de z :
flla+v) = @)+ (f) (@) v+o(),
autrement dit on a pour u € F,
fllatv)-u=f(z) ut f(x) (v,u)+o(v).

Il en résulte que I'application g: x — g(z) == f/(z) - u vérifie
g(@)-v=f"(z)(v,u).

D’un point de vue pratique, la dérivée seconde en un point x appliquée a une paire
(v,u) peut étre obtenue ainsi : on calcule d’abord 'application dérivée appliquée en wu,
i.e. x — f'(x)-u, puis on calcule la dérivée de cette application en = appliquée en v. Pour
insister une fois de plus, au lieu de dériver 2 fois puis appliquer 2 fois, on dérive, puis
applique, et on fait cela 2 fois.

Exemple 1.9.1 (Fonction définie sur un Hilbert et & valeurs dans R). Soit (H, (-|-)y) un
espace de Hilbert et f: U C H — R, U ouvert de H, une application 2 fois dérivableen z € U.
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Onaalors f”(x) € L(H,L(H,R)) ~ L(H, H) = L(H), en utilisant 'isomorphisme entre H et
H' = L(H,R), cf. Exemple 1.2.3. Ainsi, f”(x) s’identifie & un endomorphisme (topologique)
de H, i.e. une application linéaire continue de H dans H. Construisons cet endomorphisme.
Puisque f"(x) - (u,v) ~ (f"(z) - u) - v et f’(x) -u e L(H,R) = H', d’aprés le théoréme de
Riesz, pour tout u € H, il existe un unique vecteur z, € H tel que f"(z) - (u,v) = (2, |v) -
Posons
Af’x: H — H
u o Apg(u) =2z,

et montrons que Ay, € L(H). Tout d’abord, Ay, est bien linéaire car
(Zurtus [ V) g = () - (w1 +uz,v) = f'(2) - (ur,0) + f/(2) - (u2,0)
= (Zu1 |U)H + (Zuz |U)H = (Zu1 + Zuy ’v)H :

De plus Ay, est continue car d’apres le théoréme de Riesz, I'isomorphisme étant isométrique
on a |zullg = ||f"(x) - ul]|g et donc :

[Ase - ula = llzallm = 1" (@) - ulgr < F @) eerm,my lulla

L’endomorphisme dans L(H) que I'on vient de construire s’appelle l’opérateur hessien de
f en x et est noté

V2f(3:) = Aj .

Nous avons méme plus : ||Af
démontré que ’application

|y = 1" (@)l (71, ) - Finalement, nous avons partiellement

o CL(H,H) —s L(H)
T —  (T) == Ar,

telle que (T -u) - v = (A7 - u|v)y, avec Ap définie comme précédemment a partir de T et
non plus f”(z), est un isomorphisme (topologique) isométrique. O

Exemple 1.9.2 (Fonction définie sur R™ et a valeurs dans R). On munit R™ du produit
scalaire usuel (- |-) de telle sorte que R™ est un espace de Hilbert de dimension finie, i.e. un
espace euclidien. Dans ce cas f”(x) € L(R") ~ M, (R) et alors f”(x) = V2f(x) s’appelle la
matrice hessienne de f au point x. Dans ce cas on a :

() - (u,v) = vf V2f(z)u.

avec
2 f 2 f
8733%(1:) 0x10x, v
V2 f(z) = : : € M, (R).
O f 2 f
donom ) gz @)
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Différentielle d’ordre k. On introduit la notation
& =F & =L(EF)=L(FE,&),
puis par récurrence, pour tout k € N,
Ek1 = L(E, &).

Nous avons alors un isomorphisme isométrique entre &, et I'ensemble £ (E*, F) des appli-
cations k-linéaires de E* dans F, défini par 'application :

0: & — Lip(E*F)
T +— QO(T),

telle que

o(T): Ek — F
x = (x1,...,25) — @) -z=((T z1) x2)...)" Tp,

o & = L(E, Ex—1) est muni de la norme ||| z(g.¢, ), et ot Vensemble L, (E*, F) est muni
de la norme

1T gy ) = sup {I T (@1, - z) e [ zalle < 1.0 flalle < 13

Puisque ces espaces sont isomorphes, on a ¢(T') ~ T et on peut donc noter T'(z) ou T - x &
la place de (((T - x1) - x2)...) - xx. Faisons 'hypotheése de récurrence suivante : on suppose
définies les notions d’applications k — 1 fois dérivable en x, et de dérivée (k — 1)° en x, notée
fED(x) € E_1 ~ Li_1(E*, F). Nous pouvons introduire les définitions suivantes.

Définition 1.9.2 — Dérivée d’ordre k et applications de classe C*, k € N

Soient (E, ||||g) et (F,]||-]|r) deux espaces vectoriels normés, U un ouvert de E, une
application f: U C F — F et un point x € U.

o On dit que f est k fois dérivable (ou k fois différentiable) au point x si f est

b , Papplication

k — 1 fois dérivable sur un ouvert 2 C U contenant = et si f‘(é_
dérivée (k —1)° de f restreinte a €2 est dérivable en x.
Si f est k fois dérivable en z alors f®)(z) := (f*=D)Y(z) € L(E, &) = &, ~
Li(E*, F) est appelée la dérivée k¢ de f au point x.

« On dit que f est de classe C¥, k € N, si f est k fois dérivable dans U et si son
application dérivée k°, f*) est continue de U dans &.
On note C*(U, F) = {f € FY ‘ f® e o, Ek)}, ssev de CF—1(U, F).

« On dit que f est de classe C*° (ou infiniment dérivable), si f est de classe CF,
pour tout k dans N. On note C®(U, F) := NgenCF (U, F)

I Remarque 1.9.3. Une application de classe C* est aussi de classe C7, pour tout j < k.
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1.10 Théoremes des accroissements finis

Le théoréme des accroissements finis donne une majoration de f(b) — f(a) sous des
hypotheses appropriées portant sur la dérivée de f. Il s’agit essentiellement d’un résultat
portant sur les fonctions de la variable réelle. Rappelons que le théoréme de Rolle ® pour des
fonctions a valeurs réelles assure I'existence d’un point ¢ € |a,b[, a < b réels, tel que

f®) = fa) = f'(c)(b—a)

sous les hypothéses suivantes : f continue sur [a,b] et dérivable sur Ja,b[. Ce résultat ne
subsite pas pour les fonctions a valeurs vectorielles, comme le montre ’exemple de la fonction
a valeurs dans R?, f(z) = (cos(27x), sin(27x)) sur [0, 1].

Exemple 1.10.1. La fonction f: R — R? définie par f(z) = (cos(2mx),sin(27x)), a, en
chaque point une dérivée de norme 27, et il n’existe aucun point ¢ € 0, 1] tel que f(1)—f(0) =
f'(c). En effet, f'(x) = 27(—sin(27x), cos(2mx)), donc pour tout = € R, ||f/(x)| = 27. Et

puisque £(1) = £(0), on ne peut avoir || (1) — £(0)] = 0 = || £/(c)]| = 2r. O
Rappelons qu’il existe aussi une version intégrale du théoreme des accroissements finis

pour les fonctions & valeurs dans R. Pour une fonction f a valeurs réelles, définie et continue
sur [a, b, il existe ¢ € ]a, b[ tel que

10 =5 [ fwa.

Pour les fonctions de la variable réelle et & valeurs dans un espace vectoriel normés
quelconque, nous avons le résultat suivant.

Théoréme 1.10.1 — 1*¢ forme des accroissements finis

Soient a < b deux réels, (F,||-|r) un espace vectoriel normé, f € C°([a,b],F) et g €
C%([a,b],R). Supposons f et g dérivables dans Ja,b[. SiVx € |a,b], |f'(z)||r < ¢'(x),
alors :

1£(0) = fla)llF < g(b) — g(a).

» Soit € > 0. Notons

Li={yelab]|Vaelayl |fa) - F@llr < gx) — gla) + = (& — a) +<}.

« Nous allons montrer que I. = [a,b]. Nous aurons alors I'inégalité pour x = b, et ce,
quelque soit € > 0. La conclusion viendra en fixant x = b et en faisant tendre ¢ vers 0.

*x Notons c. := sup I.. Montrons que ¢, = b. Tout d’abord, I'application

z = p(x) = |f(x) = fla)llr = (9(x) = g(a) + & (z —a)), x€la,b],

est continue en a, puisque f et g le sont, et ¢(a) = 0, donc pour tout = > a suffisamment
proche de a, ¢(x) < e, donc ¢. > a. Supposons maintenant que a < ¢ < b et raisonnons

6. cf. https://tinyurl.com/Rolle-wikipedia.
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par I’absurde. Puisque c. € |a, [, alors, par hypothese, f et g sont dérivables en c.. Ainsi,
il existe y € |ce, b, suffisamment proche de c., tel que pour tout x € Jc.,y], on a

Hf(x) — fle)

T — Ce

g(x) —glce) €
T — Ce 2’

— f'(ce)

9
Sf
2

et‘

d’ou, puisque x — ¢ >0 :
1f(2) = fle)llr = [1f(2) = fles) = (e (@ — c) + f(ee)(a — co) |
< f(@) = flee) = flee)(@ —ce) | + 1 f (ce)(@ — o) |
< (5 + 1) r) @ = o).

Ensuite, puisque nous avons ¢'(c:) > 0, alors, le théoréme de Rolle nous donne g(x) —
g(ce) > 0 et il vient :

g ()@ = o) = lg(x) = glez) — g (=)@ = ) = (9(x) — 9(c2))]
< 5@ —co) +lg(a) — g(c2)
= 5@ ) +g(@) — glcz).

Par hypothése, puisque a < ¢ < b, on a ||f/(c.)||r < ¢'(cc). Ainsi, pour tout x € Je. ,y] :

1f(2) = fle)llr < ez —ce) + g(z) — glce)-

En outre, la continuité de f et g nous assure que c¢. € I.. Et finalement, on obtient

1f (@) = fla)llp = I f(z) = flce) + f(ce) = f(@)llp < [If (@) = fle)ll + [ fec) = fla)llm
<e(w—ce) +g(@) — glce) + g(ce) —gla) + e(cc —a) +¢
=g(x) —gla)+e(x—a)+e.
En prenant x = y il vient que y € I, ce qui impossible puisque y > ¢. = supl.. On a
donc ¢, = b. En fixant z = b et en faisant tendre € vers 0, on obtient le résulat attendu.

Définition 1.10.2

Soient (X,dx) et (Y, dy) deux espaces métriques. Une application f: X — Y est dite
k-lipschitzienne, k > 0 dans R, si pour tout x1, x5 dans X,

dy (f(z1), f(z2)) < kdx(z1,22).

f: X — X est dite contractante si elle est k-lipschitzienne pour un k € [0, 1].

En prenant g(x) = kx, k € R, on obtient le corollaire suivant.
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Corollaire 1.10.3

Soit f € C%[a,b],F), f dérivable dans |a,b| et telle que ||f'(z)||r < k pour tout
x € |a,b[, alors f est k-lipschitzienne :

1f(y) = f@)lF <Kkly—2l, Va,y €la,b].

Lorsque k£ = 0, on obtient en particulier :

Corollaire 1.10.4

Soit f € C%(Ja,b], F), admettant dans |a,b| une dérivée nulle, alors f est constante.

Enfin, en prenant f = 0 dans le Théoreme 1.10.1, on obtient :

Corollaire 1.10.5

Soit g € C%([a,b],R), admettant dans ]a ,b[ une dérivée > 0, alors g est croissante.

Revenons au cas des fonctions définies sur un ouvert d’'un espace vectoriel normé F.
Comme pour les fonctions dérivables d’une variable réelle, le résultat fondamental du calcul
différentiel est celui qui, a partir de la connaissance des différentielles d’une fonction en chaque
point de son domaine, permet d’estimer 1’accroissement de cette fonction entre deux points
fixés a ’avance. On se ramene pour cela au cas des fonctions d’une variable, en considérant
la restriction de la fonction au segment qui joint les deux points. Pour une paire (a,b) € E?,
on note

[a,b] =v([0,1]) et Ja,b[:=v(0,1]),

ou
v: [0,1]CR — E
t — v(t) =1 —-ta+th=a+tb—a).
Nous avons alors le résultat suivant.

Théoréme 1.10.6 — 2° forme des accroissements finis

Soient (E, ||-||g) et (F, ||-||F) deux espaces vectoriels normés. Soient U un ouvert de E,
(a,b) € E? tel que [a,b] C U et f: U — F. Si f est continue dans [a,b] et différentiable
dans |a, b[, alors :

170) = s@le < (sw [F@llecer) Ib—allp € By

z€]a,b|

» Posons M = sup,cjq (| ()l c(,r)- ST M = +00, alors le résultat trivialement vrai.
Supposons donc M < +oo. Posons sur Uintervalle [0, 1], Papplication ¢ = fowv, v(t) =
a+ t(b — a), de telle sorte que ¢(0) = f(a) et (1) = f(b). Introduisons de méme sur
[0,1], I'application g(t) := tM||b — a|| . Ainsi définies, ¢ € C°([0,1], F) par composition
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d’applications continues, g € C°([0,1],R) et pour tout t €]0,1[ :
1 Ollr =11 (@) -V Ollr = f' () b-a)lr
<|IF )l lIb—ale < Mlb—alls = d'(t).

D’apres le Théoréeme 1.10.1, on obtient finalement

lo(1) = ()7 = lF(b) = fla)llFr < g(1) = g(0) = M||b — al| s,
ce qui donne le résultat attendu. ]

Corollaire 1.10.7

Soit f: U — F une fonction différentiable définie sur un ouvert convexe telle que
|f' (@)l z(e,r) < k pour tout x € U. Alors, f est k-lipschitzienne :

1f () = f@)llr <kly—zllp, Vo,y el

» Puisque U convexe, alors pour tout (z,y) € U?, le segment [x,y] C U et on peut
appliquer le Théoréeme 1.10.6. |

L’hypothese de convexité de U dans ce dernier résultat ne peut étre remplacé par la
connexité de U. On a en effet ’exemple suivant.

)
by
Exemple 1.10.2. Soient U I'ouvert de R? défini par by
bio|, *
U:={(z,y)|z>0eta®+y*>>1} :

U
et Y: U — R telle que ¢(x,y) = arctan(y/x). Alors — —
U est un ouvert connexe, la différentielle de v vérifie
1Y/ (x,y)|| < 1 pour tout (x,y) dans U et ¢ n’est pas a0
k-lipschitzienne pour k < 7/2. O as

CL1.

Correction. 1l est clair que U est connexe mais pas convexe. Sur U, 'application 9 est

dérivable et on a :
1 y 1
o= (cn 1Y,

AN
donc
/ z? y? 1 3 z? y? + 22 : 2, 23
— P — 2
W=t (G4 ) = i (C) =@t

Montrons que 1 n’est pas k-lipschitzienne pour k& < 7/2. On définit dans U, les points :

1 1+n 1 14+n
Qp = T et bn = ) )
mn mn n n
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pour n € N". Alors, ||b, — ay|| — 2 et
|9 (bn) — ¥(an)| = 2arctan(n + 1) — ,
donc 1 ne peut pas étre k-lipschitzienne sur U pour k < 7/2. O

Sur un ouvert connexe, nous avons le résultat suivant.

Corollaire 1.10.8

Soit f: U — F une fonction différentiable définie sur un ouvert connexe, admettant
une dérivée nulle. Alors, f est constante.

» Soit zg € U. Posons
A={zeU]| f(z)= f(zo)}.

L’application f étant différentiable sur U, elle y est continue. L’ensemble A est donc
fermé comme préimage d’un fermé par une application continue. Pour tout = € A, le
Corollaire 1.10.7 montre que toute boule ouverte B(x, ), r > 0, contenue dans U est aussi
contenue dans A, puisque f est O-lipschitzienne sur la boule B(z, ) qui est convexe. Ainsi,
I’ensemble A est ouvert dans U. Finalement, A est ouvert et fermé dans U, U connexe,
donc A = U, et on obtient le résultat attendu. |

Remarque 1.10.1. Sur un ouvert formé de plusieurs composantes connexes, si la dérivée
est nulle, alors I’application est constante sur chaque composante connexe, mais rien oblige
a ce que les constantes soient égales.

1.11 Dérivabilité versus dérivée partielle

Proposition 1.11.1

Soit f: U C E =1y E; — F, U ouvert de E, avec E; et F, des espaces vectoriels
normés. On a :

of

feCH(UF)«Viel(l,n], o

e C°(U, L(E;, F)).

» Démontrons l'implication de gauche a droite en premier, puis la réciproque, plus dif-
ficile.

1. Si f € CY(U, F), alors il est clair que Vi € [1,n], 0, f € C°(U, L(E;, F)), puisque
Oz, f(x) = f'(x) o N\, avec \i: By — F, Ni(a) = (Og,,...,0g,_,,a,0g,,,...,0g,), cf. Pro-
position 1.7.2. En effet, 0,, f est la composée de I'application continue = — f'(x) (car
f C1) avec 'application sur L(E,F) définie par T + ¢(T) := T o \;, qui est linéaire
(évident) et continue, cf. ()|l zm;,r) < IAill e, m) 1Tl 2o, F)-

2. Supposons que Vi € [1,n], 0., f € CO(U, L(E;, F)), et montrons la réciproque.

7. Il est & noter que h; dépend de x et v mais nous n’écrivons pas cette dépendance pour alléger les
notations.
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* Introduisons :

Vi U — T LB, F)

r — Y(z) = (Eigfl(a;),,;};(x))
et
e: G=][[,L(Ei,F) — L(E,F)
T:=(Ty....,T,) = @(T)=31"T;0p;,
avec p;: E — Ej, la projection canonique p;(z) = z;, pour x = (x1,...,2,) € E. On

note g = p o 1 de telle sorte que
g: U — L(E,F)
n O
v () = (pou)(e) = Ty o

i=1 axz

() o p;.

L’application 9 est continue par hypothese. L’application ¢ est linéaire (évident). Mon-
trons qu’elle est continue. Pour T := (T1,...,T,) € G, on définit la norme

1T = giagxnllmlc(&f)'

Ainsi, ¢ est continue sur G puisque

le(Deery < DT o pilleer) < DTl e, ) 19ill ce 5

i=1 =1
n

< (ZHP@'HL(E,Ei)) 1T
=1

Finalement, 'application g = ¢ o 9 est continue sur U.
* Soit © € U. Posons
he(v) = f(z +v) = f(z) —g(z) - v,

définie sur un ouvert tel que =z + v € U. Si hy(v) = o(v), alors f est différentiable en =,
de différentielle en z, f/'(z) = g(x), donc d’application dérivée f' = g continue, et donc
alors f est de classe C! sur U.

« Montrons donc que hy(v) = o(v). Tout d’abord, on peut décomposer h;(v) sous la
forme (vérifiez-le) suivante 7 :

n

ha(v) =Y (hi(vi) — hi(0g,)),

i=1
avec v == (v1,...,0p) et
hi(a) = f(z1,...,Ti—1,Ti + a, Tit1 + Vi, ..., Tn +Vp) — O, f(x) - a.

Ensuite, étant donné € > 0, il existe 6 > 0 tel que =[]~ B(x;,d) est contenu dans U
et de plus, tel que pour tout i € [1,n] et pour tout v € E vérifiant x + v € Q, on a :

w03

(z +v) () <e,

E(EMF)
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car Oy, f est continue sur U par hypothese, et ot 'on a noté B(x;,d) la boule ouverte de
rayon 0, centrée en z;. Soit maintenant v = (v1,...,v,) € E tel que x +v € Q C U.
Alors, pour tout ¢, 'application h; est définie et dérivable (car d,,f existe sur U) sur
B(0,6), sa différentielle est donnée par :

of of
hi(a) = o, (1, Tim1, T+ Ay T 1 + Vige1, -, T V) — oz, (),
et puisque (1, ...,Ti—1,T; + @, Tit1 + Vit1,. .., Ty + Uy) € Q, alors, sur B(0,4), on a

i)l cee,ry < e
On peut donc appliquer le théoreme des accroissements finis 1.10.6 a h;, ce qui donne
1hi(vi) = hi(Og;)|| P < €llvillg;, Vvi € B(0,6).

Finalement, pour tout v € E tel que x +v € €, i.e. tel que ||v||g = maxi<i<pl||vil| 5, <6,
on a: ||h(v)||F < ellv| g, ¢’est-a-dire, hy(v) = o(v). [ |

Remarque 1.11.1. Attention, une application qui admet des dérivées partielles n’est pas
nécessairement dérivable, ni méme continue, cf. Exemple 1.3.1.

Exercise 1.11.1 (solution page 57): Soit
fi R3 — R?

_ |ycosx — zsinx
(ZL‘,y,Z) — f(a:,y,z)— TYZ .

Montrer que f est de classe C' sur R3 et donner I'expression de f’.

Exercise 1.11.2 (solution page 57): Montrer que toute application bilinéaire
continue, puis multilinéaire continue, est de classe C!, et donner leurs différentielles.

Exercise 1.11.3 (solution page 58): Soient A € L(R"), b € R" et ¢ € R. On pose

fi R" — R
r f(x)z%(Ax\:r)%—(b\x)—i—c.

Montrer que f est dérivable 2 fois sur R et calculer Vf et V2f. Méme calculs en
supposant A € Sym(n, R).

Exercise 1.11.4 (solution page 58): Soient A € Sym(n,R), b € R™ et 'applica-
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tion z: R — R" deux fois dérivable. On considére 'application f définie par :
fr R — R
1
t— f{t) =5 (Az(t)]2(t)) - (bla(t).

1. Montrer que f est deux fois dérivable sur R.
2. Exprimer f'(t) et f"(¢).

Exercise 1.11.5 (solution page 59): Soit
o: R* — R

v = @) =llell? =5 ) e
2 2
1=1

Montrer que ¢ est deux fois dérivable sur R™ et exprimer son développement limité a
I’ordre 2 en tout point.

Exercise 1.11.6 (solution page 59): Soit
fi R — R
1
x +— f(z)=cos <2||$]2) .

Montrer que f est deux fois dérivable sur R", et calculer V f(z) ainsi que la matrice
hessienne V2 f(z) en tout point = € R".

Exercise 1.11.7 (solution page 60): Soit f: R" — R, f(z) = ||z].

1. Montrer que f est dérivable sur 'ouvert R™ \ {Ogn} et que Vf(z) = ﬁ
x
2. Montrer que f n’est pas dérivable en Ogn.

3. Montrer que f est deux fois dérivable sur R™ \ {Og~} et donner V2f.

Exercise 1.11.8 (solution page 61): Soit F': R” — RP dont chaque application
composante F;, i = 1,...,p, est deux fois dérivable sur R™. On définit

f: R* — R
1
o= @) =5IF@]*

1. Montrer que f est dérivable deux fois sur R™ et calculer Vf et V2f.

2. Application au cas particulier ou f(z) = 3||Az — b||%.
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Proposition 1.11.2

Soient E1, Ey, E et F quatre espaces vectoriels normés, U un ouvert de E et & € U.
Soient deux applications f1: U — FEy et fo: U — E5 dérivable en T, et une application
bilinéaire continue B € Lo(Fy x Es, F'). Alors I'application

v: U — F
x +— V()= B(fi(x), f2(x))

est dérivable en T et pour tout v € E, W' (Z)-v = B(f{(Z)-v, f2(Z))+B(fi1(z), f5(z)-v).

» On peut écrire ¥ := Bo f, avec

f! Uu — E1><E2
. — f(2) = (fi(@), f2(2)).

D’apres la Proposition 1.6.1, f dérivable en  car f1 et fo le sont. Puisque
B e EQ(El X EQ,F),

alors B est dérivable sur Ey x Es (cf. Exercice 1.11), donc en particulier en f(z). Par
composition, cf. Théoreme 1.5.1, ¥ est dérivable en T et pour tout v € F,

V'(z)-v=B'(f(2)) (') v),
avec f/(Z)-v = (fl(Z)-v, f5(Z)-v) dapres PEquation (1.1). Par I'Exercice 1.11, on obtient

V'(z)-v=DB'(f(2) (f'() v) = B(fi(@) - v, 2(2)) + B(f1(2), f2(2) - v). .

Remarque 1.11.3.Si F = F; = Fs = F = R, et si B est le produit usuel X entre
réels, alors la formule de la Proposition 1.11.2 n’est rien d’autre que la formule usuelle de
dérivation du produit de deux fonctions réelles f1 et fo de la variable réelle :

(f1 x f2)'(2) = fi(z) x falz) + fi(2) x f3(2).
Remarque 1.11.4. Soit B € Ly(E? F), E et F deux espaces vectoriels normés. On
définit application quadratique associée a B :

Q: F — F
x +— Q(z):= B(x,x).

D’apres la Proposition 1.11.2 (U = E; = Es = E et f; = fo = Idg), 'application @ est
de classe C! sur E et pour tout z, v dans F, on a :

Q'(z) v = B(z,v) + B(v, z),

et si B est symétrique, alors Q'(z) - v = 2B(z,v).

La proposition précédente se généralise bien aux applications multilinéaires. Considérons
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par exemple un espace vectoriel normé E de dimension n muni d’une base B := (eq,...,¢ey)
et notons det, 'application déterminant en base B. Cette application est une forme n-linéaire
alternée continue (E" est de dimension finie) et sa dérivée est donnée par I’'Exercice 1.11.
Pour = et v dans E™, on a :

n
det/(z) - v = Zdet(:rl, ey L1, Uiy Tigdy e vy Ty )
i=1

En utilisant la notation matricielle A == (z1...x,) et H := (v1...v,), on peut écrire :
det’(A) - H = tr ((com AT H) ,

autrement dit, det(A + H) = det(A) + tr ((com AT H) + o(H). On rappelle que com A est
la comatrice (ou matrice de cofacteurs) de A. Elle est de méme dimension que A et elle est
donnée par

(com A); ; = det(A; ;) = (=1)" det (4, ;),
ou Ai,j est la matrice carrée de taille n déduite de A en remplagant la j® colonne de A par
une colonne constituée uniquement de zéros, sauf un 1 sur la i° ligne, et ou A; ; est la sous-
matrice carée de taille n — 1 déduite de A en supprimant la ¢ ligne et la j° colonne. Soient
maintenant un autre espace vectoriel normé F' et une application f: F — E™, dérivable en
un point ¢ € F. Alors, 'application ¥ := det of est dérivable en ¢ et pour tout h € F', on a :

= Zdet(fl(t), s Jima (), [ () - by figr (8), -y ful2))-
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2.1 Théoreme du point fixe

Théoréme 2.1.1 — du point fixe de Picard

Soit f: X — X une application contractante sur un espace métrique complet® (X, d)
non vide. Il existe alors un unique point fixe x € X de f, c’est-a-dire tel que f(z) = x.

» On suppose f contractante de constante de Lipschitz k € [0, 1].
 (Unicité). Soit (z1,22) € X2 t.q. f(z1) = x1 et f(x2) = x9. Alors
d(f(z1), f(z2)) = d(z1,22) < kd(z1,22) < d(21,22),

ce qui n’est possible que pour 1 = z3. On a donc 'unicité.

« (Existence). On fixe 29 € X (X est non vide). On définit pour n € N, x,, 11 := f(xy).
Montrons que la suite (z,,) est de Cauchy. Nous avons pour n € N :

d(Tpt1,Tn) = d(f(zn), f(Tn-1)) < kd(zp, Tn-1) < k" d(z1,20) =: CK".

Ainsi, pour (n,p) € N? :

p—1
d(xpqp, Tn) < Z A(Tptit1s Tnti) (d’apres l'inégalité triangulaire)
i=0
p—1
: 1— kP C
<CD K" =0k —r < —— k"™ (car k € [0,1])
rar -k ~1—Fk
Soit € > 0. On choisit N. € N t.q.
C
KN <
-k =°

1. Soit (X, d) un espace métrique. Il est complet si toute suite de Cauchy converge. Une suite (z,) de X
vérifiant Ve >0, 3N € N,Vn,m > N, d(zn,zm)z < €, est dite de Cauchy.
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alors pour tous n > N. et p € N, on a

C C oy
< n<L e <
SToRM sTRR s

d(xn+pa xn)

c’est-a-dire (x,,) est une suite de Cauchy. Puisque X est complet, la suite (x,) converge
vers un élément de X noté x. Posons

Up = f(xn) — Tn.

La suite (uy) converge vers f(z) —x (car f continue). Mais puisque pour n > 1,

Uy = f(2n) — 2n = f(Tn) — f(Tn-1),

la suite (uy) converge vers f(x)— f(z) = 0. Par unicité de la limite, on obtient f(x) = =,
c’est-a-dire 'existence d’un point fixe. |

Théoréeme 2.1.2 — du point fixe de Picard & parameétre

Soient (X, d) un espace métrique complet, A un espace topologique, p: X x A — X
une application continue et 0 < k < 1. Supposons que pour tout A € A, Iapplication
©(+, A) soit k-contractante. Alors, pour tout A\ € A, il existe un unique point fixe
z(\) € X de ¢(-, \) et I'application z(-): A — X est continue.

» On définit (CY(A, X), dwo), I'ensemble des applications continues et bornées de A dans
X muni de la distance de la convergence uniforme : doo(f,g) = supyep d(f(A), g(N)).
Puisque (X, d) est complet, (CJ(A, X),doo) lest aussi. On définit

P (CY(A,X),dss) — (CJ(A, X),doo)
f — @(f) = (f(), )
Ainsi,
doo(®(f), ®(9)) = Sup d(@(f)(N), 2(9)(N) = Sup d((f(A), A)s p(g(N), N),
d(e(f(A),A),0(g(A),N) < kd(f(N),g(N) < kdw(f,9),
donc

doo(D(f), 2(9)) < K doo(f 9);

c’est-a-dire, ® est k-contractante. D’apres le théoréme du point fixe de Picard 2.1.1, ®
admet un unique point fixe noté x. Pour tout A € A, ®(z)(\) = ¢(x(A),\) = z(N).
Puisque pour tout A € A, ¢(-,A) est k-contractante, elle admet un unique point fixe
x) € X, qui vérifie donc z) = ¢(xx, ) = z(\). Le théoréme est démontré. [ |

2.2 Application inversion

Rappelons quelques définitions.
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Définition 2.2.1 — Espace de Banach

Un espace de Banach est un espace vectoriel normé (E, ||-||g) qui est complet pour
la distance dg(z,y) = ||z — y| g-

Définition 2.2.2

Soient F, F' deux espaces vectoriels topologiques (par exemple, normés).

o Un morphisme (topologique) entre F et F' est une application linéaire continue
de E dans F. On note L(E, F') ou L.(E, F') 'ensemble des applications linéaires
continues de F dans F'.

« Un endomorphisme (topologique) de E est une application linéaire continue de
E dans E. On note L(F) := L(E, E) ou L.(E) I'ensemble des endomorphismes
de E.

« Un isomorphisme (topologique) entre E et F' est une application de E dans F,
linéaire, bijective, continue, dont I’application réciproque (ou inverse) est conti-
nue. C’est donc un homéomorphisme (i.e. une application bijective continue
d’inverse continue) linéaire. On note Isom.(E, F') 'ensemble des isomorphismes
de E sur F.

o Un automorphisme (topologique) de E est une application dans GL.(E) =
Isom.(E, E). L’ensemble des automorphismes peut étre aussi noté GL(E).

o Si F =R, on parle de forme linéaire continue. On note E' := L(E,R), l'en-
semble des formes linéaires continue de E sur R. Cet espace est appelé l’espace
dual topologique de E.

On consideére deux espaces de Banach E et F et on suppose que Isom.(E, F') est non vide.
D’apres [9, Théoreme 3.19.8], 'ensemble Isom.(E, F') est ouvert dans L(E, F'). Introduisons
I’application inversion :

inv: Isom.(F,F) — Isom.(F,F)
T — inv(T) =T 1.

Toujours d’apres le méme résultat, 'application inv est un homéomorphisme de Isom.(E, F')
dans Isom.(F, E). Montrons que inv est de classe C!.

* Nous nous ramenons dans un premier temps a Isom.(E,E) = GL.(E). Pour cela,
considérons B € Isom.(F, F) et introduisons 'isomorphisme (& vérifier) :

p: Isom.(E,F) — GL.(E)
T — ©(T):=BoT.

Ajoutons la notation invg g pour représenter I’application inversion sur Isom.(E, F'). Avec
cette notation, inv = invg g et I'application inversion sur GL.(E) s’écrit invg = invg p. Il
apparait alors que :

inv(T) = o(T) ' o B = invg(e(T)) o B. (2.1)

Ainsi, par le théoreme de dérivation des applications composées, il est clair que inv est de
classe C! si et seulement si invg l'est. En effet, ¢ est linéaire continue donc C!' tout comme
lapplication de composition & gauche A +— Ao B, avec A € GL.(E).
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* Montrons donc que invg est de classe C'. Considérons T', H dans GL.(F) et remarquons
tout d’abord que

T+H=To(dg+invg(T)o H) =TI + T 'H),

ou dans le dernier terme de ces égalités, nous utilisons les notations 77! et I qui sont
plus concises que invg(7T) et Idg et ol nous ne notons pas le symbole de composition
pour avoir une notation semblable a I’écriture matricielle. D’aprés [9, Proposition 3.19.6],
si |[T7'H| gy <1, alors I — T~ 1H est inversible et

-1

K=(I-T'H) '=I-T'H+ T 'H’+- + (-)"(T'H)" + -

Ainsi, avec ces notations : T+ H = TK~'. En combinant cela avec le fait que
K=I-T"'H+(T'HK,
nous obtenons, pour H suffisamment petit,
(T+H) ' =KT' = -T'H+ (T"'H’K)T*
=T —T'HT '+ (T H’KT =T - T HT* + o(H).
Autrement dit,
invg(T+ H) =invg(T) —invg(T) o H oinvg(T) + o(H) .

Puisque H — — invg(T)oHoinvp(T) est linéaire continue (de norme inférieure & 2|7~ £ gy),
on a invg dérivable en T', donc sur tout GL.(E) (car T quelconque). Sa dérivée est donnée
par

invig(T) - H=—invg(T) o H o invg(T).

« Montrons maintenant que invly: GL.(E) — L(GL.(E)) est continue. Définissons pour
cela B: GL.(E) x GL.(E) — L(GL.(E)) par B(M,N) - H := —M o H o N. Ainsi définie,
Papplication B est une application bilinéaire sur GL.(E) x GL.(F). On munit cet espace de
la norme

|B|| := sup {||B(M,N)llzcr.(g) | IM|lze) <1et|[[N|gE <1}.

A Taide de B, on peut écrire invy(T) = B(invg(T),invg(T)) et il est alors clair que inv’,
est continue si B I'est. Puisque

|B(M,N)llzaroey = sup  [[B(M,N)-H| g = sup [[MoHoN|gg),
1H |l 2y <1 1 H (2 <1

et puisque
Mo HoNlgm < |MleelHlom) N

on obtient || B(M, N)|zcL.(e) < IM||zg) Nl (g et donc finalement ||B|| < 1. Nous avons
donc montré que B est continue donc inv’, aussi, donc invg est de classe C1. Nous pouvons
alors conclure que inv = invg r est elle-méme de classe cl.
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* Maintenant que nous savons que inv est dérivable (méme C'), nous pouvons retrouver
facilement sa dérivée. En effet, sachant que l'on a pour tout T' € Isom.(FE, F'), la relation
U(T) :=inv(T) o T = Idg, on obtient

U'(T)-H=inw'(T)-HoT+inv(T) o H=0gp),
que 'on peut transformer en : inv/(T) - H = —inv(T) o H o inv(T). 1l est & noter que 'on

retrouve la méme expression a partir de la relation (2.1).

Remarque 2.2.1. Si E = F = R", alors inv est définie sur GL,(R), I'ensemble des
matrices inversibles. On a la relation plus familiére, pour A € GL,(R),

inv/(A)-H=—-A"1HA™L
* Enfin, montrons que inv est C*°. Nous pouvons écrire,
invl; = Bogoinvg

avec p(A, B) == (A, B) linéaire continue donc C* et B bilinéaire continue donc C*. Ainsi,
par induction, invg est C*° tout comme inv.

2.3 Théoréme d’inversion locale

Nous aurons besoin du résultat suivant, voir [9, Corollaire 3.11.3].

Théoréme 2.3.1 — de Banach

Soient E et F deux espaces de Banach, alors, toute bijection linéaire et continue de
E sur F est un isomorphisme (topologique).

Définition 2.3.2 — Difféomorphisme, C*-difféomorphisme

Soient E, F' deux espaces de Banach et U, V deux ouverts respectivement de E, F'.
Soit une application f: U — V.
i) On dit que f est un difféomorphisme de U dans V si f est une bijection de U
dans V, dérivable dans U et dont I'inverse f~': V — U est dérivable dans V.
ii) On dit que f est un C*-difféomorphisme, k € N*, de U dans V si f est une
bijection de U dans V, de classe C* et dont 'inverse f~': V — U est de classe
ck.

Un difféomorphisme et a fortiori un C*-difféomorphisme, sont des homéomorphismes.

Remarque 2.3.1. En fait, on peut voir un homéomorphisme, un difféomorphisme ou un
Ck-difféomorphisme comme une application inversible, respectivement, dans ’ensemble
des applications continues, dérivables ou de classe C¥.
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Proposition 2.3.3

Un homéomorphisme f: U — V est un C*-difféomorphisme, k € ﬁ, de U dans V si
et seulement si f est de classe C* et, pour tout x € U, f'(x) € L(E, F) est bijective.

» Soit un homéomorphisme f: U — V.

1. Supposons que f soit un C*-difféomorphisme de U dans V. En particulier, f est C*.
En particulier aussi, f est dérivable sur U et son inverse f~': V — U est elle dérivable
sur V. Montrons que f’(x) est bijective. Par hypothése,

flof=Idy et fof!=Idy,

donc pour tout x € U, en définissant y := f(x) € V, on obtient par dérivation :

(o) (@)= Wof(z)=1dp et (fof ) (y) =f(z)o(f ) (y)=1dp,
autrement dit f/(z) est bijective avec (f'(x))”" = (f~1(y).

2. Supposons maintenant que f soit de classe C* et que pour tout z € U, f'(x) soit
bijective. Nous voulons montrer que f est un C*-difféomorphisme, autrement dit que f
est C* (ceci est vrai par hypothése) et que f est une bijection (vraie par hypothese) dont
I'inverse f~1: V — U est de classe C*.

2.a. Montrons dans un premier temps que ¢ := f~! est dérivable sur V. D’aprés ce qui
précede, si g est dérivable en y € V', alors nécessairement ¢'(y) serait donnée par (f/ (z))
ot 'on a noté z := f~!(y) € U. Remarquons tout de suite que, d’aprés le Théoréme 2.3.1
de Banach, f'(z) € Isom.(E, F), autrement dit (f'(z))"" € £L(F, E). Il ne nous reste plus
qu’a montrer que pour y € V donné :

@(h) = g(y +h) —g(y) — Ty(h) = o(h),

ot on a introduit la notation T, := (f'(z)) ™" = (f'(f X(y)))” " et o ¢ est définie pour
h suffisamment petit.

* Posons = g(y + h) = f~1(f(x) + k). Alors, h = f(xp,) — f(z). Ainsi,
h=f(z) — f(2) = f'(z) - (2, — 2) + o(zn — @).

Introduisons la notation ¢ (zj, — z) = f(zp) — f(z) — f'(z) - (x, — x). Puisque T}, est
I'inverse de f’(x), on obtient

Ty(h) = xp —x + Ty((zn — x)) = 9(y + h) — 9(y) + Ty (Y(zn — 2)). (2.2)
Supposons que 'on ait montré que 1 (zj, — x), comme fonction de h, est un o(h), alors on
peut écrire (xp — ) = ||h||pe(h) avec ||e(h)||r — 0 quand ||h||p — 0. On obtiendrait

finalement que

Il = 1Ty (xn — 2)lle < | Tyllemp) e F 1hl[F = o(h),

autrement dit que ¢(h) = o(h), c’est-a~dire ce que I'on voulait démontrer dans un premier
temps, au point 2.a.
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« Montrons donc que ¥ (zj, —x) = o(h). On sait déja que (zp —x) = o(x}, — x). On peut
donc écrire ¢ (xp,—x) = ||z —x| g e(zy,—2x), avec ||e(zp,—2)||F — 0 quand ||z —z|| g — 0.
Puisque g = f~! est continue, on a z —x = g(y + h) — g(y) = o(1) quand ||h||p — 0.
Supposons que 'on ait montré que z, — 2 = O(h),? alors il existe n > 0 et C' > 0, tels
que pour tout ||hl|r <7 :

[(zn = @)l = llzn — 2| e le(zn — 2)[[F < Clle(zn — )| FlIAllF = olh),

car |le(zp, —x)||F — 0 quand ||h||p — 0 (car ||z, — z||g — 0 quand ||h|[z — 0). On aurait
donc Y (zp, — ) = o(h).

« Pour finir de prouver que ¢(h) = o(h), il nous reste a montrer que x;, — x = O(h).
Puisque 0 < HTZ/HZ(lFE) < +oo (T, € L(F,E) et T, # 0) et puisque ¢(zp,—x) = o(zp, — x),
on a pour h suffisamment petit :

1 _
[¥(n = 2)F < 5 1Tl z i ll2n — 2le-
Ainsi, d’apres (2.2), on a :

len —zlle < NTylleimp) 10l + Tyl e e lv(@n — o)l

1
<N Tyllzm,e) Pl F + 3 lzn — 2|l E,

ce qui nous donne ||z, — z||g < 2{|Tylz(rE) |h]|F, autrement dit x, — 2 = O(h). En
conclusion, on a bien ¥ (zp, — x) = o(h) ce qui entraine ¢(h) = o(h). Le point 2.a est
démontré : g = f~! est dérivable sur V.

2.b. L’application réciproque g = f~! admet donc une application dérivée (cf. 2.a) donnée
par ¢': y— ¢'(y) = (f'(9(y))) "' Introdusions

inv: Isom.(E,F) — Isom.(F,E)
T —  inv(T) = T71,

de telle sorte que ¢’ = invof’ o g. Sachant que inv est C*®, cf. 2.2, que f’ est C¥~1 et que
g est continue, on obtient que ¢’ est continue donc g de classe C!, donc finalement ¢’ de
classe C!, donc ¢ de classe C? et ainsi de suite jusqu’a obtenir g de classe C*. Nous avons

finalement démontré que f est un C*-difféomorphisme. Le théoréeme est démontré.
[ |

Remarque 2.3.2. Rappelons que lensemble Isom.(E,F) est ouvert dans L(E,F)
d’apres [9, Théoreme 3.19.8 page 400]. L’application inv est méme un homéomorphisme
de Isom.(F,F) dans Isom.(F, F). Et puisque pour tous T et H dans Isom.(E,F),
on a inv'(T) - H = —inv(T) o H o inv(T), on peut montrer que inv'(T) €
L(Isom.(F, F),Isom.(F, E)) est bijective. Donc, d’apres la Proposition 2.3.3, I'applica-
tion inv est un C*°-difféomorphisme.

2. Soit g: E — F. On dit que g(v) =0(v)sid n>0et C >0 t.q. [|v]|[e <n=|g)|r < C|v|e.
3. D’aprés le Théoréme 2.3.1, dans ce cas f'(z) € Isom.(E, F).
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Théoréme 2.3.4 — d’inversion locale

Soient E, F deux espaces de Banach et f: E — F une application de classe C*¥, k € N*,
sur un voisinage de x € E. On suppose que f'(x) € L(E, F) est bijective.? Il existe
alors un ouvert U C E contenant = et un ouvert V. C F contenant f(z), tels que f
est un C-difféomorphisme de U dans V = f(U).

» L’idée est de montrer que f est un homéomorphisme de classe C¥ de U sur V t.q.
Ve eU, f'(x) € L(E,F) est bijective. On appliquera ensuite la proposition précédente.

* Notons y := f(z) € F. Introduisons

folu) = f(x)™" - (f(x +u) - b),

de telle sorte que f est un CF-difféomorphisme d’un voisinage de z sur un voisinage de y si
et seulement si fy est un C*-difféomorphisme d’un voisinage de 0z sur un voisinage de 0.
On se rameéne donc a I'étude de fy. Remarquons que fy est de classe C*, que fo(0g) = Og
et que f'(0g) = Idg. Puisque f} est continue sur E, alors Ve > 0, 3n. > 0 t.q. Vu € F
vérifiant ||ul|p < 7. on a fj(u) € B(Idg,¢€). Enfin, puisque GL.(E) = Isom.(E, E) est
ouvert dans L£(F), il existe ¢ > 0 t.q. B(Idg,e) C GL.(E).

x Il reste donc & montrer que fy est un homéomorphisme d’un voisinage de Og sur un
autre voisinage de Og. Puisque fy est continue, il reste a montrer que fy est bijective d’un
voisinage Uy de Og sur un autre voisinage Vjy de Og et que sur le voisinage Vp, I’application
inverse est continue. Introduisons pour cela, pour u, v dans F

pu(u) = v +u— fo(u),

de telle sorte que ¢,(u) = u si et seulement si fo(u) = v, c’est-a-dire si et seulement si
py admet un point fixe. Vérifions tout d’abord que ¢, est contractante dans un voisinage
de Op. D’apres le Théoréme 1.10.6 des accroissements finis (et son corollaire), pour tous
r >0 et uy, ug dans B(0,7), on a :

ueB(0,r)

lw(u1) = @u(u2)| 2 < ( sup |[ldg _f(I)(U)HE(E)> [ur = ual|p-

Ainsi, pour p :=min(e, 1/2) € [0, 1] avec € > 0 t.q. B(Idg, ) C GL:(E), et pour n = n,,
alors pour tous uy, us dans B(0,7), on a :

[pv(u1) = u(ua)lle < pllur — uslg,
c’est-a-dire, ¢, est p-contractante. On a de plus en particulier (pour us = 0p)
[ (u1) —vlle < pllule,

et donc pour tous u € B(0,n/2) et v € B¢(0,(1 — p)n/2), on a

leo(@lle < llvle+plule <A =p)5+r5 =75
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autrement dit ¢,(Bf(0,7/2)) C B¢(0,1/2) si v € Bf(0,(1 — p)n/2). Posons

Vo = B(0, (1 - p)n/2)
et introduisons
¢: B(0,n/2) x Vo — Bg(0,1/2)
(u,v) — o, ) = @y (u),
de telle sorte que ¢ vérifie les hypotheéses du Théoreme 2.1.2 du point fixe de Picard
a parametre; o est continue et uniformément p-contractante. Ainsi, Vv € Vp, Ju, €

B¢(0,17/2) t.q. ¢(uy, V) = @u(ty) = Uy, €t v = u, est continue sur V. Finalement, fy est
bijective de Uy := fy *(Vo) dans Vj et Papplication réciproque f; ! (v) = u, est continue.

* Nous avons donc démontré que fy est un homéomorphisme de Uy dans Vf de classe
CF t.q. Vu € Uy, fi(u) € L(E) est bijective, donc d’aprés la Proposition 2.3.3, fy est un
Ck—diﬁ'éomorphisme de Uy dans Vj et finalement le théoreme est démontré.

|

2.4 Théoreme des fonctions implicites

Théoréme 2.4.1 — des fonctions implicites

Soient F, F' et G trois espaces de Banach, () un ouvert de ExX F, f: Q C ExF — G,
une application de classe C¥, k € N*, et (z,y) € Q, tels que 9,f(Z,y) € L(F,G) est
bijective.
Il existe alors U x V' C Q un voisinage ouvert du point (z,y) tel que :

i) VeeU, Ay, €V, tels que f(x,y,) = f(Z,9);

ii) L’application (unique) ¢: U — V, 2 +— ¢(x) := y, est de classe C¥ et Vo € U :

¢ (@) = =9y f (2, 0(2))) " 0 Ouf (@, p(2)) ;

» On pose
¢ Q — EXG

(z,y) — @(z,9) = (v, f(z,y)).

* L’application ® est C* sur Q et sa différentielle en (, %) est donnée par

ldg Oz(rE)
V@)= or o or, )
oz Y dy Y
= <u,g‘£(fv,y) U+ g'g(x,y) -v) € ExG,

pour tout (u,v) € E x F. On rappelle que ®'(z,y) € L(E X F, E X G). De plus, pour tout
(a,b) € Ex @, il existe un unique couple (u,v) € E x F tel que ®'(Z,y)-(u,v) = (a,b). En
effet, u = a et v = —(9,f(Z,5)) " - (Ouf(Z,7) - a), car d, f(Z,7) inversible par hypothése,
donc ®'(z,y) € L(E x F, E x G) est bijective et puisque E x F et E x G sont deux espaces
de Banach, nous pouvons appliquer le Théoreme 2.3.4 d’inversion locale a ®.
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* D’apres le théoréme d’inversion locale, il existe Q' == U’ x V C Q, U’ et V deux
ouverts contenant respectivement z et i, tel que ® est un C*-difféomorphisme de Q' dans
®('). On note @1 =: (g1, g2) l'inverse de ® défini sur ®(Q') C E x G et a valeurs dans
Q' C E x F. Les applications g1 et go sont de classe C*. Alors, pour tout (z,2) € ®(Q),

(2,2) = (@0 @7 1)(z,2) = ®(27 (2, 2)) = (01(x, 2), f91(w, 2), g2(2, 2))).

Ceci nous donne g;(x, z) = x et f(x,g2(z, 2)) = z pour tout (z, z) € (). En particulier,
pour z := f(Z,y), en introduisant ¢ = ga(-,2) et U := {x € U’ | (z,2) € ®(')}, nous
avons :

VeeU, fl(x,o(x)) =2

Défini ainsi, U est bien un ouvert de E (car préimage de 'ouvert ® () par 'application
continue x — (x,z) définie sur U’) contenant Z et (U) C V (par définition).

* L’application ¢ est C¥ sur U donc par composition  — f(x, ¢(x)) aussi, cette applica-
tion est constante sur U donc de dérivée nulle et sa dérivée est donnée par :

of of
Vo el, G o)+ 5w pla) o @) = Ocro)
ce qui conclut la démonstration. [ |

Remarque 2.4.1. On peut réécrire les conclusions 7) et i) du théoréeme des fonctions
implicites sous la forme suivante. L’application ¢: U — V est unique, de classe C*, on a :

xeU, yeVet flr,y) = f(z,y) <=z €U et y = p(x)
et la différentielle de ¢ est donnée pour tout = € U par :

¢ (x) = =0y f(z, ()" 0 0uf (x, p()).

Exemple 2.4.1. Soit A € M,,(R) inversible. On pose f: R" x R" — R", f(z,b) = Az —b.
Ici O, f(z,b) = A € GL,(R) est indépendante de x et b, et il existe une fonction implicite (ici
globale), notée z(b), telle que, par exemple, pour tout b € R™, f(x(b),b) = f(Ogn,Orn) = Orn.
Sa différentielle est donnée par 2/(b) = — (9, f(z(b), b)) 0 pf(x(b),b) = AL, ce que l'on
savait déja car la solution de f(-,b) = 0 est x(b) = A~'b, donc 2/(b) = A~ O
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Extrémum libre et contraintes affines

3.1 Extrémum libre

Définition 3.1.1

i) Soient X un ensemble quelconque, J: X — R et z € X. On dit que T est un
minimum global de J si J(z) < J(x) pour tout z € X.
ii) Si X est un espace topologique, on dit que x est un minimum local de J si
3V € Vx (&) (i.e. un voisinage ouvert de z dans X) t.q. Ve € V : J(z) < J(x).
iii) Un minimum local est dit strict si : Vo € V \ {z} : J(Z) < J(x). On a de
méme les notions de maximum global, local et local strict.

iv) On dit que Z est un extremum de J (respectivement global, local, local strict) si
Z est un minimum ou maximum de J (respectivement global, local, local strict).

v) Soient E un espace vectoriel normé (evn) et J: U C E — R, U un ouvert de E,
J dérivable en T € U. On dit que T est un point critique de J si J'(Z) = Opr,
et alors J(Z) est appelée une valeur critique.

Remarque 3.1.1.

« On rappelle que E’ est I’ensemble des formes linéaires continues sur E et que la
notion de dérivabilité est ici sous-entendue au sens de Fréchet. On notera |[-|| la
norme de F.

o Un point critique n’est pas nécessairement un extrémum.

o En un point critique, on dit aussi que J est stationnaire.

Proposition 3.1.2 — Condition du premier ordre (CN1)

Soient J: U C E — R dérivable sur U ouvert de E evn et x € U. Si T est un extrémum
local de J alors I’équation de Euler est vérifiée :

J(z) = 0p.

» Si Z est par exemple un minimum (c’est similaire pour un max.) local alors :
dn >0, t.q. B(z,n) CU etVz e B(z,n) : J(z) < J(z),
puisque U est un ouvert de E. Soit maintenant h € E. Alors, il existe p,; > 0 t.q. :

E Vn,h = ]_pn,hypmh[ — R
X s fls) = (@ + sh)
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soit bien définie et t.q. = + sh € B(z,n), Vs € V, . Si h # Og, prendre p,, = n/| A
Ainsi définie, f est dérivable en 0 et f/(0) = J'(z) - h. Mais puisque Z est un minimum
local de J, alors 0 est un minimum de f sur V;, ;. Ainsi, puisque V;, ; est un ouvert de R
il vient f'(0) = J'(z)-h =0, car

05t LD IO o F6 1O

s—0— S s—0+ S

Proposition 3.1.3 — Cas convexe (CNS)

Soient J: U C E — R convexe et dérivable sur U un ouvert convexe de F, et x € U.
Si = est un point critique de J alors T est un minimum global de J (sous-entendu sur
U). Nous avons donc

z € U minimum global < x € U point critique.

» Puisque J est dérivable et convexe sur U alors ¥V (z,y) € U? : J(x) — J(y) > J'(y) -
(x —y). En particulier, au point y .=z, ona Ve e U : J(z)—J(z) > J'(Z) - (x —Z) =0,
puisque T est un point critique de J. Il vient donc que Z est un minimum global de J sur
U. |

Proposition 3.1.4 — Condition nécessaire d’ordre supérieur (CNk)

Soit J: U C E — R une application k > 2 fois dérivable sur U un ouvert de E (evn)
et soit & € U un point critique de J t.q. Vi € [1,k—1] : JO(z) =0 et J*)(Z) # 0.
On a :

Z minimum local de J = k pair et Vh e E : J®(z)-hF > 0.

» Supposons donc que x soit un minimum local de J et considérons h € E. On définit
f(s) comme dans la preuve de la Proposition 3.1.2 et on garde les mémes notations. Alors,
Vs € V;%h :

f(s) = f(0)=J(z+ sh) — J(x) > 0.

Puisque J est k fois dérivable sur U alors f 'est sur V;, j, donc en particulier en 0. D’apres
la formule de Taylor-Young :

k .
5" k : —
; A FO(0) + sPe(s)  avee ll_I;%E(S) =0.

Par hypothese :

sk 1
F() = 1(0) = 5 790) + shes) = o+ (7D @) - 1 +(5)) 2 0

En divisant par s® et en passant & la limite quand s — 07 dans le terme de droite on
en déduit que J*) (z) - k¥ > 0. Montrons pour finir que k est pair. Puisque J (k) (z) # 0,
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alors 3hg € F t.q. J¥(Z) - hE #0" et donc J*)(Z) - h§ > 0. Posons

1 _
) < T O@) - B} N Vo,

Q::{SGR I

de telle sorte que Vs € 2 :

sign(f(s) — £(0)) = sign(s*) x sign (J*)(z) - hf) = sign(s").
Puisque f(s) — f(0) >0, QNR_ £ 0 et QNRL # 0, on en déduit que k est pair. [ |
Proposition 3.1.5 — Conditions suffisantes d’ordre supérieur (CSk)

Soit J: U C E — R une application k > 2 fois dérivable sur U un ouvert de E (evn)
et soit & € U un point critique de J t.q. Vi € [1,k —1] : JO(z) = 0 et JF)(z) # 0.
On a :

i) Si

Ja>0 tq VYheE : J®@) -0 >a|n|,
alors k est pair et * est un minimum local strict.
ii) Si
In>0 tq VeeB@En) cU e YheE : J®().hF >0,

alors k est pair et x est un minimum local.

» i) Pour tout h € E, J®)(z) . (—h)* = (=1)FJ®)(z) - h* > a|n||¥ > 0 donc k doit étre
pair. La formule de Taylor appliquée a J nous donne pour h € E t.q. z+h € U :

1
J(Z+h) - J(z) = Hﬂ’f) (z) - h* 4 ||n||Fe(h)  avec lim |e(h)| = 0.

[[2[|—0

Par hypothese :
J@+h) = J@) > (5 +e0) ]
= K

et donc il existe 7 > 0 tel que pour tout h # Og t.q. ||| <nonait z+h € U et
J(x+h)—J(x) > 0.

Autrement dit, Z est un minimum local strict.

i) I est évident que k soit pair car J®)(Z) # 0 (cf. Proposition précédente). Par hypo-
these, J est donc convexe sur la boule ouverte B(Z,7n) et puisque Z est un point critique,
alors x est un minimum global de J sur B(Z,n), autrement dit un minimum local de J,
cf. Proposition 3.1.3. |

1. Voir [4, Chapitre IV, § 3, Probléme 3, page 92].
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Définition 3.1.6

Soit B € L3(E? R) une forme bilinéaire symétrique définie sur (E, ||-||) un espace
vectoriel normé.

o B est dite semi-définie positive, notée B = 0,siVh € E : B(h,h) > 0.

o B est dite définie positive, notée B > 0,si Vh € E\ {Og} : B(h,h) > 0.

+ B est dite elliptique si 3a > 0t.q. Vh € E : B(h,h) > o h|>.

D’apres la Proposition 3.1.4, en un point critique z, une condition nécessaire d’ordre deux
est donc que J”() soit semi-définie positive, et d’apres la Proposition 3.1.5, une condition
suffisante d’ordre deux est que J”(Z) soit elliptique :

(CN2) VheE :J"(&)-(hh) >0,

3.1
(CS2) 3a>0tq.YheE :J'(Z)-(h,h) > alh|? (3:1)

Une autre condition suffisante d’ordre deux est que J”(z) soit semi-définie positive pour tout
x contenu dans une boule ouverte centrée en T. Attention, la définie positivité ne suffit pas
en général en dimension infinie mais suffit en dimension finie comme le montre le résultat
suivant.

Proposition 3.1.7 — Cas particulier de la dimension finie

Soit J: U C E — R une application k > 2 fois dérivable sur U un ouvert de E (evn)
et soit x € U. Sidim E' € N alors :

Ja>0tqVheE : J® () h* > a|h||f = Vhe E\{0g} : J® () n* >o0.

» La conditions nécessaire est évidente et vraie méme si dim F = 4+o00. Supposons donc
que Vh € E\ {0g} : J®)(z) - h¥ > 0. Introduisons

0: E — R . Y B o— EF
ho— o) = f® (@) pk © h o +— (h)=(h,...,h) = hE

de telle sorte que ¢ = f*)(x) o v, avec ¥ une application linéaire continue. Puisque
f®)(x) € L(E*,R) est aussi continue, alors ¢ est continue. Or, dim E < 400, donc sa
sphere unité S(0g, 1) est compacte, donc ¢ est bornée sur S(0g, 1) et atteint sa borne
inférieure, c’est-a-dire :

dhg € S(OE, 1) t.q. Vhe S(OE, 1) : gp(hg) < (p(h)

Notons a = f*)(z) - hk >0 (car hg # Og). Alors, Vh € S(0g,1) on a fE(x)-hF > aet

donc par homogénéité, on en déduit :

h k h ¥ k k k
VheE\{0g} :HhHES(OE,l):>f()(x)-(HhH> >a = f® @) k> alh|k.
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Remarque 3.1.2. Dans les preuves des propositions 3.1.2 (CN1) et 3.1.4 (CNk), nous
nous sommes ramené dans R, et nous avons utilisé directement les conditions nécessaires
pour une fonctionnelle dans R pour obtenir les conditions nécessaires en dimension infinie.
Ce procédé ne fonctionne pas pour obtenir les conditions suffisantes de la Proposition 3.1.5
(CSk). En effet, méme si Z est un minimum local le long de n’importe quelle direction h,
c’est-a-dire un minimum local de f(s) = J(z + sh), alors il est toujours possible que Z
ne soit pas un minimum local de J, et ce, méme en dimension finie (supérieure ou égale
a 2), cf. exercice 3.1. De plus, comme nous l’avons vu, il y a une différence notable entre
les dimensions finie et infinie concernant les conditions suffisantes. La définie positivité
de la dérivée seconde n’est pas une condition suffisante d’optimalité locale en dimension
infinie, cf. Exemple 3.1.1. C’est pour ces raisons que nous avons reporté la formalisation
des concepts d’optimisation. Dans les sections précédentes, pour obtenir les équations
de Euler-Lagrange et la condition de Legendre, seules les conditions nécessaires étaient
utiles. De plus, comme nous allons vite le voir, ces conditions suffisantes ne nous seront
pas utiles, c’est pourquoi nous allons en donner d’autres dans la prochaine section.

Voici un exercice montrant que 'optimalité “directionnelle” n’implique pas 'optimalité.
Exercise 3.1.1: (Extrait de [5]) On considere la fonction

J: R? — R
r o J(x) = 2xf — 4a3xe + 23.
1. Montrer que 'unique point critique de J est = := (0,0).
2. La condition nécessaire de solution du deuxiéme ordre est-elle vérifiée 7
3. Les conditions suffisantes de solution du deuxiéme ordre sont-elles vérifiée 7
4

. On fixe h € R? et on considere la fonction f: R — R, s — f(s) :== J(T + sh).
Montrer que s = 0 est un minimum local de f.

5. Calculer J(z1,2z?). Conclusion (faire le lien avec la remarque 3.1.2) ?

L’exemple suivant montre que la définie positivité de la dérivée seconde n’est pas une
condition suffisante d’optimalité locale.

Exemple 3.1.1 (Extrait de [2]). On considére le probleme
ilgf {J(.I) = Z (T’; - xi) x € lg} )

n=1
ouly == {(z,) € RY | oo |zn|? < oo} est espace de Hilbert des suites de carrés sommables.
Alors, le point z := 0 est un point critique tel que pour tout h := (h,) € l2 non nul :
>, 2h2
J"(@) - (h,h) = — > 0.
@ )=

n=1

Cependant, considérons les suites hy, = (hg,) telles que toutes les coordonnées sont nulles
sauf la k¢ qui vérifie hyp = 2kL. Alors, J(Z + hy) = J(hg) = —4k=3 < 0= J(Z) et donc T
n’est pas localement optimal. Voici donc un exemple de dérivée seconde définie positive mais
non elliptique. O
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3.2 Extremum lié : contraintes affines

Considérons un espace vectoriel normé (F, ||-||g) et une fonctionnelle J: E — R. Consi-
dérons de plus un autre espace vectoriel normé (F,||-||r), une application linéaire continue
T € L(E,F) et un point y € F. On s’intéresse au probléme aux contraintes affines suivant :

inf {J(@) | = € K} (P)

ot K = {zx€E|®()=T(r)—y=0r} = & 1({0r}) avec ®: E — F une application
affine continue de E dans F'. Supposons que y € Im T, c’est-a-dire que :

Ju € FE t.q. T(u) =y, i.e. t.q. ®(u) =0p.

Introduisons alors
Ey=KerT CFE

de telle sorte que Vv € Ey : ®(u+v) =T(u+v)—y=T(u)+T(v)—y = P(u)+T(v) =0p,
c’est-a-dire :
O(u+v) =0p v e Ey.

On munit Ey de la norme induite par la norme de E, i.e. ||v|| g, = ||v||g pour tout v € Ey.
Considérons alors la fonctionnelle

F.: By — R
v o— Fv)=Ju+wv),

de telle sorte que le probleme (P4) est équivalent au probléme sans contraintes suivant :

vienbfo F(v). (P)

Ici, “équivalent” signifie : Z := u + v solution de (P4) < v solution de (P).

Remarque 3.2.1. Si on restreint la recherche de la solution de (P4) & un ouvert U C E,
c’est-a-dire si on s’intéresse au probleme

inf {J(z) |z € K}, K= 7 1({op}) N,
alors ce probléeme est équivalent au probléme sans contraintes :
i%f{F(v) |velUyC Ep},

ou Up := EpNU est un ouvert de Ey. On est alors précisément dans le cadre de 'item v)
de la définition 3.1.1.

Ecrit de maniere schématique, les conditions nécessaires et suffisantes d’ordres 1 et 2
pour le probléme avec contraintes affines (P4) sont donc :

(CN1) F'(0) = J'(z) = Oy, ie. Vhe Eg = J'(z) h=0;
(CN2) VheEy : F'(8) (hh)=J"(&)- (hh) >0 (3.2)
(CS2) 3a>0 tq. VYheEy: F'(0)-(hh)=J"@) - (hh) > allh|%, ;

ou bien siir Z := u 4+ v doit étre un point admissible, c’est-a-dire € K.
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3.3 “Two-norm discrepancy”

Comme nous allons le voir dans I’exemple suivant, la condition suffisante (CS2) présentée
ci-avant n’est pas toujours utile en pratique pour des problemes en dimension infinie.

Exemple 3.3.1. On s’intéresse au probleme suivant :

1
inf {J(x) ::/0 sin(#(t))dt | = € C*([0,1],R), z(0) =0, z(1) = —} ,

dont le lagrangien associé est donné par L(t, z,u) := sin(u). Il est facile de voir que la fonction
définie par Z(t) := — 5t est la solution globale du probleme et vérifie

J(z) = 1.
La CN1 est bien vérifiée car :
Yheci(0,1,R) : J'(Z)-h= /01 cos(z(t)) h(t) dt = 0.
La CN2 est aussi vérifiée car :
VheCl((0,1],R) : J'(Z) k%= —/01 sin(3(6)) h2(1) dt = /01 B2(t)dt = [[h]|2% > 0,

ou pour toute fonction mesurable (sous-entendu pour la mesure de Lebesgue) f: [0, 1] — R,
on a défini :

I = ([ 1|f(t)|2dt)é ek,

de telle sorte que ||-||z2 est la norme usuelle associée & 1'espace de Hilbert L?([0,1],R) des
(classes de) fonctions mesurables de [0, 1] & valeurs dans R de carrés intégrables, c’est-a-dire :

L*([0,1],R) == {f: [0,1] = R | f mesurable et ||f|| 2 < 400} .

En revanche, la CS2 d’ellipticité de la dérivée seconde J”(Z) n’est pas vérifiée car on a dans
notre exemple : _ ' .
[hllL2 < [[hlloo < [|Rller = [[Alloc + [[h]loo

mais pas l'inverse, ¢’est-a-dire, il n’existe pas de a > 0 tel que ||l z2—>aifAllor. O

Remarque 3.3.1. Dans ’exemple précédent, nous ne pouvons pas montrer que = est un
minimum local strict en utilisant la condition suffisante d’ordre deux d’ellipticité de J”(z).
Cependant, il est aisé de montrer que T est un minimum local & 'aide de la condition
suffisante de semi-définie positivité de J” (x) pour tout = € B(Z,n), pour un certain > 0.
11 suffit de prendre 1 := 7/2 par exemple (la preuve est laissée en exercice).

Poursuivons avec I’exemple précédent. Nous avons donc
VheCy(0,1],R) = J"(Z)-h* = |hl3..

Ce qui est génant ici, ¢’est qu’il y a dans le terme de gauche h tandis que dans celui de droite,
on retrouve h. On aimerait avoir quelque chose qui ressemble a :

Ja>0 tq Vhe(Cy([0,1],R)C Hy : J'(z) h* > afhl|F,,
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ou |||, est une norme & définir sur un espace Hy lui-méme a définir. Introduisons pour
cela I’espace de Sobolev H'([0,1],R) := W12(]0, 1], R) des fonctions f dans L%([0, 1], R) qui
s'écrivent ? sous la forme f(t) = f(0) + [i g(s) ds avec g € L*([0,1],R), c’est-a-dire :

HY([0,1],R) := {f € L*([0,1],R) | 3g € L*([0,1],R) t.q. f(t) = f(0) +/Otg(s)ds}.

Il est important de rappeler que l'application g est unique (modulo le fait que 'on identifie
deux fonctions intégrables qui coincident p.p. = presque partout = sauf sur un ensemble
négligeable). Ainsi défini, nous avons

c'(j0,1],R) c H*([0,1],R) c €°([0,1],R),

autrement dit, toute fonction de H' (sous-entendu H'([0,1],R)) est continue mais possede
moins de régularité que les fonctions de classe C'. En effet, les fonctions de H! ne possede
pas de dérivée continue puisqu’elles ne sont méme pas dérivables en tout point ¢ € [0, 1]. Les
fonctions de H' sont dérivables presque partout sur [0,1] et on a :

VfeH' : f(t)=g(t) p.p.sur [0,1].

On fera donc clairement I’abus de notation f’ = g et puisque 1’on dérive par rapport a la
variable ¢ qui correspond au “temps” pour nous, on écrira plutot

f=y
Remarque 3.3.2. Nous pouvons voir g comme une dérivée en un sens plus faible que
d’ordinaire. Cependant, si g est de classe C, alors la notion de dérivée faible coincide
avec celle de dérivée classique et f est alors de classe C'. Ainsi, nous pouvons voir les
fonctions de H' = W12 comme des primitives de fonctions L?, de la méme maniére que
nous pouvons voir les fonctions de C' comme des primitives de fonctions C°, et nous avons
pour rappel :

cl(j0,1,R) c c([0,1],R) et H(0,1],R) c L*([0,1],R).

11 nous faut maintenant une norme sur H'. Il existe deux possibilités équivalentes suivant
si 'on consideére la norme usuelle de W12 :

1 w2 = 1 f ez + 11l 22,
ou si 'on consideére la norme
. 1
e = (1172 + 1 F1172)
induite par le produit scalaire usuel sur H' :

(Al = (Al )2+ (fil f2) 1o

ot (- | )2 est le produit scalaire usuel sur L2, Les deux normes ainsi définies sont équivalentes
et on peut noter que 'espace H' muni du produit scalaire (- | -) ;71 forme un espace de Hilbert.

2. On rappelle qu’en réalité, W2([0, 1],R) est un ensemble de classes de fonctions et non de fonctions.
Nous ne donnons pas ici sa définition, mais plutoét une propriété. En effet, d’aprés [3, Théoréme VIIL.2], il
existe un unique représentant continu pour toute classe dans W1’2([O ,1],R) que nous appelons ici f.
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Exemple 3.3.2 (suite). Revenons a ’exemple précédent. Nous avons donc
VheCh(0,1,R) : J"(@) h*=|h|2.

Rappelons que le probleme classique du calcul des variations est un probléme d’optimisation
avec des contraintes affines et nous avons vu dans la Section 3.2 comment définir un probleme
équivalent sans contraintes. Appliquons les notations du cadre général de la Section 3.2 a cet
exemple. Nous nous intéressons donc au probléme :

irl}f{J(x) |z e K},

avec K = @ 1({0p2}) C E, E = C([0,1],R) et ott ®(x) = T(x) — y définit les contraintes
affines. On a dans cet exemple T'(x) = (x(0),z(1)) et y = (0, —7/2). Pour obtenir de nouvelles
conditions suffisantes d’optimalité locale, nous venons d’introduire ci-avant ’espace H :=
H'([0,1],R) de telle sorte que E C H. Dans l'optique de se ramener & un probléme sans
contraintes, nous avions introduit

Ey=EnNKerT =C3([0,1],R).
Toujours dans cette optique, nous introduisons :
Ho:=HnKerT = Hy([0,1],R) := {h € H'([0,1],R) | h(a) = h(b) =0},

de telle sorte que
FEy C Hy.

L’idée générale est d’introduire un espace vectoriel normé plus grand que ’espace de travail.
Ici, en raison des contraintes affines, I’espace de travail est Ey et nous avons introduit Hy
(nous utilisons cette notation pour mettre un cadre général).

Remarque 3.3.3. Pour étre un peu plus précis, application linéaire continue® T ap-
partient & £(H,R?) au lieu de £(E,R?) comme dans la Section 3.2. Nous devons tenir
compte ici du réle du nouvel espace H.

L’espace Hyp est muni de la norme induite par celle de H, i.e. ||h||g, = ||h||z et d’apres
le lemme 3.3.1 (ci-apres), on a :

Ja>0 tq VheE =Cj([0,1,R)C Hy : J'(z) -h* = |hl}2 > alhl},.  (3.3)

Ceci est 1'objectif voulu. Car, d’apres la Proposition 3.3.1 (ci-apres), on peut conclure que &
est un minimum local (faible) strict, c’est-a-dire :

dn>0 tq. VzxzeBgpEn Nk, x#z : J&) < J(x),

ou Bg(z,n) ={z € E| |z —z||g < n}. O

3. L’application T est bien continue car il existe C > 0 t.q. [|T(z)|lzz < ||%]|lc < C||lz|| g1 puisque Hy

s’injecte de maniére continue dans C°, cf. [3]. On peut noter que puisque 7' est continue, alors H} est un
fermé de Pespace de Hilbert H', donc lui-méme un Hilbert, si on le munit du produit scalaire de H*.
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Remarque 3.3.4. C’est cette idée d’utiliser deux normes, ||-||g pour la différentiabilité
et ||| g pour la condition de croissance J"(Z)-h? > a| h||% (qui remplace la condition
d’ellipticité), que ’on nomme “two-norm discrepancy”.

Lemme 3.3.1. Soit a < b dans R. Alors,
3e>0 tg VheHy(a,b,R) i Bl < cllhllze.

» Soit h € Hi([a,b],R). Alors, puisque h(a) = 0 et d’aprés 'inégalité de Cauchy-
Schwarz [3] :

h2(t) = (/at (s) ds>2 < (t—a) /at h2(s)ds < (b— a) /abif(s) ds = (b— a)|[h|2..

Ainsi,
b ;
s = [ 120 de < (6= 3,
donc ' ‘
IhliZ = 1R1Zn = IRlZ2 + 1AI17: < (1+ (6~ a)*) Il
et la conclusion suit avec ¢ :=1/1+ (b — a)2 > 0. [

Proposition 3.3.1 — Condition suffisante d’ordre 2 généralisée (CS2G)

Soient (E, ||-||g) et (H,||-||iz) deux espaces vectoriels normés t.q. E ¢ H, i.e. E C H
et 3¢ >0tq Vh e E :||h||lg <c|h|g. Soit J: U C E — R une application 2 fois
dérivable sur U un ouvert de E et soit * € U un point critique de J. Si

Ja>0 tq VYheE : J"z)-h*>a|hl¥, (3.4)

alors T est un minimum local strict (sous-entendu pour la norme ||-||g).

» La formule de Taylor appliquée & J nous donne pour h € K t.q. z+h e U :

1
J(@+h) = J(@) = 53 J"(2) - h* + |[h][e(h) avec  lim [e(h)] = 0.

l[hllz—0

Par hypothese :

T+ k)= 5@ = 2+ e g > (&4 ) i,

c
et donc il existe n > 0 tel que pour tout h # Og t.q. |h||z < nonait z+h €U et
J(x+h)—J(z)>0.

Autrement dit, Z est un minimum local strict (sous-entendu pour la norme ||| ). [ |

Remarque 3.3.5. Dans la proposition précédente, il suffit de faire '’hypotheése £ C H.
L’hypothese d’injection continue n’est pas nécessaire car elle est automatiquement vérifiée
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des lors que I'on a I’équation (3.4). En effet, J”(Z) est continue car J est deux fois dérivable
en T et dong, il existe une constante K > 0 telle que

VheE : |J"(z) h* < K |h|%
et finalement puisque (3.4) est vérifiée, on obtient automatiquement :
VheE : alhlff <J"(z)-h* < K |||, (3.5)

et la constante ¢ := /K /« fait affaire pour 'hypothese de la proposition précédente.

Remarque 3.3.6. Dans le cas particulier ot E = H et ||-||g = |||z, on retrouve la condi-
tion suffisante d’ordre deux (CS2) classique, cf. conditions (3.1). Introduisons dans ce cas
la quantité ||h|| .= \/J"(Z) - h2. Il est alors intéressant de noter (ce que I’on aurait pu men-
tionner avant) que ||-|| définit une norme équivalente a la norme |||z, cf. 'équation (3.5),
mais que cette nouvelle norme est induite par le produit scalaire

(h|k) = J"(F) - (b, k).

L’ensemble E munit du produit scalaire (- | -) est donc un espace préhilbertien (un espace
de Hilbert si F est un espace vectoriel normé complet, i.e. si E est un espace de Banach),
on dit alors que (E,||-||g) est un espace vectoriel normé homéomorphe a un espace
préhilbertien. On arrive alors a la conclusion remarquable que si E n’est pas homéomorphe
a un espace préhilbertien, alors la condition d’ellipticité ne peut jamais étre vérifiée, quel
que soit le point critique! Et donc dans ce cas, il est nécessaire d’utiliser une nouvelle
norme pour obtenir la condition de croissance.

Remarque 3.3.7. La Proposition 3.3.1 donne une nouvelle condition suffisante d’ordre
deux d’optimalité locale pour un minimum libre, i.e. dans le cadre d’un probléme d’op-
timisation sans contraintes. Bien entendu, nous pouvons donner une version de cette
proposition dans le cas de contraintes affines de maniére similaire & ce qui a été présenté
dans la Section 3.2 (voir les conditions (3.2)) :

(CS2G) Ja>0 tq. VheE : J'@) h*>alh|,

ou Fp =FENKerT, Hy:= HNKerT et ou & € K. Cette version ayant longuement était
détaillée dans cette section, cf. notamment 1’équation (3.3).







CHAPITRE 4

Corrections des exercices

Solution de I’exercise 1.5.1 page 11:

1.

2.

Soit z € R" et v € R™ On a
flx+v)— f(z) =Alx +v) — Az = Av + o(v) ,

donc f est différentiable en x et f'(z) - v = Av.

On a f'(z) = A et f’ est constante donc continue. Donc f est de classe C! sur
R™.

Solution de I’exercise 1.5.2 page 11:
Prenons les cas, les uns apres les autres.

i

ii)

iii)

Soit une application constante f: U — F' définie par f(z) := yo, avec U C E
ouvert et yg € F. Alors, pour tout v € E tel que z4+v € U, on a f(x+v)— f(x) =
Yo — Yo = Op. L’application f est donc différentiable en x et son application
dérivée est donnée par

f'v U — L(E,F)
r +— f’($)20£(E7F).

L’application dérivée est constante donc continue et f est donc de classe C' sur
U.

Soit T'e L(E,F).OnaT(x+v)— (T(x)+T(v)) =0=o0(v), T € L(E, F), donc
I’application dérivée est donnée par :
T: E — L(E,F)
x — T'(z)=T.

L’application dérivée est constante donc continue et T" est donc de classe C! sur

E.

Soit une application affine de E dans F' définie par A(z) = T(z) + yo, avec
T e L(E,F) et yp € F. On a alors

Az +v) = (A(z) + T(v)) =T(x +v) +yo — (T(z) + yo + T(v)) =0 = o(v),
et T € L(E, F), donc 'application dérivée est donnée par :

A E — L(E,F)
x — A(z)=T.

L’application dérivée vérifie A’ = T”, elle est constante donc continue et A est
donc de classe C! sur E.
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Solution de ’exercise 1.5.3 page 11:

Soit z € Eetve E.Ona L(z+v) — L(z) = L(v) = Lv+ 0p = Lv + o(v), donc L
est différentiable en z et L'(x)-v = Lv, autrement dit L'(z) = L. L’application L’ est
constante donc continue et L est de classe C! sur E.

Solution de I’exercise 1.5.4 page 11:

Soit z € Eetve E.Ona A(z +v) — A(z) = L(x +v) + p— (L(z) + p) = L(v) =
Lv+0p = Lv + o(v), donc A est différentiable en x et A’(z) - v = Lv, autrement dit
A'(x) = L. L’application A’ est constante donc continue et A est de classe C! sur E.

Solution de l’exercise 1.5.5 page 11:
Soit (z,y) € E X F et (v,w) € EX F.On a

cf. |B(v, w)lle < K|v||gllwl|F et

[l el[wl]|F

K
(v, w)||ExF

=0 quand ||(v,w)|pxr = max(|[v]g, [w]r) = 0.

Ainsi définie, B'(z,y) est linéaire et continue donc B est différentiable en (x,y) et
B/(‘T;ay) ’ (v,w) = B(Ua y) + B<$7w)
L’application B’ est la somme de deux applications que I’on va montrer étre continues

pour conclure que B est de classe C! sur E x F. On note

Bi: ExF — L(ExFQG)
(SC,y) — Bl(xvy) = ((’U,’LU) = B(U,y)),

. By: ExF — L(ExF.G)
(l‘,y) — BQ(J}?y) = ((’an) = B(x,w))

L’application B; est linéaire et continue car

1B1(z,y)ll c(exre) = ’ su)rﬁilllBl(x,y)(v,w)Hc = Su)lﬁilHB(v,y)lla

< Klylr < Kll(z, y)ll exr,

par la continuité de B et ||y||r < |[(z,y)||exr = max(||z| &z, ||yllr). On fait de méme
pour Bs. Donc Bj et By sont continues et B’ = By + Bs est continue.
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Solution de P’exercise 1.11.1 page 29:
Les applications composantes de f admettent des dérivées partielles a tout ordre, conti-
nues en tout point de R3 donc f est C* sur R?, en particulier elle est C. V(x, vy, 2) € R3,

—ysinx — zcosx cosx —sinzx
Yz Tz yx

f/(.%', Y, Z) = Jf(i(}, Y, Z) =
Solution de I’exercise 1.11.2 page 29:

i) Soient Ey, Fs et F trois evn. Montrons que L2(E; x By, F) C C1(Ey x Ey, F), ol
Lo(Ey x Ea, F) est ’ensemble des applications bilinéaires de Ej x Es a valeurs
dans F', muni de la norme

1Bl 2oy x50, 1) = sup {||B(z, y)||p | |z][p, <1 et [lyllm <1}

Soit T = (Z1,T2) € Ey x Es. L’application partielle x; — B(x1,Z2), notée
B(-, ), est linéaire (évident) et continue, car (on omet les indices des normes
par commodité d’écriture) :

[1B(z1, T2)|| < |[Bllza[l|Z2]] = Clz1ll, €= [|B][l|z2]-
Ainsi B(+, Z3) est dérivable et 9,, B(Z) = B(+,Z2). On a donc :

gﬁ: E1><E2 — E(El,F)
0B
x = (z1,22) +—— a—xl(fv) = B(-,x2).
On peut écrire 0y, B := L o py avec pa(x) = x2 la projection canonique dans Fs

et
L: E2 — E(EI,F)

xe +—— L(z2) = B(:,z2).
L’application py est linéaire et continue (évident). L’application L est linéaire
(évident) et continue car :
[L(z2)[| = [ B(,22)[| = sup [[B(z1,z2)| < [|Bll[lz2]-
[|z1]]<1
Par composition, 0;, B est continue sur E; x Ej. Par un raisonnement symé-

trique, on peut montrer que 0., B est continue sur E; x Ey, donc par la Propo-
sition 1.11.1, B est C! sur E; x Ey. La différentielle est alors donnée par :

Ble)-v= (axl () opi+ 5@ o) v =5 (@) pi(v) + 5~ (2) - pa(v)
0B OB
= Txl(l‘) -1 + 87@(33) s Vg = B(’Ul,$2) + B(xl,’UQ)

avec x = (x1,x2) et v := (v1,v2) dans La(E; X Es, F). On peut noter que 1'on
peut utiliser la notation matricielle et écrire :

Bl(z) v (83 @) 28 )) (”1> — B(vy, 22) + Bla1, v2).

— —(z
or1 AR V2
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ii) La démonstration précédente se généralise bien au cas multilinéaire. On a donc

n n

Lo(]] E:. F) c (] E:, F),
i=1 i=1
avec Ly ([li=, Ei, F') 'ensemble des applications multilinéaire [[;~; £; muni de
la norme

TNz, 2oy = s T (s a)lle [ laalle, < 1o flznlle, <13

La différentielle de T' € L, (I]i=; Ei, F') est donnée par

V1
or oT “
T (z)v = (M(x) 8:62(:6)) : :ZT(ml,...,xi,l,vi,xiﬂ,...,:vn),

U =1

avec == (T1,...,%,) et v = (vy,...,vy) dans L,([Tj=, Ei, F).

Solution de I’exercise 1.11.3 page 29:

On peut écrire
n

n n
S agzizi+ Y bixi+c,
i=1j=1

i=1

(NN

fz) =

donc f admet des dérivées partielles continues a tout ordre sur R™ donc f est C*° sur
R”, en particulier elle est 2 fois dérivable. V(z, h) € (R™)?,

fle+h)==(A(@+h)|z+h)+(b|lx+h)+c

[(Az|x)+ (Az|h)+ (Ah|z)+ (AR|h)]+ (b]|x) + (b|h) + ¢

~ N RN =

() + (%(AJrAT)a:er\h) +%(Ah]h), ot %(Ah\h):o(HhH).

= Vf(z)= % (A—l—AT) x+bdonc Vf(x)=Azxz+bsi Aec Sym(n,R).
= V2 f(z) = (V) () = % (A+ AT) done V2f(z) = A si A € Sym(n, R).

Solution de I’exercise 1.11.4 page 29:

1. On note f = Qoz avec Q(z) = 1 (Az|z) — (b|z). f est deux fois dérivable sur
R car z(-) l'est et @ est deux fois dérivable sur R", cf. Exercice 1.11.

2. VteRon a

() = Q' (x(t)) - 2'(t) = (Ax(t) —bla'(t)), cf Exercice 1.11.
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On note f'(t) = (B o)(t) avec

¢: R — R?xR" o B R'xR" — R
t = () = ((Aox)(t) - b, /(1)) (z,y) > Blz,y)=(z]y).

I Remarque 4.0.1. On peut voir la matrice A comme une application linéaire.

On a alors
F'(@t) = B'((t) - ¥'(2)
= B(Ax(t) — b, 2"(t)) + B(AZ'(t), 2'(t))
= (Ax(t) —b|a"(t)) + (A'(t)|2'(2)) .

Solution de I’exercise 1.11.5 page 30:
82

Op ¥
e Vo € R, ) =x;,1t=1,...,n et z) =6, 1 <1,7 <n, donc
5%( ) ’ 6951-8%-( ) =0 1<) < i
admet des dérivées partielles & 'ordre 1 et 2 continues sur R” donc ¢ est C? sur
R™.

e Vx € R" Vh € R",

plath) = o (ot hlzth) = 3 (@]o)+ ([ h)+ 5 (b h) = pa) + (x| h) + p(h)

(4.1)
et ¢(h) = o(||h||)- On retrouve tout d’abord le développement limité a I'ordre
1 avec ¢/(z) - h = (x| h) et puisque p(h) = £ ¢"(x) - (h, h), cf. point précédent,
alors la formule (4.1) est le développement limité (exact) de ¢ en x a 'ordre 2.

Solution de I’exercise 1.11.6 page 30:
f = cosoy est 2 fois dérivable sur R™ car ¢ ’est et cos lest sur R.

o Vx € R", Vh € R",
fi(@) - h=cos'(p(x)) - (¢'(x) - h) = —sin(p(2)) - (x| h) = (—sin(p(z)) = | h).

= Vf(x) = —sin(p(z)) z.
e« Onnote Vf = Boy ou

P: R® — RxR"? ot B: RxR" — R"
z = () = (=sin(p(z)), o) (,y)  +— Blayy)=ay.
Puisque V2f(z) = (Vf)'(x), on a Vo € R", Vh € R™,

V2f(z)-h=(Vf)(z) h=B(x) () h
= B'(1(x)) - (—cos(p(x)) - (¢ () - h), h)
= B(—sin(p(x)), h) + B(—cos(p()) (x|h), )
= — (sin(¢(@)) I + cos(ip(x))za”) h.
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= V2f(z) = — (sin(p(x)) I, + cos(p(x)) zaT).

(Variante). On peut utiliser la relation f”(z) - (h,k) = ¢'(z) - k, ou U'on définit
g(x) = f'(x) - h, pour x, h et k dans R™. Dans notre cas g(z) = f'(z)-h =
—sin(p(z)) (x| h). La hessienne est alors donnée par

f(@) - (h,k) = = (cos(p(x)) (x| k) (x| h) + sin(p(x)) (k| h))

= kT [— (cos(gp(x)) zxl + sin(p(x)) In)} h
= kT V2f(2)h

Solution de I’exercise 1.11.7 page 30:

1. (Variante). On peut aussi noter f = / ©2¢. Alors puisque 2¢ est 2 fois dérivable
sur R, que /" est lisse sur R\ {0} et 2¢(z) = 0 < = = Ogn, on peut conclure
que f est 2 fois dérivable sur R™ \ {Og» }.

On a pour z € R"\ {Ogn} et h € R™ :

—_
—_

) b= () o) - 6'(@) 1) = 25— (el = (g )

On peut écrire f(z) = (-, a:?)l/z. Pour tout 1 < i < n,
af 1 1 T;
87331(51:)25 ximzm,
donc les dérivées partielles de f existent et sont continues sur R™ \ {Ogn} donc

f y est dérivable. = V f(z) = Hi—u

2. Pour tout t e R, h € R", on a f(Ogrn +th) — f(Orn) = f(th) = |t| ||h] donc
iy 4 (Orn +1h) — f(Orn) £ lim f(Orn +th) — f(Ogn)

t—0+ t t—0— t ’

donc f n’est pas dérivable en Ogn.

3. fl(z) = % est dérivable sur R™ \ {Ogn} en tant que composée entre x
(zT,||z||) dérivable sur R™ \ {Ogn} et (a,b) — a/b dérivable si b # 0, et b =
Jall 0 & 2 £ Oga.

On rappelle que pour tout x € R™ \ {Ogn}, h et k dans R", f"(x) - (h,k) =
(f'()-h)(z) - ket f'(z)-h =2 On a donc

[l

vt 1 i 1) _quz_m?]
F1@) ) = o (6190 L <W>MH>—kbm|um3”
= Vf(x) = H{"an - m

(Variante). On peut aussi faire : V2f(x)-h = (Vf) (z) - h avec Vf(z) = el



Solution de P’exercise 1.11.8 page 30:

1. f=2L||-|]?oF : f est deux fois dérivable sur R" en tant que composée de fonctions
deux fois dérivable.
On note ¢(y) = %||y||*> pour y € RP. Alors, f = p o F et pour tout z, h dans R”
on a

f@)-h=¢(F@) Fl(x)-h=(F(z)| F(x)-h) = (Je(@)" F)|h),

en identifiant la différentielle en z avec sa matrice jacobienne et en utilisant

I’adjoint.
= Vf(z) = Jp(x)" F(z).
Rappelons que si l'on note F(z) = >, F;(x)e;, ou (e1,...,e,) forme la base

canonique de R?, alors F”(z) - (h,k) = >¥_| F/'(x) - (h, k) e; € RP. Ainsi, pour
tout x, h et k dans R™, on a

(@) (hk) = (f'(:) - h)'(z) - k
= (F'(z) - k| F'(z) - h) + (F(z)| F"(z) - (h, k))
= kT | Jp(2)" Jp(z) + ij Fy(x) V2Fi(z)| h.
=1

= V2f(x) = Jp(x)" Jr(z) + Xp: Fi(z) V*Fj(z).
=1

Vf(z) = Jr(z)! F(z) = AT(Az —b),

V2f(x) = Jp(x)" Jp(z) + zpj Fy(z) V2Fi(z) = Jp(z)" Jp(x) = ATA.
=1
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Application
contractante, 24, 33, 40
de classe C', 9
de classe C*, 22
dérivée, 9
dérivée d’ordre k, 22
dérivée seconde, 19
linéaire, 3
linéaire continue, 2
lipschitzienne, 24

Cas fondamentaux, 29
Condition
d’ellipticité, 46, 52, 53
de croissance, 52, 53
nécessaire d’ordre deux, 46, 48
nécessaire d’ordre supérieur, 44
nécessaire du premier ordre, 43, 48
nécessaire et suffisante, 44
suffisante d’ordre deux, 46, 48
suffisante d’ordre deux généralisée, 52
suffisante d’ordre superieur, 45
Contraintes
affines, 48

Dérivée directionelle, 8

définie positive, 46
elliptique, 46
semi-définie positive, 46

Gradient, 8, 16
Homéomorphisme, 3, 35
Isomorphisme, 3, 7, 19, 35

Matrice
hessienne, 21
jacobienne, 18

Minimum
global, 43
local, 43
local strict, 43

Notation de Landau, 1
Opérateur hessien, 20
Point critique, 43

Théoréeme
d’inversion locale, 40
de Banach, 5, 37

de dérivation des composées, 10

Dérivée partielle, 15
Difféomorphisme, C¥-difféomorphisme, 37
Différentielle de Fréchet, 5

Equation

de Euler, 43
Espace

de Banach, 2, 35

métrique, 24

vectoriel normé, 1
Extrémum

libre, 43

lié, 48

Forme bilinéaire

des accroissements finis 1, 23
des accroissements finis 2, 25
des fonctions implicites, 41
du point fixe, 33

Two-norm discrepancy, 52

Valeur critique, 43
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