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Sujet d’examen — Equations différentielles
Consignes.

— Document autorisée : une feuille A4 recto-verso écrite a la main ;
— Durée : 1h30.

Exercice 1 (3 points).

1.1. Soient E, F deux espaces vectoriels normés. Soient 7' € Z(FE,F) et y € F. On note
P:E — F, 2+ P(z) = T(x) + y. Montrer que P est de classe €' et donner P'(z). A quel
espace appartient P’(x)?

1.2. Soient F, F' et G trois espaces vectoriels normés. Soient deux applications différentiables
f:E— Fetg: F— G.Donner pour tous = et v dans E, (go f)(x) - v.

Exercice 2 (6 points). Soient un entier n, une matrice réelle A de taille n x n et deux vecteurs
de R™ notés b et yo. Soit ¢ — y(t,y0) la solution du probleme de Cauchy : #(t) = Ax(t) + b,

z(0) = vo.

0
2.1. Donner y(t,yo) et a—y(t,yo) -v pour v € R™
Yo

2.2. De quel probléeme de Cauchy est solution Y (t) = —(¢t,y0) - v?

Soient g: R™ — R™ une application différentiable et xy € R™. Soit ¢t — x(¢,x) la solution du
probleme de Cauchy : @(t) = Az(t) + b, (0) = g(=zo).

0
——(t,xp) - v en fonction 9.

2.3. Donner z(t, zp) en fonction de y puis pour v € R™, donner 3
L0 Yo

3}
2.4. De quel probléme de Cauchy est solution X (t) dof a—x(t, xg)-v7?
o

Exercice 3 (3 points).

3.1. Soit la matrice

Calculer 'exponentielle de A, c’est-a-dire e”.
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3.2. Soit la matrice
11
A= [1 1}‘

Calculer I'exponentielle de A. Dans le calcul de e?, vous ne ferez apparaitre que les puissances 0
et 1 de la matrice A, c’est-a-dire la matrice identité et A. Les autres puissances de A ne doivent
pas apparaitre.

Exercice 4 (8 points). On considére la méthode & un pas suivante

r1=x0+h <Oéf(to,$0) +Bf (750 + gwo + gf(to,$0)> +f(to + h, 20 + hf@o@o))) :

4.1. Montrer que c’est un schéma de Runge-Kutta, autrement dit donner les k;, le nombre
d’étages et les coefficients du tableau de Butcher de la table [I]

c| A
bT

TABLE 1 — Tableaw de Butcher.

4.2. On donne les tableaux de Butcher pour les schémas d’Euler, du point milieu et des trapézes :

0 0l 0
0| 1/2 1/2 101 0
|1 0 1 11/2 1/2
Euler point milieu trapeze

Pour quelles valeurs du triplet («, 3, ) retrouve-t-on
— la méthode d’Euler;
— la méthode du point milieu;

— la méthode des trapezes?

4.3. Quelles relations doivent satisfaire le triplet («, 3,v) pour que la méthode soit
— consistante ;
— d’ordre > 1;
— d’ordre > 27

On effectuera les calculs dans le cas ou z(t) € R.

4.4. On considére maintenant dans R le probleme de Cauchy : @(t) = z(t), z(to) = xo. Donner
x1 en fonction de zg et de h. En déduire que cette méthode ne peut étre d’ordre 3.



