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Avant-propos

Dans le numéro 83 (juillet 2007) de MATAPLIL, ! J.-M. Coron et E. Trélat
définissent ainsi en quelques lignes la théorie du contrdle :

Un systeme de contrdle est un systéme dynamique sur lequel on peut
agir au moyen d’'une commande ou contrdle. La théorie du controle
analyse les propriétés de ce systéme dans le but de I'amener d’un état
initial donné & un certain état final, en respectant éventuellement cer-
tains criteres : c’est ’étape de réalisation de la commande. Les systemes
abordés sont multiples et leurs origines treés diverses (mécanique, élec-
tricité, électronique, biologie, chimie, économie. . .). L’objectif peut étre
aussi de stabiliser le systéme pour le rendre insensible a certaines per-
turbations (stabilisation), ou encore de déterminer des solutions opti-
males pour un certain critére d’optimisation (contrdle optimal). Pour
le modéliser, on peut avoir recours a des équations différentielles, in-
tégrales, fonctionnelles, aux différences finies, aux dérivées partielles,
etc. Pour cette raison la théorie du contréle est a I'interconnexion de
nombreux domaines mathématiques.

Tout le monde sait maintenir en équilibre un balai sur son doigt (pro-
bléme du pendule inversé). En revanche il est beaucoup plus difficile de
maintenir en équilibre sur son doigt un double pendule inversé, c’est-a-
dire un systeme composé de deux balais I'un sur 'autre, surtout si I’on
ferme les yeux. La théorie du controle permet pourtant de le faire. Mais
pour réaliser effectivement cet équilibre, mieux vaut disposer d’un bon
modele et savoir résoudre des équations.

L’objectif de ce cours est de présenter des techniques d’analyse et de réso-
lution de problemes de contréle optimal dans les équations différentielles ordi-
naires non linéaires. On considere un systéme dynamique sur lequel on peut agir
au moyen d’un contrdle. Résoudre un probléme de contrdle optimal consiste a
déterminer une trajectoire avec le controle associé permettant par exemple de
rejoindre une cible finale donnée, en partant d’une configuration initiale. Cette
paire trajectoire-controle doit étre optimale au sens qu’elle doit minimiser un cer-
tain critere. La valeur du critére pour une paire trajectoire-contrdle représente ce
que coiite d’appliquer tel contrdle le long de la trajectoire. Avant de résoudre un
tel probleme de controle optimal, il faut d’abord savoir si la cible est atteignable.
C’est le probleme de controélabilité. Le Chapitre 1 introduit les notions essentielles
de solution et de contrélabilité des systéemes dynamiques controlés. Dans le Cha-
pitre 2, nous donnons une définition générale d’un probleme de contrdle optimal
et nous présentons quelques exemples avec leurs solutions pour mettre en avant
les différences de structure des contrdles optimaux. Dans le Chapitre 3, nous
supposons ’absence de contraintes sur le controle. Dans ce cas, nous obtenons

1. http://smai.emath.fr/matapli_pdf/matapli83.pdf#page=60
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des conditions nécessaires d’optimalité que nous pouvons qualifier de faible. Nous
présentons ces conditions ainsi que les preuves s’appuyant sur le Chapitre 1. Nous
donnons ensuite des exemples et des exercices dans les cadres classiques du calcul
des variations et de la géométrie riemannienne. Dans le Chapitre 4, nous présen-
tons le résultat le plus important du cours, c’est-a-dire le Principe du Maximum
de Pontryagin (PMP). Le PMP fournit un ensemble de conditions nécessaires
d’optimalité dont on peut tirer profit afin de définir des algorithmes de résolu-
tion numérique des problémes de controle optimal. Ainsi, dans le Chapitre 5,
nous présentons la méthode indirecte de tir s’appuyant sur le PMP.

Ce support de cours est destiné aux éleves de 2° année du département
Sciences du Numérique de TENSEEIHT a Toulouse.



Table des matieres

Avant-propos

I Controle optimal

Chapitre 1. Systémes dynamiques contrdlés

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7

Introduction . . . ... .

Solution d’'un systeme controlé . ....... ... ...

Flot d’un systeme controlé . ... ...

Application entrée/sortie . .. ...

Ensemble accessible et controlabilité . ... ... . . .

Caractérisation hamiltonienne des contrdles singuliers .................

Calcul de controles singuliers . .. ... o

Chapitre 2. Problémes de contrdle optimal

2.1 Introduction . . ... ... ..
2.2 Formulations . . ... ... ...
2.3 Exemples . ...

Chapitre 3. Principe du maximum faible

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5

3.6
3.7

Mayer avec conditions terminales .......... ... . ... .. .. . .. ... ...

Lagrange avec conditions aux limites simples ........................

Bolza a temps final libre et conditions terminales .. ...................

Condition de Legendre et conservation du hamiltonien . ................

Exemples

3.5.1 Simple intégrateur et fonction de tir ................ .. .. ...

3.5.2 Calcul des variations. . . ... ..

3.5.3 Principe fondamental de la dynamique .......................

Condition du second ordre faible : cas Lagrange ... ...................

Exercices

Chapitre 4. Principe du maximum de Pontryagin

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6

Le principe du maximum . . . .. ... .

Exemples de maximisation de hamiltoniens..........................

Exemples de conditions de transversalité............................

Cadre hamiltonien et origine symplectique . .........................

Problémes affines en la commande. .. ....... ... ... .. ... .

Exercices

iii

N ot w W

11
13
14
18

21
21
22
24

33
33
35
37
41
43
43
45
48
51
55

61
61
64
67
70
74
76



Chapitre 5. Méthode indirecte de tir

5.1 Introduction par 'exemple. . ... ... ... .. . .
5.2 La démarche générale : condition aux limites simples ... ............ ...
5.3 Exemple avec conditions aux limites sous-dimensionnées ...............
5.4  Tir multiple de stabilité . . . ... ... .
5.5 Tir simple avec détections des commutations ........................
5.6 Difficultés numériques des méthodes de tir simple. .. ............... ...
5.7 Tir multiple de structure ... ... ... ... .

Chapitre 6. Corrections des exercices

IT Annexes

Chapitre A. Théorémes d’analyse et optimisation
A.1 Théoremes des accroissements finis et applications ... .................
A.2 Dérivabilité dans le cas fonctionnel . ....... ... ... ... . ... ... ... .. ..
A.3 Théoreme du point fixe . ... ..
A4 Application Inversion . .. ... ... ... ...
A.5 Théoreme d’inversion locale . .. ....... ... .. . . . . . . . . . .
A.6 Théoreme des fonctions implicites .. ......... .. i
A.7 Conditions nécessaires d’optimalité ... ...... ... ... ... ..............

Chapitre B. Calcul des variations

B.1 Introduction......

B.2 Solutions des problemes variationnels . .................... ... ... ...
B.3 Equation de Euler-Lagrange . ...............coooeeimmeiiiian...
B.4 Condition de Legendre . . .. ... ...
B.5 Extrémum libre et contraintes affines .......... .. ... ... .. . L.
B.5.1 Extrémum libre ....... .. . .
B.5.2 Extremum lié : contraintes affines ................... ... .. ...
B.5.3 “Two-norm discrepancy” ... ... ........iiiiiiiinn..

B.6 Condition de Jacobi
Bibliographie

Index

79
80
81
83
85
86
89
91

95

99

101
101
105
109
110
113
117
118

121
121
124
128
135
139
139
144
145
150

153

159



Premiére partie

Controle optimal






CHAPITRE 1

Systemes dynamiques controlés

1.1 Introduction.............iiuiiiiiin it i iniininenenenens 3
1.2 Solution d’un systéme contr6lé .............. .. i, 5
1.3 Flot d’un systéme controlé. . ... ...t eeenenens 7
1.4 Application entrée/sortie ......... . ittt 11
1.5 Ensemble accessible et contrdlabilité ....................... 13
1.6 Caractérisation hamiltonienne des contréles singuliers......... 14
1.7 Calcul de controles singuliers. . .. ....cviv ittt 18

L’analyse d’un probléme de controle optimal se déroule par étape : avant de
déterminer une trajectoire optimale joignant un état initial a une cible, il faut
s’assurer que cette cible soit atteignable (ou accessible). L’ensemble des états
atteignables a partir d’un état initial donné est appelé ensemble accessible.
Si toute cible se trouve dans cet ensemble, le probléeme est dit contrélable. La
contrélabilité d'un systéeme dynamique contrdlé est donc une propriété centrale
en controle optimal. Elle peut étre globale ou locale. De plus, cette notion de
controlabilité est liée a celle d’application entrée/sortie puisque I'ensemble
accessible est I'image de ’ensemble des lois de commande (ou contrdle) admis-
sibles par l’application entrée/sortie. Une derniére notion centrale concernant
les systemes dynamiques controlés est celle de contrdle singulier. En effet, les
controles singuliers, en partie, déterminent la frontiere de I’ensemble accessible.
Un point remarquable est que nous pouvons donner une caractérisation hamilto-
nienne de ces controles singuliers, et dans certains cas particuliers fondamentaux,
exhiber un véritable hamiltonien et une structure symplectique, responsable de
la géométrie sous-jacente. C’est ce que nous faisons dans ce chapitre.

1.1 Introduction

Nous considérons des systemes dynamiques régis par des équations différentielles ordi-
naires sur lesquelles nous pouvons agir au cours du temps par l'intermédiaire d’une com-
mande. Ces systemes que 'on peut commander sont au coeur de 'automatique, mais aussi,
et plus généralement, au coeur de la théorie du contréle optimal.

D’apres la description de V. Arnold [5], la théorie des équations différentielles ordinaires
(sans commande) est I'un des principaux instruments des mathématiques. Elle permet d’étu-
dier quantité de processus d’évolution déterministes, finis et différentiables. On dit
qu’un processus est déterministe si toute son évolution et son passé sont définis de fagon
unique par son état présent. L’ensemble de tous les états de ce processus s’appelle I’ espace
des phases. Ainsi, en mécanique classique, on étudie le mouvement de systemes dont 1’ave-
nir et le passé sont univoquement définis par les positions et les vitesses initiales de tous les
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points du systeme. L’espace des phases d’un tel systéme mécanique est un ensemble dont
les éléments sont constitués par I’ensemble des positions et vitesses de tous les points du
systeme considéré. En mécanique quantique, le mouvement des particules n’est pas un pro-
cessus déterministe. Un processus est de dimension finie s’il en est de méme de son espace
des phases, c’est-a-dire si est fini le nombre des parametres indispensables a la description
de sont état. Tel est en mécanique classique par exemple, le cas d’un systéme constitué d’un
nombre fini de points matériels ou de corps solides. Les mouvements des fluides en hydrody-
namique, les vibrations de la corde de la membrane, la propagation des ondes en optique et
en acoustique sont des exemples de processus qu’il est impossible de décrire dans un espace
des phases de dimension finie. Un processus est différentiable si son espace des phases est
muni d’une structure de variété différentielle et si ses changements d’états dans le temps,
sont définis par des fonctions différentiables. Les coordonnées et les vitesses des points d’un
systeme mécanique sont différentiables par rapport au temps contrairement aux mouvements
étudiés en théorie du choc. En mécanique classique donc, le mouvement d’un systeme peut
étre décrit par des équations différentielles ordinaires, tandis que d’autres procédés seront
nécessaires, en mécanique quantique, en théorie de la chaleur, en hydrodynamique, en théorie
de I’élasticité, en optique et en acoustique par exemple.

D’apres la description de F. Jean [49], les systémes contrdlés (ou commandés) peuvent
étre de natures variées : systéme mécanique (moteur, robot, drone, satellite, avion), processus
chimique (réacteur, colonne de distillation), circuit électrique ou électronique, gestion de
portefeuille (économie)... Un tel systéme résulte d’une relation entrée/sortie ou 'entrée u
représente le controle (ou commande) qui nous permet d’agir sur le systéme et la sortie y
représente ce que l'on observe du systeme, généralement sous forme de mesures prises par
intervalle de temps. On peut représenter cette relation par le schéma suivant.

u

N y
— Systeme ]—»

Les enjeux sont ici d’analyser le comportement du systéme via la sortie ¥y, en fonction
de l'entrée u et de synthétiser les lois de commande & imposer en entrée afin d’obtenir
un comportement souhaité. Nous utilisons une description interne du systeme, décrit par
une modélisation mathématique des phénomeénes physiques agissant sur le systéme. Il s’agit
de 'approche par représentation d’état, en opposition a ’approche par représentation par
fonction de transfert. Nous considérons donc que le systéme au temps t est décrit par
son état x(t) et nous modélisons I’évolution du vecteur x(t) au cours du temps par une
équation différentielle ordinaire commandée, appelée systéme (dynamique) commandé,
de la forme :

(t) = f(t,z(t), u(t)). (1.1)

La sortie y(t) est donnée par une relation de la forme y(t) = g(¢, z(t), u(t)). Typiquement,
pour chaque instant ¢, x(¢) est un vecteur de R"™, u(t) un vecteur de R™ et y(¢) un vecteur
de RP. On appelle loi de commande une fonction ¢ +— wu(t), définie sur un intervalle
[to, Tu[, avec tg € R linstant initial & partir duquel on commence & agir sur le systéme et
Tu € RU {400} tel que ty < 7, un instant limite aprés lequel la loi de commande n’est plus
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définie. & une loi de commande u(-) donnée ! est associée une équation différentielle ordinaire

&) = fu(y (& x(8)), € [to,7ul; (1.2)

avec fy(y(t,x) = f(t,z,u(t)). Ainsi, une fonction d’état z(-) est solution du systeme com-
mandé (1.1) s’il existe une loi de commande u(-) telle que z(-) est solution de I’équation
différentielle (1.2).

Les premieres questions essentielles portent sur ’analyse du comportement dynamique
du systeme et d’autre part sur la synthese des lois de commande. En ce qui concerne le
premier point, les questions sont les suivantes :

o Est-il possible de trouver une commande u(-) qui ameéne un systéme, d’un état initial
xo au temps initial to, a un état terminal quelconque x ¢, au temps final t =t ? C’est
le probléeme de la controlabilité.

« Les connaissances de la sortie y(t) et du controle u(t) pour tout t € [ty , 7,[, permet-elle
de déterminer ’état x(-) pour tout ¢ € [to, 7,[ (ou de maniére équivalente, I’état initial
xo) ? C’est le probleme de l'observabilité.

Pour la syntheése des lois de commande, les premieres questions sont :

o Si la réponse a la question de la controlabilité est positive, comment calculer la loi
de commande réalisant le transfert de ’état initial a la cible, en temps fixé? C’est la
question de la planification de trajectoires.

o Si la réponse a la question de la controlabilité est positive, comment calculer la loi
de commande, si elle existe, qui réalise le transfert de ’état initial a la cible tout en
minimisant un critére donné? On entre ici dans la théorie du contréle optimal.

o Comment construire, si possible, un contrdle u(-) qui stabilise asymptotiquement le
systéme autour d’un état d’équilibre x., c’est-a-dire tel que, pour toute condition ini-
tiale xg, potentiellement suffisamment proche de x., on ait lim;_, o x(t) = z¢ 7 Clest
la question de la stabilisation ou régulation.

1.2 Solution d’un systeme controlé

Soient © un ouvert de R”, II un ouvert de R™ et une application de classe €

fi QxI — R
(z,u) > f(z,u).

On considere le systéme dynamique controlé, ou équation différentielle ordinaire contro-
lée, de la forme

£(t) = f((t), u(t))- (3u)

Remarque 1.2.1. Attention, dans la définition de f, les variables x et u sont des vecteurs
de R™ et R™ respectivement. Alors que dans I’équation différentielle contrdlée, x et u sont
des fonctions du temps, c’est () et u(t) qui sont des vecteurs de R™ et R respectivement.
C’est pourquoi, pour ne pas confondre, on note parfois z(-) et u(-) les fonctions d’état et
de controle qui dépendent du temps.

1. Nous écrivons u(-) et non u pour insister sur le fait que cet objet est une fonction du temps et non pas
un vecteur de R™. Ce ne sera pas toujours le cas.
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Remarque 1.2.2. Nous nous restreignons ici aux systémes autonomes, pour lesquels
I’application f ne dépend pas explicitement du temps ¢, pour faire ressortir 'influence
de la commande sur la régularité des solutions de (¥,). Dans ce cas, nous pouvons fixer
lorigine des temps, par exemple a 0.

Il est important de préciser a quelle classe de fonctions appartiennent les lois de commande
u(-). En pratique, celles-ci peuvent étre extrément irrégulieres, en particulier discontinues
(par exemple, si l’action est controlée par un interrupteur). La classe choisie doit donc couvrir
ces possibilités mais elle doit aussi permettre d’assurer I'existence de solutions pour I’équation
associée (1.2). Nous supposerons donc qu’'une loi de commande u(-) est une fonction définie
sur un intervalle [0,7,[, avec 7, € R} U {+0o}, mesurable et essentiellement bornée,
c’est & dire dans l'espace? L>([0,7,[,R™) et & valeurs dans II, 4.e. dans L>=([0, [, II). On
notera

U = {u() € ([0, 7,[,T0) | 7y € R} U{+00}}

cet espace, qui contient donc 1’ensemble des lois de commandes autorisées pour (X,). Avec
une telle classe de lois de commande, I’équation (1.2) ne vérifie pas les hypotheses classiques
du théoreme de Cauchy-Lipschitz assurant ’existence et I'unicité de solutions maximales ; en
particulier, ¢ — fu(.)(t, x) n’est pas nécessairement continue. Nous utilisons donc la notion
suivante de solution au sens de Carathéodory. 3

Définition 1.2.1 — Solution de (3,,)

Soit u(-) € U, définie sur [0, 7,[. On appelle solution de (¥,) tout couple (I,z(-)),
ou I est un sous-intervalle de [0,7,[ et z(-): I —  est une fonction absolument
continue®, telle que pour tout ¢, ty dans I :

t
z(t) = z(to) + t fz(s),u(s)) ds.
0
En particulier, z(-) satisfait ©(t) = f(z(t), u(t)) presque partout sur I. D’autre part,
une solution est dite maximale si elle n'admet pas de prolongement & un intervalle
strictement plus grand.

Remarque 1.2.3. Nous pourrions considérer des lois de commande plus générales, dans
L7y, par exemple, c’est-a-dire seulement essentiellement bornées sur tout compact. % Ce-
pendant, dans de ce manuscrit, nous nous limitons a des problémes de controle optimal
définis sur un intervalle de temps compact. Ainsi, les lois de commande considérées sont
dans tous les cas essentiellement bornées sur tout l'intervalle de temps considéré, c’est-a-
dire dans L*™°. Quant a la régularité de la fonction d’état x(-), nous pouvons mentionner
que sa dérivée est (presque partout) bornée sur chaque sous-intervalle compact, ceci vient
du fait que le second membre f de ’équation (X,,), qui est continu, est composé avec des
controles supposés essentiellement bornés et avec la fonction d’état elle-méme continue

. L0, 7[,R™) ={u: [0, 7o = R™ | w mesurable et 3C > 0 t.q. ||u(t)|| < C p.p. sur [0, 7[}.

. cf. https://tinyurl.com/caratheodory-wikipedia.

.2 € AC([a,b],R™) & = € L'([a,b],R™) et Ty € L*([a,b],R™) : V¢t € [a,b], z(t) = z(a) + faby(s) ds.
.o €L (Z,R")si plg € L*(Z,R"), VK C I compact, ou 1k est la fonction caractéristique de K.

Tt = W N


https://tinyurl.com/caratheodory-wikipedia
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(puisque absolument continue). Ainsi, les solutions z(:) sont en fait localement lipschit-
ziennes et pas seulement absolument continues, et ceci marche aussi pour des controles
dans Li. . Enfin, nous pouvons ajouter que puisque I'on se restreint a des intervalles de
temps compacts, les solutions sont donc lipschitziennes.

Nous avons alors le théoréme suivant qui n’est qu’un cas particulier de [67, Lemme 2.6.2],
nous assurant 'existence et 'unicité de solution maximale pour (%,).

Théoréme 1.2.2 — Existence et unicité de solutions maximales

Soit f: Q x II — R” de classe €1, Q ouvert de R™, II ouvert de R™ et soit xo € .
Alors, pour toute commande u(-) € U, définie sur [0, 7,[, il existe une unique solution
maximale x(-) (au sens de la Définition 1.2.1) de @(t) = f(x(t),u(t)), définie sur un
intervalle I inclus dans [0, 7,[ et contenant 0, telle que x(0) = xy.

1.3 Flot d’un systéme contrdélé

Soient 2 un ouvert de R™, II un ouvert de R™, zg € €, et une application de classe €,
f:QxII — R (x,u) — f(x,u). Ces hypothéses assurent d’apres le Théoreme 1.2.2, que
pour tout contrdle u(-) € U, défini sur [0, 7,[, avec 7, € R: U {400}, il existe une unique
solution maximale que I’on notera

t— ®(t, zo,u(-)),

définie sur un intervalle I de la forme [0,t,[, avec t,, < 7,, telle que x(0) = xg, et vérifiant
presque partout (t) = f(x(t),u(t)) = fu.)(t,2(t)). Si par exemple Q = R", 7, = +00 et
si le temps limite ¢, est fini, i.e. t, < 400, alors la trajectoire part a l'infini quand ¢ tend
vers t,, d’apres le critére de maximalité (ou théoreme d’échappement), cf. [30, Section V.2.6].
Par exemple, si on considére le systéme & = 2% + u avec comme condition initiale z(0) = 0,
alors on voit que pour u(-) = 1 défini sur tout R, i.e. 7, = 00, la trajectoire solution associée
t — tant explose en t,, = w/2. Elle n’est donc définie que sur U'intervalle [0, t,[ avec t,, < 7.

Remarque 1.3.1. Si nous fixons un temps ¢ > 0 et que nous nous intéressons aux
solutions seulement sur U'intervalle [0, ], alors, nous pouvons considérer les controles u(-)
dans L*°(]0,t],II). En effet, nous pouvons toujours prolonger u(-) sur ]t,oc] par 0 par
exemple pour avoir un controle dans U.

On introduit la définition suivante qui fait disparaitre les difficultés introduites par les
temps t, et 7.

Définition 1.3.1 — Ensemble des controles admissibles

Soient t > 0 et xg € Q. On note Uy 4, 'ensemble des contréles admissibles sur [0, ]
avec zp comme condition initiale, c’est-a-dire les controles u(-) € L*>(]0,t],II) tels que
O (-, z0,u(-)) est bien définie sur [0,¢].

Ainsi, 'application ® est définie sur

D= {(t,xo,u(:)) |t e Ry, o € Q, u(-) € Uszy}-
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On définit alors pour ¢ > 0, le flot (au temps ¢) du systéme contrdlé (2,) :
P, Dy —
(zo,u()) > Pz, u(’)) = (t, 2o, u("))

avec Dy == {(zg,u(-)) | (¢,z0,u(-)) € D}. Concernant la régularité du flot, nous avons :

(1.3)

Théoréme 1.3.2 — Régularité et différentielle du flot

Soit T > 0. Soit f: Q x II — R" de classe €', avec Q C R" ouvert et II C R™
ouvert. Soit une solution z(-): [0,T] — Q de (X,) associée a la commande u(-), tels
que (xg,u(-)) € Dp, zo = z(0).

Soit t € [0,T]. Alors, il existe un voisinage de (zg,u(-)) dans Q x L>®([0,¢t],1I) sur
lequel I'application ®; est bien définie. De plus, ®; est €' sur ce voisinage et sa
différentielle en (zo,u(-)) est donnée pour tout dxy € R™ et du(-) € L>®([0,t],R™)
par :

(2o, u(*)) - (6o, du(-)) = dxz(t),

ot 0x(t) est la solution au temps t de

= _8f

0
ox(s) = . /

(x(s),u(s)) - dz(s) + %(:c(s),u(s)) ~ou(s), 0x(0) = dxo.

» Rappelons que I'espace de Sobolev AC([0,t], R?) = WL1(][0,#],R") = W,}:! et I'espace
de Lebesgue L>([0,t],R™) = LY munis de leurs normes usuelles sont des espaces de
Banach [22]. Nous introduisons aussi la notation L!([0,¢], R?) = L.. Définissons quelques
applications qui vont nous étre utiles.

1. Définissons 'application
F: Wl’l([()?t]vg)XLOO([Oat]’H) — L111
(z,u) — F(z,u)

telle que Vs € [0,t], F(x,u)(s) = f(z(s),u(s)). On a F de classe €' car f est €.
Ce fait n’est pas trivial, F' est un opérateur de Nemytskii (ou de superposition),
cf. [4]. Ce résultat est légerement plus général que celui de la Proposition A.2.1.

2. Définissons 'application linéaire

D: wht — L}
xr — D(x):=1.

Cette application est continue car
1Dy = ll&lLy, < Nl = lelley + 2l
Ainsi, Vo € W, Viz € WhHi,
D'(x) - 6z = D(6z) = ba.
3. Définissons, pour s € [0,¢], 'application linéaire et continue (évident)

Lg: Wyl — R
x> Lg(x) = z(s).
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Ainsi, Vo € Whl Véz € WH Ll(x) - §x = Ls(dz) = dx(s).

On définit ensuite I’application

U Whi([0,1],9Q) x Q x L>=([0,¢],1I) — L. xR"
(z,xo,u) — (D(z) — F(x,u), Lo(x) — xp),

qui est une application de classe €' puisque D, F et Ly sont €'. On note Z, Zg et u la
solution de (X,) de I'énoncé qui est associée, avec la nouvelle notation, & Zg et u. Nous
voulons appliquer le théoréme des fonctions implicites (A.6.1) & ¥ au point (Z, Zo, @), sur
Iouvert WH1([0,1],9) x Q x L>([0,],1I) de I'espace de Banach W' x R™ x L. Pour
cela, nous devons vérifier que 9,V (Z, Zo, u) est inversible. Elle est inversible si, pour tout
(y,v) € L x R™, il existe un unique éz dans W' tel que

ov =~ OF

%(J},i’o,ﬁ) cox = (0x — a—m(:?:,ﬂ) -0z, 0x(0)) = (y,v).

Il s’agit donc de résoudre 1’équation différentielle ordinaire linéaire avec second membre :

= 0
ox(s) = a—i

dz(0) = v,

(‘7_5(8)771(5)) ’ (5%(8) + y(8)7 s € [07t]7 (1‘4)

qui admet bien une unique solution dans W', cf. [67, Section C.3]. D’aprés le théoréme

des fonctions implicites, il existe un voisinage V' de (Zg, u) dans Q x L*°([0,¢],II) et une

application ¢: V — WHL([0,#],9Q) de classe €, tels que, pour tout (xq,u) € V,
\11(90(‘%07 U), Zo, u) =0,

c’est-a-dire que ¢(x,u) est solution sur [0,¢] de (X,,) et vérifie ¢(xg,u)(0) = xo. Autre-
ment dit, ®;(xg,u) = ©(xg,u)(t) = (L 0 p)(x0,u) et donc ®; est bien définie et € sur
V, et sa différentielle en (Zo,u) contre le vecteur (dxg, du), notée dx(t), est donnée par

ox = ¢ (Zo, ) - (6, Ou)
ov -1 ov ov
= —<ax(:v,xo,u)) ) (6%(%950,“) 0z0 + %(9575507“) ’ 5“)
B 3\1:___>_1<8F__ )
_ <ax<m’m0’u) . %(a:,u)-éuﬁa?o ,

qui est la solution de (1.4) avec y = 0, F(Z,u) - du et v = dxg. Le théoréme est démontré.
|

Corollaire 1.3.3
L’ensemble D; est un ouvert de Qx L*°([0,t],II) et Uy 4, est un ouvert de L>°([0, t],II).

Nous pouvons donner une explication intuitive du Théoréme 1.3.2. Considérons donc
une solution z(:) : [0,7] — Q de (X,,) associée & la commande u(-) et notons zg = z(0).
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Supposons que (xg,u(-)) € Dr. Soit maintenant une paire (dzg, du(-)) € R™ x L>(]0,T],R™)
telle que (z¢ 4 dxo,u(-) + du(-)) € Dr. On note x(-) + dz(-) + - -+ la solution de condition
initiale z¢+dz( associée au controle u(-)+ou(-), ou dz(-) est la variation a l'ordre 1 et le reste
regroupe les variations d’ordres supérieurs. Autrement dit, dz(t) = ®}(zg,u(-)) - (dzo, ou(-))
pour tout ¢ € [0, 7. Calculons dz(t) pour ¢ € [0,T] fixé. Pour tout s € [0,¢], on a

% (x+0x+---)(s) = f(z(s) + dz(s) + - ,u(s) + ou(s))

= Jlals),u(s)) + S (w(s),u(s)) - als) + T2 (a(s), u(s)) - dus) +
et xg + 0xg = x(0) + 0x(0) + - - -. Ainsi, puisque #(s) = f(x(s),u(s)), on obtient que dx(t)
est la solution au temps t de

() = 2L (s), u(s)) - Ga(s) + 92 (a(s) u(s)) - Sus)

0x(0) = dxo.

Cette équation différentielle étant affine, la solution est donnée par
t
5a(t) = R(t,0) 5o+ / R(t, s) B(s) du(s) ds,
0

avec B(s) == 0, f(z(s),u(s)) et ou R(t,tp) est la résolvante de I’équation différentielle homo-
gene : 0&(s) = Op f(x(s),u(s)) - dx(s).

Exercice 1.3.1: Retrouver I'expression de la différentielle de ®; a partir de I’équation
intégrale

Bulro,ul)) = w0+ [ F(@y(r0,u()),u(s)) s,

Dépendance par rapport a l’instant initial. Considérons un systéme contrélé non
autonome de la forme

o(t) = f(t x(t), u(t)) (1.5)
ou la fonction f est de classe €' sur Z x Q x II, ou Z est un intervalle ouvert de R, Q un
ouvert de R™ et II un ouvert de R™. On note ¢ — ®(, tg, zo, u(-)) la solution (maximale) du
systéme (1.5), pour une loi de commande u(-) donnée, vérifiant la condition initiale z(tg) =
xo. Pour un quadruplet (¢1,to, zo,u(-)) € Z x Z x Q x L>®(Z,1I) tel que t — ®(¢,to, xo, u(+))
est bien définie sur [to,t1], la différentielle de l'application partielle tg — ®(¢1, to, zo, u(-))
est 'application qui & dtg € R associe

0P
6$(t1) = ?(tht()am(]’u(')) ’ 6t07
to
la solution au temps t; de I’équation différentielle linéaire homogene
= 0
a(t) = L (1, 2(0), u(t)) - (r),

6z (to) = —f(to, o, u(to)) dto,
ou x(t) = D(¢,to, zo, u(+)).
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Remarque 1.3.2. On adopte pour la suite la notation U, ¢, ., pour l’ensemble des
contrdles admissibles sur [to,t1] associés au systéme (1.5) et a la condition initiale
x(tg) = xo. Cette notation est utile dans le cas non autonome.

Exercice 1.3.2: Retrouver de quelle équation différentielle est solution

oo
%(tla tO? Zo, u()) : 51:0

a partir de ’équation intégrale

(I)(tlvtO; Zo, u()) =20 + " f(tv (I)(t7t07x07u('))7u(t)) di.

to

Le Théoréme 1.3.2 montre que I’étude de la différentielle du flot d’un systeme commandé
revient a I’étude d’une équation différentielle commandée linéaire. Introduisons alors la notion
d’équation linéarisée.

Définition 1.3.4 — Equation linéarisée

Soit z(-): [0,7] — € une solution de (¥,) associée a la commande u(-) €
L*>([0,T7],1I). L’équation différentielle sur [0, 7]

a() = X (a(t), u(e)) - d2(0) + 2L (w(a), u) - suce),

pour du(-) € L*([0,T],R™) fixé, est appelé équation linéarisée de (¥,) autour de

(@), u())-

Un cas particulier tres intéressant est celui ot le systéme est linéarisé autour d’un couple
d’équilibre, c’est-a-dire d’un couple (z¢,u.) € Q x II tel que f(xe,ue) = 0. L’état z. est
alors une solution stationnaire de (X,) associée a la commande constante u, et le systéme
linéarisé de (¥,) autour de (x.,ue) est linéaire et autonome si 'on considére une variation
de commande de la forme du(-) = Kdz(-) :

of of

dx(t) = (A+ BK)dx(t), A= %(aze,ue) et B= %(xe,ue).

Nous obtenons alors que le schéma suivant commute :

Remarque 1.3.3. Pour stabiliser asymptotiquement le systéme non linéaire (3,) autour
de I’équilibre (x.,u.), il suffit alors choisir K de sorte que les valeurs propres de A+ BK
soient a partie réelle strictement négative. C’est ce que I'on appelle le placement de pdles.

1.4 Application entrée/sortie

Pour alléger les notations, nous utilisons la notation u a la place de u(-). Nous revenons
a un systeme autonome.
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i) = fla(t),ut)) Jauiozeade?;of{ 52(t) = Ada(t) + Boult

Bouclage : | u(t) = ue + K (z(t) — x.) Bouclage : | du(t) = Kdz(t)

Y Y

= g(z(t)) W Linéarisation :(
= F(a(t), ue + K (2(t) — xe))J autour de z, L

i(t)

5a(t) = (A + BK)sx(t)

F1GURE 1.1 — Bouclage par retour d’état et linéarisation autour de points d’équilibre.

Définition 1.4.1 — Application entrée/sortie

On appelle application entrée/sortie au temps t > 0 et au point z¢ € 2, applica-
tion partielle
Equo : Ut,xo —
u > Eig(u) = ®(tx0,u).

Cette application est fondamentale en théorie du contrdle optimal [19, 20, 72]. Nous
donnons ici une propriété sur la régularité de cette application, comme corollaire du Théo-
reme 1.3.2.

Corollaire 1.4.2 — Différentielle de I’application entrée/sortie

Soient g € Q,t > 0 et u € Uy 4. Alors Ey 4, est de classe €1 et sa différentielle en u
suivant le vecteur du € L*°([0,t],R™) est donnée par :

(u) - du = @(xo, u) - ou = /t R(t,s) B(s) du(s) ds,
0

El
ou

t,xo

otl R est la résolvante de I'équation linéarisée de (X,) autour de (®(-,zg,u),u) et ou
B(S) = uf((b(87 Zo, U), U(S))

Exemple 1.4.1. Considérons un systéme linéaire autonome de la forme
(t) = Ax(t)+ Bu(t), AeM,[R), BeM,n,[R). (Xu,r)

Alors, on a
t
Bty (u) = @y(wo,u) = ®(t, w0, u) = etAxO + /0 =B U(S) ds,
(ici R(t,s) = e=9)4) qui est affine en u et dont la différentielle est donnée par

t
Ef ., (u) - 0u = / e DAB §u(s)ds.
’ 0 O
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1.5 Ensemble accessible et controlabilité

On s’intéresse ici a la question suivante : étant donnés le systeme (¥,) et une condition
initiale xg € €1, ol peut-on aller en temps fini ¢ > 0, en faisant varier le contrdle u? Nous

définissons tout d’abord la notion d’ensemble accessible.

Définition 1.5.1 — Ensemble accessible

L’ensemble accessible (ou atteignable) A(t, zo) en temps ¢ > 0 depuis z¢ € ) pour
le systeme (X,,) est 'ensemble des solutions au temps ¢ pour tout u € Uy 4, :

A(t,z0) = {Etgo(u) | u € Up gy} = Im E} 4.

Sous de bonnes hypothéses, voir la notion de “bracket generating system” de [1, Cha-
pitre 8 et Section 1.4], 'ensemble accessible A(zg) = {A(t,z0) | t > 0} est d’intérieur non
vide. Les Figures 1.2 et 1.3 montrent, sous ces hypotheses, de possibles ensembles accessibles

tandis que la Figure 1.4 montre des cas impossibles.

FIGURE 1.3 — Ensembles accessibles possibles ayant des bords non-lisses, anguleux (gauche)
ou cuspidal (droite).

On note Int(A) l'intérieur d’un ensemble A et Front(A) sa frontiere.
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FIGURE 1.4 — Ensembles accessibles non possibles, de dimension non pleine (gauche) ou avec
des points frontiéres isolés (droite).

Définition 1.5.2 — Controlabilités

Soit le temps ¢ > 0. Le systéme (X,,) est :
« contrélable depuis xg € Q en ¢ si A(t,xo) = .
« complétement contrélable en t si A(t, o) = Q pour tout zy € Q.

o localement contrélable en xp € Q en t autour de z1 € Q si x; € Int(A(¢, zo)).

Remarque 1.5.1. Si E} ,, est surjective alors (3,,) est controlable depuis g en temps t.

Si Ej ,,(u) est surjective alors (¥,) est localement contrélable autour de Ey 4 (u), cf. Pro-
position 1.6.2 ci-apres.

Nous avons le résultat standard suivant dans le cas linéaire.
Théoréme 1.5.3 — Critére de controlabilité de Kalman

Le systéme linéaire (3, 1) est complétement contrélable en tout temps t > 0 ssi

rang [B AB --- A" 'B] =n.

» Voir par exemple [67, Théoreme 3] ou [49, Corollaire 6.1] pour la preuve. [

Pour plus de détails concernant les notions de contrdlabilité, voir [19, 48, 50, 65, 72].

1.6 Caractérisation hamiltonienne des controles singuliers
On considére dans cette sous-section un triplet (¢, xo,u) € D.
Définition 1.6.1 — Controéle régulier, singulier

Le controle u est dit régulier si Ej, (u) est surjective. Sinon, il est dit singulier.

La notion de contrdle singulier est centrale en contrdle optimal [19, 20, 72]. Une simple
application du Théoréme A.7.2 de I'application ouverte non linéaire, nous donne le résultat
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suivant. Voir aussi la Figure 1.5 pour une illustration du cas u régulier.

Proposition 1.6.2
Si w est un contréle régulier pour Ey ,,, alors (X,) est localement contrélable en xg

autour de Ey 4, (u) en temps t.

’—-\
d RN Pl
\ \ B 2, / AN
\ \ ’ | \
} \ | N
—>
// i :I /l hd )
/ / / Efﬂ»‘() (u) /
{ J \ /
/
e
\\\____/’ \\\5___’//
V Et@o (V>
utyl“o A(t7 .ZIZ'O)

FI1GURE 1.5 — llustration du cas u régulier. L’ensemble V' est un voisinage ouvert de u. Dans

le cas régulier E; (V') est un voisinage ouvert de Ey 4, (u).
Le corollaire suivant est immédiat et fondamental.

Corollaire 1.6.3

Si B 2, (u) € Front(A(t, z¢)), alors le contréle u est singulier.

Remarque 1.6.1. Un systeme contrdélé peut étre localement contrélable le long d’une
trajectoire singuliére (i.e. associée & un contrdle singulier) : & = u3, u = 0 singulier.

Nous pouvons synthétiser les propriétés ci-avant de la fagon suivante :
u régulier = Ej ,, est localement ouverte en u
= A(t, z0) est localement ouvert au point E ;,(u)

= (X,) est localement contrdlable en z autour de E; 4, (u) en temps ¢.

Par contraposée, nous avons

Ey 4o (u) € Front(A(t, zg)) = u singulier

mais attention, on peut avoir u singulier et A(t, ) localement ouvert en Ey ,,(u).
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Avant de donner une caractérisation hamiltonienne des contrdles singuliers, faisons la dé-
finition suivante pour introduire ce que 'on appelle le pseudo-hamiltonien associé au sys-
teme (3,,).

Définition 1.6.4 — Pseudo-hamiltonien
Le pseudo-hamiltonien associé au systéme (3,,) est la fonction

H: Ox(R")'xII — R
(2, p,u) — H(z,p,u) =p- f(z,u).

Nous avons alors la caractérisation suivante des controles singuliers.
Théoréme 1.6.5 — Caractérisation hamiltonienne des controles singuliers

Supposons u singulier sur [0,t] et notons x(-) = ®(-,x9,u) la trajectoire associée.
II existe alors une application p: [0,t] — (R™)*\ {0} absolument continue t.q. pour

s€[0,t] p.p.: - - -
i(s) = ol (s = =G 0= T

ot H est le pseudo-hamiltonien associé au systéme (3,,) et ou [s] = (z(s),p(s),u(s)).
On appelle p(s) le vecteur adjoint a x(s) (ou covecteur).

» Par définition Ej, (u) n’est pas surjective. Ainsi, 3A € (R")"\ {0} orthogonal au
sous-espace vectoriel Im Ej , (u), i.e. t.q. Vou € L=([0,t],R™)

A (B g (u) - 0u) of: 142y /t R(t, s) B(s) du(s) ds = 0,
0

avec B(s) = 0uf(z(s),u(s)) et ot R(t,s) est la résolvante de 'équation différentielle
linéaire homogene X (1) = 0, f(z(7),u(r)) - X(7), X(s) = I,. Posons

pls) == AR(t,5) € (R")"
pour tout s € [0,t].% Alors, tout d’abord p(s) # 0 car X # 0. Ensuite, on a :

OR OH

B(s) = Agp(ts) = —AR(L, 5)A(s) = —p(s)A(s) = =5[]

cf. Remarque 1.6.2, qui s’appuie sur la différentielle d’une solution d’une équation diffé-
rentielle par rapport a I'instant initial. Et enfin on a :

/Otp(s) B(s) du(s) ds =0,
et comme ceci est vrai pour tout du € L*°([0,¢],R™) on peut conclure :
= p(-) B(-) L L>([0,#],R™) == L, car L C L2,.
= p(-) B(-) =0, car L = L2,. Voir [75, Proposition 2.32.1 et Corollaire 3.28.7].
= Vs €[0,t] p.p., p(s) B(s) = p(s) Ouf(x(s), u(s)) = duH][s] = 0. N
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Remarque 1.6.2. Faisons le rappel suivant. Soit R(t, s) la résolvante solution de

Alors 0y, R(t,s) = —R(t,s)A(s) car c’est la solution au temps ¢ de 1’équation linéarisée

{5’;2(7) =g/ (X(r)) - 6X(r) = A(T)6X (1),
6X(s) = —g(X(s)) = —A(s)X(s) = —A(s).

Remarque 1.6.3. On peut considérer p comme un vecteur de R™ et utiliser le produit
scalaire usuel de R"™. Le pseudo-hamiltonien s’écrit alors H(z,p,u) = (p| f(z,u)) et le
systeme pseudo-hamiltonien devient

i(s) = VpH(x(s),p(s),u(s)),
p(s) = =V H (x(s), p(s), u(s)),

ce qui peut s’écrire, en posant z := (z,p), sous la forme :

2(s) = JVH(z(s),u(s)) = ﬁ(z(s),u(s)), J = (_O;n éZ) ;

J étant la matrice symplectique [55] canonique de dimension 2n.

Interprétation géométrique du vecteur adjoint. Soit un triplet (7, zg,u) € D. Sup-
posons u singulier pour Er4,. Alors, il est aussi singulier 7 pour E; 4, pour tout t € [0,T]
et de plus p(t) est orthogonal & Im Fy , (u). En particulier, Im Ej , (u) est un sous-espace
vectoriel de R™ de codimension supérieure ou égale a 1. En effet, on a pour tout contrdle
du € L*=([0,t],R™) :

p0) (Bl () 50) = p6) [ Rt 5) Bs) u(s) s,

avec p(t) = AR(T,t), d’ou en prolongeant du par 0 sur |¢,T],

p(t) - (Bl () - 6u) = A - /O " R(T.5) B(s) bu(s) ds

— A+ (Bl (u) - 5u)

= 0.

Nous donnons Figure 1.6 une illustration en dimension deux de cette interprétation géomé-
trique pour un contrdle u qui de plus vérifie F; ,(u) € Front(A(¢, z0)) pour tout ¢ € [0,T].

6. Le vecteur adjoint est donc défini de maniere rétrograde.
7. Ou plutot sa restriction a [0, ¢].
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To

.A(T .’Bo)

TS s

Alt, o) Tm By gy (u) Im Ef. , ()
,T0

FIGURE 1.6 — Interprétation géométrique du vecteur adjoint en dimension deux dans le cas
particulier ot E} 5, (u) € Front(.A(t,zo)) pour tout ¢t € [0, T].

1.7 Calcul de contréles singuliers

On s’intéresse a la résolution de 1’équation 9, H (z,p,u) = 0. Pour (Z,p,u) donné, si
OuH(z,p,u) = 0 et si 02,H(Z,p,u) est inversible, alors d’apres le théoréme des fonctions
implicites A.6.1, on peut trouver une fonction implicite, notée us(z, p), telle que localement

OH
%($ap7 us('r7p)) - O)

et vérifiant us(Z,p) = u.

Exemple 1.7.1. Considérons deux exemples® pour lesquels 02, H (x,p,u) est inversible et
calculons le contréle singulier.

» Considérons un pseudo-hamiltonien de la forme
H(.’L’,p, U) = HO(J%I?) +up + 0.5 U2p2

avec x, p dans R? et u dans R. On a alors 9, H (z,p,u) = 0 ssi p; + ups = 0 donc le
controle singulier est de la forme

us(z,p) = —p1/p2 st p2 #0.
o Considérons un pseudo-hamiltonien de la forme
m
i=1
avec € R", p € (R™)* et u € R™. Posons
O = (Hi,..., Hp).
On a alors 0, H(x,p,u) = 0 ssi ® + p,u = 0 donc le controle singulier est de la forme

us(xvp) = —‘I)(.T,p)/pn si pn # 0. 0

8. Les deux pseudo-hamiltoniens sont en fait associés & des systémes augmentés, cf. Définition 2.2.3.
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Exercice 1.7.1 (solution p. 95) : Donner le controle singulier en fonction de ’état
et du vecteur adjoint pour les pseudo-hamiltoniens ci-apres. On supposera respective-
ment pe # 0 et g # 0.

1. Soit

p
H(.’B,p,U) =N (_xl U) + 52@62

avecz €RZ, peR?etu € R;
2. Soit q
H((z,y), (p,q),u) = (p[ Az + Bu) + 5 (uTRu—i-xTQx)

avecrx ER", ye R, peR*", ge R, ue R" et A, B, R et (Q des matrices de
tailles adaptées. On suppose R symétrique et inversible.

Donnons un exemple oll nous n’avons pas l'inversibilité de la matrice 92, H (z,p,u), en
considérant un pseudo-hamiltonien affine en wu.

Exemple 1.7.2. Considérons le pseudo-hamiltonien H (x,p,u) = p123/2 + pou avec u € R,
r € R? et p € R2. Supposons que 9, H (x(t), p(t),u(t)) = pa(t) = 0 presque partout sur un
intervalle d’intérieur non vide et considérons les hypotheses du Théoréme 1.6.5 vraies. Alors
pour presque tout temps, on a

Soa(t) = palt) = ~ 5 (a(0),plt), u(t)) = —pa(8) 22(8) =0

En dérivant ¢t — p1(t) x2(t), on obtient

d . .
a(pl (t) z2(t)) = p1(t)z2(t) + pr1(t)d2(t) = au(t) =0, a=pi(t) #0.
Le contréle singulier est donc us = 0. O

Dans le cas précédent, nous pouvons faire des calculs de maniére plus systématique. Nous
avons pour cela besoin des définitions suivantes [55].

Définition 1.7.1 — Crochet de Poisson et systéme hamiltonien

Soient f et g deux fonctions lisses sur Q x (R™)*, © C R"™ ouvert. On note pour
z = (x,p) € A x (R")"

7= (Fe-5e).

'—'z-ﬁz:nafzag
(f0Ha) =) T = X g g

_of
6:&'

Jg
Op;

(2) (2) 5= (2).

Le crochet {f, g} s’appelle le crochet de Poisson de f et g, et 7 le systéme ha-
miltonien (ou gradient symplectique) associé a f.
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Remarque 1.7.1. Si on considere p comme un vecteur de R”, le crochet de Poisson s’écrit
{£.9}(2) = (Vg(2) | T Vf(2)) = (Vg(2))" TV f(2)
= (Veg(2) | Vpf(2)) = (Vpg(2) | Vo f(2)),

ou J est définie dans la Remarque 1.6.3.

Proposition 1.7.2

Le crochet de Poisson est bilinéaire et posséde les propriétés suivantes.
o Antisymétrie : {f,g} = —{g, f}.
o Dérivation (ou régle de Leibniz) : {fh,g} = f{h,g} + h{f, g}
o Identité de Jacobi : {{f,g},h} +{{h, f}, 9} +{{g,h}, f} =0.

» Voir par exemple [1, Prop. 11.8] pour l'identité de Jacobi. |

Exemple 1.7.3. Considérons un pseudo-hamiltonien de la forme
H(:I;apa u) = Ho(l',p) + UHl(map)a
avec u € R, z € R", p € (R™)" et ot Hy et Hy sont des fonctions lisses de (x,p). Ainsi,

o wpw) = ().
On note z :== (x,p). Si Hi(2(t)) = 0 sur un intervalle de temps I non réduit & un point alors
pour tout temps t € I, toutes les dérivées (on suppose qu’elles existent) de t — Hq(2(t))
sont égales a 0. En dérivant suffisamment de fois, nous allons faire apparaitre le controle, ce
qui nous donnera sa valeur. Soit ¢ € I, alors

d

) = Hi(2(1) - (1)
={H,H1}(2(t)) d’apres la Définition 1.7.1
= {Ho, H1 }(2(t)) + u(t) {H1, H1 }(2(t)) car le crochet est linéaire
= {Hop, H1}(2(t)) car le crochet est anti-symétrique
= Ho1(2(t)).
Le contrdle n’apparait pas, on dérive donc une seconde fois :

L Hor(2(0)) = H(=(0)) - £(2)

dt
= {H, Ho1 }(2(t))
={Ho,Ho1 }(2(t)) + u(t) {H1,Ho1 }(2(t)) par linéarité
= HOOl(Z(t)) + u(t) H101(Z(t)).

Ainsi, le controle singulier est de la forme
Hoo1 (2(1))

us(2(t)) = ———F—45
(2(1)) EANED)
si Hip1(2(t)) # 0. Si Hio1(2(t)) = 0, il faut dériver encore (un nombre pair de fois). O
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Maintenant, en plus d’un systéme contrélé, on se donne un probleme de minimi-
sation. Donnons un exemple introductif. Parmi toutes les solutions du systéme
@(t) = f(x(t),u(t)) reliant une condition initiale & une cible finale, en un temps t;
donné, nous cherchons a trouver une trajectoire et son contréle qui minimisent un
certain critere. Une telle paire, si elle existe, est dite optimale. L’existence de so-
lutions optimales dépend de la régularité du systéme, du critere et de la classe des
controéles considérée. Dans ce chapitre, nous introduisons la formulation générale
d’un probléme de contréle optimal et nous donnons quelques exemples.

2.1 Introduction

D’un point de vue global, un probléme de contréle optimal se formule sur une variété
différentielle [48, 52, 63, 68], mais notre point de vue est local et on travaille sur un ouvert
Q) de R™. Introduisons la problématique du contréle optimal sur un exemple. Soient ) un
ouvert de R™, IT un ouvert de R™, xy € Q, et une application de classe €

fi:QxI — R®
(z,u)  — flz,u).

Ces hypotheses assurent d’apres le Théoreme 1.2.2, que pour tout temps ¢ty > 0, toute
condition initiale xg € € et tout controle u € U £T05 il existe une unique solution définie sur
[0, %] vérifiant la condition initiale 2(0) = x¢ et vérifiant presque partout sur [0, ¢ ;] I’équation
différentielle controlée & (t) = f(z(t),u(t)). Cette solution est simplement la restriction de la
solution maximale ¢t — ®(t, o, u) a l'intervalle [0, t¢].

Soit ty > 0. Soient de plus f° une fonction de classe €' sur  x II et ¢ une fonction
de classe €' sur Q, toutes deux & valeurs dans R. Pour toute paire état-controle (z,u) €
AC([0,ty],82) x L>=([0,ty],II), on définit son colit par un critere de la forme :

T = glateg) + [ (0, u) dr

Soit une condition initiale donnée xo € 2. Soient maintenant X, un sous-ensemble de ()
(par exemple une sous-variété de R™ incluse dans €2) que 'on cherche a atteindre et un sous-
ensemble U C II fermé représentant les contraintes imposées sur le contrdle. Un exemple de
probleme de controle optimal est le suivant : on souhaite déterminer le controle u € U, 5, &
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valeurs dans U tel que la trajectoire associée z(-) = ®(-, o, u) vérifie la condition terminale
x(ty) € Xy et tel que la paire (x,u) minimise le critere J. Ce probléeme de contrdle optimal (&
temps final et condition initiale fixés) peut se réécrire de maniére synthétique sous la forme
suivante :

min J(z,u)
(P1) &(t) = f(z@t),u(t)), u(t)eU, tel0if]pp.,
z(0) =z, x(ty) € Xy,
ou encore sous la forme équivalente ! :
min {J(w,u) ‘ u € Upy 2o N UR, z(ty) € Xp, o(-) = @(.,xo,u)} :

Puisque z(-) = ®(-, 2o, u) est définie de maniere unique par la donnée de u, car to = 0 et xg
est fixé, nous pouvons réécrire le probleme sous la forme réduite suivante

min {F(u) ‘ u € Upy 2 N UR, By 2o (u) € Xf} ,

avec F'(u) == J(®(-,z0,u),u) et sachant que E, »,(u) = ®(ts, z0,u). Une solution (globale)
au probéme (P1) est définie ainsi. Une paire état-controle (Z, u) est dite admissible pour (P)
siu € Uppmy N UR si 2(-) = ®(-,x0,u) et si Z(ty) € X;. Elle est solution de (Py) si pour
toute autre paire état-controle (z,u) admissible : J(z,u) < J(z,u).
Remarque 2.1.1. Nous pouvons parler de paire / solution admissible ou optimale. Une
solution est sous-entendue optimale.

2.2 Formulations

Dans ce manuscrit, nous nous intéressons principalement a la forme (la plus générale)
suivante de probléme de contrdle optimal : 2

min J(z,u, to, tf) = g(to, z(to), tf, z(ts)) + /ttf Ot z(t), u(t)) dt
(OCP) i(t) = f(t,z(t),u(t)), u(t)eU, telty,ts] p-p.
c(to, z(to), tr, z(ts)) = Ore,

ou f, fY, g et ¢ sont au moins de classe €, avec
o fiIxQxII—RY
e fOrTXxQXII—R,
e I XOAXIXxQ—>R et
e C:IXQAXIXN—=RP p<2(n+1),

1. L’ensemble U® est ensemble des applications de R dans U.

2. On trouve tout de méme dans le manuscrit des problémes avec des contraintes sur I’état mais ceux-ci
sont bien plus complexes & résoudre et les conditions nécessaires bien plus difficile & obtenir, c’est pourquoi,
dans un souci de présentation, nous nous limitons & une formulation sans contraintes sur ’état.
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ou Z est un intervalle ouvert de R, 2 un ouvert de R™, IT un ouvert de R”, U C II fermé et ou
la fonction ¢ est une submersion en tout point de ¢~ ({Ogr}), c’est-a-dire ¢/ (to, zo, s,z f)
est surjective pour tout point (tg,xo,t,xf) vérifiant c(to, zo,ts,z¢) = 0.

Le probleme de controle optimal est dit a a temps final libre si t; n’est pas fixé, sinon
on parle de probléme a temps final fixé. De méme, la temps initial ¢y peut étre une variable
d’optimisation et on parle alors de probleme a temps initial libre. Si tg est fixé on parle
de probléme a @ temps initial fixé. On définit une solution (globale) au Probléme (OCP)
ainsi :

Définition 2.2.1 — Solution de (OCP)

Un 4-uplet (z,u,to,ts) est dit admissible pour (OCP) si
. (7?077?]0) S IQ,
o we L>([to,ty),10), u(t) € U sur [to,t4],
o« z€ AC([to,tf],2), T = ®(-, 1o, Z(to),u) et
o c(to, z(to), ts, 2(ts)) = 0.
Il est de plus optimal si pour tout autre 4-uplet (z,u,to,ts) admissible :

J(Z,u,to,tr) < J(z,u,to, ty).

Définition 2.2.2

La formulation du probléme de controle optimal (OCP) est dite de Bolza. 1l existe
deux autres formulations; celle de Lagrange (g = 0) et celle de Mayer (f° = 0).

Le probléme important du temps minimal correspond & O = 1 et ¢ = 0 ou bien &
O =0et g(to,xo,tp, o) = ty. Le temps final ¢y étant bien entendu libre dans ce cas. On
peut toujours se ramener & un probléme a temps final fixé en normalisant 'intervalle de
temps & [0, 1] par exemple, puis en ajoutant ¢ty aux variables d’état. Si on note s € [0,1]
le nouveau temps, alors la dynamique pour la nouvelle variable d’état est £¢(s) = 0 et on
laisse t£(0) et t¢(1) libres. Un autre point de vue est le suivant. Une fois I'intervalle de temps
normalisé, on laisse ¢y comme un parametre a optimiser mais cette formulation a parametres
n’est pas incluse dans (OCP).

Exercice 2.2.1: Soit le probléme de contrdle optimal suivant :

mmﬂ%m:Awﬁmmmmw
i(t) = f(z(t),ut)), u(t)eU, tel0,tf]p.p.,
‘T(O) = Zo, C(x(tf)) =0,

sous les hypotheses habituelles. Montrer que ’on peut ramener le probléme sur l'in-
tervalle de temps [0, 1] au lieu de [0,¢¢], en faisant un changement de variable adapté.
Attention, le changement de variable peut avoir des conséquences sur le critére, ’équa-
tion différentielle et la contraintre ¢ = 0.
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D’une formulation de Lagrange & Mayer. Supposons g = 0 et considérons :

min J(z,u, to, tf) : / Ot z(t),u(t)) dt

(P2) B(t) = f(t,2(t),ut)), u(t)eU, telty,ts]pp.
C(to, x(t0)7 tfv (I}(tf)) =0,

Introduisons la définition suivante fondamentale pour la suite.

Définition 2.2.3 — Systéme augmenté

On note 7 := (x,2") I'état augmenté et f:: (f, %) le systéme augmenté tels que

ft, T, u) = (f(t,z,u), fOt,z,u)).

Le Probléme (P3) peut alors se réécrire sous la forme de Mayer particuliére suivante :
min J(F,u, to, ty) = 2°(ts)
(P3) B(t) = J(6,E(1),u(t)), w(t) €U, te€lto,ts] pp.,
&(to, (o), ty, (tf)) = 0,

avec &(to, Zo,tr, Tf) = (c(to, o, ty, xf), ). Dans ce cas, la valeur initiale du critere est fixée
a 0. Le pseudo-hamiltonien (voir Définition 1.6.4) associé au systéme augmenté s’écrit

H(t7§7ﬁ7u) :5f(t757U) =p~f(t,:z:,u)+p0f0(t,:c,u),

ot1 p := (p,p°) et puisque ce pseudo-hamiltonien ne dépend pas de la variable z° nous pouvons
I'écrire H(t,z,p,p", u). Nous donnons donc la définition suivante :

Définition 2.2.4 — Pseudo-hamiltonien associé au Probleme (OCP)
Le pseudo-hamiltonien associé au probleme de contrdle optimal (OCP) est :

H:IxQx R xRxII — R
(t,z,p,p°,u) +— H(t,z,p,p°,u) =p- f(t,z,u) +p° fOt, z,u).

2.3 Exemples

Exemple 2.3.1 (Transfert orbital autour de la Terre). L'une des activités historiques en
controle optimal de I’équipe Algorithmes Paralléles et Optimisation (APO) de I'Institut de
Recherche en Informatique de Toulouse (IRIT), est ’analyse de problémes de transfert orbital
de satellites. L’un des problemes qui fut étudiés en collaboration avec le Centre National
d’études Spatiales (CNES) de Toulouse, est le transfert d’un satellite autour de la Terre
d’une orbite basse vers une orbite géostationnaire a 1’aide d’un moteur a poussée faible. Les
moteurs chimiques qui ont une poussée forte, permettent de réaliser le transfert en quelques
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manoeuvres. L’utilisation de moteurs plus récents a propulsion électro-ionique a poussée
faible permet la réduction significative des cotits liés a la consommation de carburant.

Dans ce probleme, on connait les orbites initiale et finale ainsi que la dynamique du
satellite. L’objectif est alors de déterminer le contréle (ou loi de commande), c¢’est-a-dire la
poussée du moteur, a tous les instants, permettant de réaliser le transfert en minimisant
la consommation de carburant. Le Principe du Maximum de Pontryagin (cf. Chapitre 4)
indique alors que le controle optimal est de type Bang-Bang, c’est-a-dire ici que le moteur
est par intervalle soit éteint, soit a pleine poussée.

Modélisation du probléme. Le satellite est assimilé & un point matériel de masse m,
soumis a l'attraction terrestre et a une force de propulsion F', dépendante du temps t. En
premiere approximation, le systéme s’écrit

r(t) | F()

BAEOIERETION

ou r(t) désigne le vecteur position du satellite & 'instant ¢ dans un référentiel dont 1’origine
est le centre de la Terre, i la constante de gravitation de la Terre et ||-|| la norme euclidienne.
Le systeme libre F' = 0 correspond aux équations de Kepler. Pratiquement, la poussée est
limitée, i.e. ||F|| < Fmax €t on peut changer son orientation. La propulsion se fait par
éjection de matiere, a vitesse v, et il faudrait rajouter au systéme 1’équation de la masse
m(t) = —F(t)/ve, ce que nous ne faisons pas dans cet exemple. Nous considérons la masse
constante. L’état du sytéme est donc = := (r,v). Il vérifie & chaque instant ¢ :

i(t) =

rt)  F()

~TMrOP T m

et on controle la poussée de l'engin F' au cours du temps. Puisque nous considérons des
poussées faibles, nous réécrivons F' := eu, de sorte que u = (ui,ug,us) est soumis a la
contrainte ||ul < 1 et tel que € > 0 petit soit la poussée maximale.

Deux questions fondamentales.

1. Soient zo une orbite initiale et 2 une orbite terminale, existe-t-il un controle u(-) tel que
la trajectoire associée joigne xg a xy en un temps fini £y ? C’est le probléme de controlabilité.

2. Si la condition de la question précédente est remplie, existe-t-il un contrdle joignant
xo a xy en temps fini qui de plus minimise la consommation de carburant? Et s’il existe,
comment le calculer 7 C’est le probleme de controle optimal.

Un résultat. Les données sont les suivantes. Le satellite a une masse m = 1500 Kg. 11 doit
étre transféré autour de la Terre (u = 398600.47 km3s_2) d’une orbite initiale elliptique basse,
excentrique et inclinée (le satellite est lancé par une fusée) a une orbite finale géostationnaire
dans le plan équatorial, en utilisant une poussée maximale de e = 10N (Newton), tout en
minimisant la consommation de carburant.
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Le critére ou encore la fonction cotit & minimiser (7.e. la consommation de carburant)
dépend ici du contrdle u(-) appliqué et du temps de transfert ¢;. La fonction cofit est sim-

plement la norme L' du contréle :

iy
/ lu(t)]| At = min,
0

le temps final ¢; étant fixé. Le controle optimal (de type Bang-Bang) ainsi que sa trajectoire

associée se trouve Figure 2.1.
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FIGURE 2.1 — Le contrdle optimal (graphes de gauche) est donné en fonction du temps pour
les trois composantes uj, ug, us et la norme ||u||, respectivement de haut en bas. La trajectoire
optimale est représentée sur les graphes de droite. On retrouve la trajectoire (en bleu) autour
de la Terre en trois dimensions (en haut), et les projections sur les plans (r1,72) et (re,73)
(en bas). Les fleches rouges indique l'activité du contrdle qui est clairement localisée autour

des apogées et des deux derniers périgées.
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Exemple 2.3.2 (Probléme temps-minimal linéaire). Voici un exemple de probléme linéaire,
ou l'on cherche & minimiser le temps final et avec des conditions aux limites simples :

min J(z,u,ty) =ty
#(t) = Ax(t)+ Bu(t), wu(t)eU, tel0,tf]pp.,

£(0) = o, alty) =1,

ou z(t) € R™, U est un polytope convexe compact de R, A et B sont des matrices constantes
d’ordre respectivement n X n et n x m, et ot xg et xy sont fixés. Un tel probleme est appelé
un probléme temps-minimal linéaire. Il

Exemple 2.3.3 (Probléme linéaire-quadratique). Les problémes linéaire-quadratique sont
trés présents en automatique par exemple. On peut par exemple chercher a stabiliser un
pendule inversé a la verticale, ou encore un robot Lego segway, cf. Figure 2.2.

FIGURE 2.2 — Robot Lego segway.

Ces problemes sont définis par un systéme linéaire, un coflit quadratique, et en général il
n’y a pas de contraintes terminales :

min J(z,u) = ;/Otf (Ru(t) [ut)) + (Pxt)[u(t) + (Qz(t) |2(t))
(1) = Aa(t) + Bu(t), ult) €ER™, te0,t] p.p..
z(0) = o,

ou z(t) € R", zg et t; sont fixés, o A, B, P, Q et R sont des matrices constantes de
dimensions adaptées, R et @ sont symétriques, et (-|-) représente le produit scalaire usuel.
Un tel probleme est appelé un probléme linéaire-quadratique. a

Exemple 2.3.4 (Calcul des variations [25, 35]). Considérons un systéme contrdlé sans
contraintes sous sa forme la plus simple @(t) = u(t), avec II = R™. Supposons que les
conditions aux limites soient elles aussi simples, i.e. £(0) = xo et x(ty) = x, avec t; > 0
fixé. Ce probleme de controle optimal se réduit en un probleme standard de calcul des
vartations :

min /Otf L(x(t),&(t))dt, x(0)=w=z0, x(ty) =y,

T
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ou L := f9 est un ce que l'on appelle un lagrangien. D’un point de vue contrdle optimal, il
s’écrit :

min J(z,u) = /Otf L(z(t),u(t)) dt
(t) =u(t), wu(t)eR" tel0,tf] p.p.,

z(0) = xo, x(tf) =xy.
Exemple de lagrangien : L(z,u) = T(u) — V(z) = |ju/|*> — V(z), V un potentiel. O

Exemple 2.3.5 (Géométrie riemannienne [31, 51]). Supposons que I’espace d’état soit une
variété différentielle M de dimension n munie d’'une métrique riemannienne g. Autrement
dit, (M, g) est une variété riemannienne. Prenons le cas M = R" pour simplifier. Dans, ce
cas, la métrique peut s’écrire sous la forme suivante. Pour tout x € M = R" et tout vecteur
tangent v € T, M =R", on a :

ge(v) = vl A(z) v,

ou A(x) est une matrice définie positive et I'application = — A(z) est lisse. L’objectif ici est
la recherche de plus courts chemins entre deux points xg et x5 donnés de R". Ceci revient a
résoudre le probleme de calcul des variations suivant :

min /Otfw/gm(t)(:t(t))dt, 2(0) = 20, (ty) = 7.

Une illustration sur un ellispoide de révolution oblat est donné Figure 2.3.

“‘"'!,/
1&'5’

FIGURE 2.3 — Les trajectoires en bleu sont des géodésiques (minimisantes sur la figure de
gauche), c’est-a-dire des trajectoires en ligne droite pour la métrique g, partant d’'un méme
point zg et recouvrant ellispoide. Ici la métrique est la métrique usuelle de R? projetée sur
ellipsoide. La courbe noire (& gauche) est ce que I'on appelle le lieu de coupure depuis xy,
voir [31], c’est ’ensemble des points ou les géodésiques perdent leur optimalité (globale). La
caustique [7] rouge en forme d’astroide, cf. https://tinyurl.com/astroid-wikipedia, est le lieu
conjugué depuis xg, c’est ’ensemble des points ou les géodésiques perdent leur optimalité
locale et se replient. Ce lieu forme une enveloppe du flot géodésique que I'on peut distinguer
sur la figure de droite.
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Exemple 2.3.6 (Chariot sur rail ou double intégrateur). Considérons un chariot se déplacant
sur un rail, dont on peut contréler 'accélération par I'intermédiaire d’une force u. On choisit
de représenter I'état ¢ du chariot par la position de son centre = et sa vitesse v.

oo -
0 (t)
On suppose que la masse du chariot est constante et unitaire, et qu’il n’y a pas de frottements.
La dynamique s’écrit : ©(t) = v(t), v(t) = u(t). Cherchons a minimiser I’énergie du transfert :
fgf u?(t) dt, avec comme conditions aux limites z(0) = —1, v(0) = 0, z(t;) = 0 et v(ts) = 0,
en prenant £y = 1. Dans ce cas, le controle optimal est lisse. Le résultat est donné Figure 2.4.
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FIGURE 2.4 — Pour le probleme a énergie minimale, le contréle optimal est lisse.

Remplacons le critére énergie par le temps de transfert. Il nous faut alors ajouter une
contrainte sur la force u et le probléme a temps minimal s’écrit :

min J(z,u,ty) =ty
(Py) (t) =v(t), o) =u(t), [ul)|<1, tel0,tf] p.p.,
((0),v(0)) = (=1,0), (x(ty),v(ts)) = (0,0).

Dans ce cas, le contrdle optimal n’est pas lisse. Il possede une discontinuité, cf. Figure 2.5.
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FIGURE 2.5 — Pour le probléme a temps minimal, le contréle optimal (& droite) est Bang-

Bang (u = 41 puis u = —1). Sur la figure de gauche : (Bleu) Trajectoire dans le plan de

phase. (Rouge) Demie parabole x = %212, v < 0. (Vert) Demie parabole x = —%02, v < 0.

O
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Exemple 2.3.7 (Controle bang-bang (probléeme de Rayleigh)). Considérons le probléme de
temps minimal, i.e. minty, pour le systéme contr6lé de Rayleigh [60] :

il(t) == l’g(t), i?g(t) = —$1(t) + $2(t)(14 —0.14 .Tg(t)2) + u1 (t),

avec les conditions aux limites x1(0) = x2(0) = =5, z1(ty) = x2(ty) = 0 et avec la contrainte
sur le controle |ui(-)| < 4. Ce probléme posséde une unique solution, de nature Bang-Bang ;
w1 (+) est discontinu et commute entre les valeurs —4 et +4. On remarque que |u;(t)| = 4, pour
tout t € [0,1f], ty ~ 3.67. La trajectoire et le controle solutions sont présentés Figure 2.6.

5 4
2
0 50
2
R 4 2 0 5 ; 3 3
X4 t

FIGURE 2.6 — Probleme de Rayleigh. (Gauche) Trajectoire. (Droite) Controle. 0

Exemple 2.3.8 (Convergence presque-partout du controle régularisé (probleme de Ray-
leigh)). Nous allons maintenant régulariser le probleme de Rayleigh afin de rendre le controle
optimal lisse. Nous utilisons la régularisation présentée dans [66]. On introduit un nouveau
controle ua(+) et un parametre € > 0 petit :

B5(t) = a5(t) +eub(t), a5(t) = —a5(t) + 25(t) (1.4 — 0.14 25(1)?) + u5 (t),

avec les mémes conditions aux limites que pour I’exemple précédent. Le contrdle u®(-) :=
(u§(+), u5(-)) satisfait la contrainte us(-)* +u5(-)* < 16. D’aprés [66, Théoréme 1], la solution
de ce probléme notée (z°(-), u"(+),t%) est telle que :

. t; converge vers iy,

o 2°(-) converge uniformément vers x(-),

o uf(-) converge vers ui(-) et u5(-) converge vers 0 presque partout sur [0,],

ou (z(-),u1(+),tr) est la solution du probleme de Rayleigh. On peut observer ceci Figure 2.7.
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FIGURE 2.7 — Probléme de Rayleigh régularisé, avec € = le™>, 0.01 et 0.05. Le temps final
est normalisé & t(} pour l'affichage. (Gauche) Trajectoire. (Milieu) uj(-). (Droite) u5(+). 0
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Exemple 2.3.9 (Probléeme de Goddard et contrdle Bang-Singulier-Bang). Nous nous inté-
ressons maintenant au probléme centenaire de Goddard [37]. L’objectif est de maximiser
I’altitude finale d’une fusée en vol vertical en un temps donné :

( max h(ty)
h(e) = o),
(1) = o (eu(t) = D(u(t). h(D) 0.

(Fe) 3 wit) = —u(@),

avec tg = 0, qo := (ho,vo,mo) = (0,0,myg), et ou h(t) est l'altitude au temps ¢, v(t) est la
vitesse, m(t) la masse de la fusée, D(h,v) la force de trainée, gy la constante de gravité, ¢
Iimpulsion spécifique et u(t) la poussée du moteur. La structure optimale dépend du temps
final fixé t;. Nous reprenenons les conditions expérimentales de l'article [59]. On sait alors
que pour ty = 20, la structure de la solution est Bang-Bang avec deux arcs. La poussée est
maximale durant le premier arc, i.e. u(-) = Upmax, puis lors du deuxiéme arc, u(-) = 0. La
trajectoire au cours du temps avec la loi de commande est donnée Figure 2.8. Pour ¢¢ ~ 206,
la structure optimale est Bang-Singuliere-Bang avec trois arcs, le premier u(-) = upax, puis
u(+) €10, umax[ et enfin u(-) = 0, cf. Figure 2.9.

< 10*
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FIGURE 2.8 — Altitude, vitesse et masse de la fusée et poussée du moteur en fonction du
temps normalisé. Ici t; = 20.
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FIGURE 2.9 — Altitude, vitesse et masse de la fusée et poussée du moteur en fonction du
temps normalisé. Ici ¢y ~ 206.
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Dans cette section, nous allons donner des conditions nécessaires d’optimalité
que 'on peut qualifier de faible par comparaison avec le Principe du Maximum
de Pontryagin présenté par la suite. Pour le principe faible, nous supposons que
U = 1I dans (OCP), c’est-a-dire qu’il n’y a pas de contraintes sur le controle.
Autrement dit, U est un ouvert de R™.

3.1 Mayer avec conditions terminales

Nous commencons avec un probléme sous la forme de Mayer et des conditions terminales
seulement. La condition initiale, le temps initial et le temps final sont fixés. Nous considérons
un systeme autonome donc nous pouvons fixer tg = 0.

Hypothése H1. Soit un systéme controlé autonome z(t) = f(z(t),u(t)), ou f est une
application lisse de €2 x II dans R, €2 un ouvert de R™ et II un ouvert de R"". Considérons
de plus deux applications g et c lisses de ) dans, respectivement, R et R?, p < n. On
suppose que c est une submersion sur ¢~ ({Ogr}). On considére enfin ¢ty > 0 et ¢ € Q.

Remarque 3.1.1. Le qualificatif lisse veut dire suffisamment régulier. On peut supposer
que les applications sont au moins de classe €.

On définit le probleme de contrdle optimal de Mayer avec conditions terminales par :
min J(x,u) = g(x(ty))
(Par) &(t) = fz(t),u(t)), tel0,t] p.p.,

2(0) = mo,  c(x(ty)) =0,

Nous pouvons réécrire le probleme sous la forme suivante :

(Pps) = min {(g o Etf’xo)(u) | u € Uty 2y, (co Etf’xo)(u) = O} ,
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ou U w0 €0 E; w0 Sont définis Sections 1.3 et 1.4 respectivement. Rappelons que U o €st
un ouvert de I’ensemble des controles admissibles, cf. Corollaire 1.3.3. Nous avons alors les
conditions nécessaires d’optimalité suivantes.

Proposition 3.1.1 — Conditions nécessaires, probleme de Mayer

Si (z,u) est solution du Probléme (P)s) sous les Hypotheses (H1), alors il existe un
vecteur adjoint p € AC([0,ts], (R™)"), un réel p° € {—1,0} et une forme linéaire
A € (RP)Y, tels que (p,p°) # (0,0), et les équations suivantes sont vérifiées pour
te[0,tf] p.p. :

B(0) = o (o090, u(t),
5(0) = =51 (o), 0, (),
87[{

0=, @),p),ult)),

ou H(x,p,u) = p- f(x,u) est le pseudo-hamiltonien associé a (Pys). Les conditions
terminales c(x(ty)) = 0 sont vérifiées et on a la condition de transversalité :

p(ty) = (0" g (x(ty)) + Xo d(x(ty))) -

» Le Probléeme (Pys) est équivalent au probléme
min {(go E)(u) | u € Us; 2y, (co E)(u) = Ope}

otton a noté £ = Fy, , et ol Uy, z, est un ouvert de L>([0,ts],R"™), cf. Corollaire 1.3.3,
sachant que L*°([0,¢s],R™) est un espace de Banach. Posons

L: Upzo x (RP)" xR — R
(u, A, A9) s L(u, A\, \%) = X0(g o E)(u) + X (co E)(u).

D’aprés le Théoréme A.7.3, si u est optimal, alors il existe une paire (A, \°) € (RP)* x R
telle que (A, A%) # (0,0) et on peut par homogénéité fixer \° € {—1,0}. De plus, pour
tout du € L>([0,ts],R™) :

OL

%(u, A, )\0) 0w = ()\Og'(E(u)) + Ao d(E(u))) - (E'(u) - d0u) = U - dz(ty) =0,

ot Pon a défini ¥ := \¢/(E(u)) + Ao d(E(u)) et dz(ts) == E'(u) - Su. On pose p° := \°.

x Voyons pour les trois premieres équations de la proposition. Si ¥ = 0 alors elles sont
vérifiées en posant p(t) = 0. Si ¥ # 0, alors u est singulier pour E et on applique le
Théoréeme 1.6.5. On a dans les deux cas, p(t) = WR(ts,t), ol R est la résolvante associée
a I’équation linéarisée.

* Pour le reste de la proposition, quelque soit la valeur de ¥, on a p(t;) = ¥ par définition
de p et (p,pY) # (0,0) car sinon (p(tf),p”) = (0,0) donc Ao (E(u)) = 0, ce qui implique
alors que A = 0, car ¢ est une submersion sur ¢~ *({0}), et ceci est impossible car alors
on aurait (A, A°) = (0,0), ce qui n’est pas. |



3.2. Lagrange avec conditions aux limites simples 35

Donnons deux exemples ou ¥ = p(ty) = 0, ¥ étant définie dans la démonstration de la
Proposition 3.1.1. Remarquons que dire que ¥ = 0 revient a dire que z(ty) vérifie la condition
nécessaire d’optimalité & 'ordre 1 (CN1) du probleme :

min {g(z) | ¢(x) = 0}. (3.1)
€N
Exemple 3.1.1. Soit le probléme de Mayer défini par Q = R, Il = R, g(z) = 22, f(x,u) = u,
c(x) =0 et xg = —1. Le pseudo-hamiltonien est H(z,p,u) = pu. Ainsi, 0, H (z,p,u) =p =10
implique que p(t) = 0, donc p° = —1. La condition de transversalité est p(ty) = —2x(ty).

Puisque p(tf) = 0, on trouve que z(tf) = 0, ce qui est bien le minimum de g sur R.
Remarquons que 'on peut choisir n’importe quel contréle nous amenant en 0 en temps
ty. Tous ces controles admissibles ont le méme cofit. O

Exemple 3.1.2. Soit le probléme de Mayer défini par Q = R?, II = R?, g(z) = 21, f(z,u) =
u, c(z) = ||z]|*~1 et 29 = 0. Le pseudo-hamiltonien est H (z, p,u) = pu. Ainsi, 9, H (z, p,u) =
p = 0 implique que p(t) = 0. La condition de transversalité est p(ty) = (—1,0) + 2Az(ty).
Puisque p(ty) = 0, on trouve que x2(tf) = 0 et 2Az1(t) = 1. La condition finale c(z(tf)) = 0
implique que z1(tf) = %1, c-a-d qu’il y a deux solutions & la CN1 de (3.1), mais puisque

I'on cherche a minimiser g(x) = 1, la solution est z1(tf) = —1. Au final, on obtient que
x(ty) = (=1,0) et A = —1/2. Comme dans ’exemple précédent, n’importe quel controle
amenant ’état en (—1,0) en temps ty est optimal. Il

3.2 Lagrange avec conditions aux limites simples

Nous donnons maintenant les conditions nécessaires d’optimalité faibles pour un probleme
de Lagrange avec conditions aux limites simples, sans contraintes sur le contrdle et ou g,
xo et ty sont fixés. Rappelons que par la suite, le Principe du Maximum de Pontryagin
généralisera toutes les conditions nécessaires que nous donnons dans ce chapitre.

Hypotheése H2. Soit un systéme contrdlé autonome () = f(z(t),u(t)), ou f est une
application lisse de 2 x II dans R™, ) un ouvert de R™ et IT un ouvert de R™. Soient une
application fO lisse de Q x IT dans R, un scalaire ¢ ¢ = 0 et deux points g, x5 dans ().

On définit le probléme de Lagrange avec conditions aux limites simples par :

min J(z, u) = /0 08, u(t)) dt
(Pr) () = fz(t),u(t), te0,t7]pp,
z(0) = xo, x(ty) =xy,
Nous pouvons écrire le probleme sous la forme suivante :

(Pr) = min {(ﬂﬁo o Etf,go)(u) u € Zjltf,;m, By} z(u) = a:f} ,

ou Zj{t 1@ est I'ensemble des controles admissibles pour le systéme augmenté, cf. Défini-

tion 2.2.3, et ou E; 1130 est Papplication entrée/sortie associée au systéme augmenté. Nous
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avons aussi introduit la projection 70 (%) = x°, avec T = (z,2°) € R" x R. Introduisons

I’ensemble accessible augmenté A(t, o) == Im Et,:?o- Alors, nécessairement
Etfﬁfo (u) € Front(A(tfv%O)),

car sinon, nous pourrions baisser le cofit, voir l'illustration Figure 3.1. En effet sinon, il exis-
terait un voisinage du point z(ts) = Ey, 7,(u) = (z(ts),2°(ts)) dans A(ts, o) contenant un
point (y,4°) tel que y° < 2°(¢s), ce qui contredirait 'optimalité du controle u. Ainsi, d’apres
le Corollaire 1.6.3, u est un controle singulier pour l’application entrée/sortie augmentée. On

peut alors appliquer le Théoreme 1.6.5 mais sur le systéme augmenté.

FIGURE 3.1 — Sur cet exemple, on a p® # 0.

Ceci nous mene aux conditions nécessaires d’optimalité suivantes.
Proposition 3.2.1 — Conditions nécessaires, probléeme de Lagrange

Si (z,u) est une solution du Probléme (Pr) sous les Hypothéses (H2), alors il existe un
vecteur adjoint p € AC([0,t¢],(R™)"), un réel p® € {—1,0}, tels que (p,p°) # (0,0),
et tels que les équations suivantes sont vérifiées pour t € [0,tf| p.p. :

B0 = 5 @0.p(0). 8, ult),
5(0) =~ 2 w0, p(0), 17, (1),

o (0).plt)o (),

ot H(x,p,p°,u) =p- f(z,u) +p° fO(z,u) est le pseudo-hamiltonien associé & (Pr).

Remarque 3.2.1. Nous pouvons remarquer qu’il n’y a pas de conditions de transver-
salité dans la Proposition 3.2.1, simplement parce que la condition de transversalité de
la Proposition 3.1.1 appliquée au probleme de Mayer associé s’écrit p(ty) = (A,p°) et
n’apporte donc aucune information pertinente.
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Exercice 3.2.1: La preuve de la Proposition 3.2.1 est laissée en exercice. On pourra
utiliser le passage d’une formulation de Lagrange a Mayer.

Remarque 3.2.2. Le choix de fixer p° < 0 est arbitraire. On aurait trés bien pu choisir
p° > 0. Cela changerait alors simplement 1’orientation du vecteur adjoint p.

Remarque 3.2.3. Si Eéfm (u) est surjective, i.e. si u n’est pas un contréle singulier
pour I'application entrée/sortie non augmentée, alors p” # 0 (on a la qualification des
contraintes). Si By, 4, (u) € Front(A(ts, o)), alors u est singulier pour E, 4, et p = 0,
cf. Figure 3.2.

Im Et//__io (u)

¥(ty)

FIGURE 3.2 — Sur cet illustration, on a p® = 0.

3.3 Bolza a temps final libre et conditions terminales

Généralisons un peu plus le probleme de contrdle optimal. Considérons pour cela un
systéme non autonome, un probléme sous la forme de Bolza et fixons seulement ¢y et z,
c’est-a-dire que le temps final ¢ est libre.

Hypotheése H3. Soit un systéme controlé non autonome () = f(¢,z(t), u(t)) ou f est
une application lisse de Z x ) x II dans R™, Z un intervalle ouvert de R, 2 un ouvert de
R"™ et II un ouvert de R™. Considérons de plus une application f° lisse sur Z x Q x IT et &
valeurs dans R et deux applications g et ¢ lisses de Z x ) dans, respectivement, R et RP,
p < n+ 1. On notera (ty,zy) 'argument des applications g et c¢. On suppose enfin que ¢
est une submersion sur ¢! ({Ogr}). Soit tg € T et xq € Q.

On définit le probleme de Bolza a temps final libre et conditions terminales par :
ty
min J (o0, t7) = g(tp.altp) + [ 5020, u(t)) de
to
(P5) i(t) = f(t,a(t),u(t), te [to,ts] pp.,

x(to) = o, clty,z(ty)) =0,
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Nous pouvons écrire le Probléeme (Pg) sous la forme suivante :

min { F(u,ty) |ty € Z, u e Us t ;.00 C(ts, ®(ts,to, z0,u)) = 0},

F(u,ty) == J(®(-, to, xo,u),u,ts),
ou ®(-,tg, zp,u) est la solution maximale du systéeme #(t) = f(¢,z(t),u(t)) de condition
initiale x(to) = wo et ol Uy, 1,4, est I'ensemble des controles u € L>([to,ts],1I) tels que
(-, to, 0, u) est bien définie sur [tg,ty]. Pour faire apparaitre explicitement les dépendances
aux variables a optimiser, on peut écrire le critére sous la forme :

F(u,ty) = glts, ®(ty, to, o, u)) + 750 (B(t 5, to, To, u)),

ol ® est le flot associé au systéme augmenté et 7,0(%) = 2° pour 7 = (z,2°) € R x R.

Supposons que le cas trivial £y = £y ne soit pas admissible, c’est-a-dire qu’il n’est pas
possible de vérifier la contrainte ¢ = 0 pour t; = to. Dans ce cas, le Probleme (Pg) est encore
équivalent au probléme :

min {F(u,ty) | (u,tf) € O, h(u,ts) =0},
ou h(u,ts) == c(ty, ®(ts, to, zo,u)) et ou
O = {(u,tf) ‘ tf € Iﬂ]to,oo[, u e uto,tf,xo} .

Nous voulons appliquer le Théoréeme (A.7.3). Pour cela, nous aimerions montrer que O
est un ouvert d’un espace de Banach. Adoptons une stratégie différente. Supposons que
le Probleme (Pp) admette une solutign (a,ty). Alors, il existe € > 0 tel que u € Usy 7 1e,200
cf. [67, Lemme 2.6.2], et pour lequel ¢ty + ¢ € Z. Nous pouvons alors considérer le probleme
équivalent (a démontrer) suivant :

min {F(u,tf) | (u,tf) € O, h(u,ty) =0},

ol Oz :=Uy 7 1cy X Jto ,tp+ e[ est un ouvert de I'espace de Banach L>([ty,tf +¢],II) X R,
puisque Uy, 7.y ¢ 4, est un ouvert de L>([to , ¢y +€], IT) d’apres [67, Théoreéme 1]. Nous pouvons
donc appliquer le Théoréeme (A.7.3).

Puisque le temps final est libre, c’est donc une variable d’optimisation. Dans les conditions
nécessaires, nous nous attendons donc a avoir une nouvelle condition a vérifier. Voyons seule-
ment d’ot1 vient cette nouvelle condition. Introduisons la notation x(ts,u) :== ®(ty, to, xo,u),
to et xo étant fixés. On pose

L(U,tf,pO,A) = pOF(u7tf) +A- C(tf,.’li‘(tf,ll,))

le lagrangien associé au probléme. Alors la solution doit vérifier (on omet les arguments)

0= oL OaF Ao <86+ch)
8L‘f 3tf 8tf &L‘f
dg Oc ( 0 09 ac)
_ 099 Jdc 0.0
P 8tf+)\08tf+pf+ 8f+>\ 81‘]@ !/
RS

=5, TP Of0 +plty) - f,

car p(ty) = Oy ;&5 avec § = p°g + X - ¢. Nous obtenons les conditions suivantes.
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Proposition 3.3.1 — Conditions nécessaires, probleme de Bolza

Si (x,u,ty) est une solution du Probléme (Pp) sous les Hypothéses (H3), alors il existe
un vecteur adjoint p € AC([to,t¢],(R™)"), un réel p° € {—1,0} et une forme linéaire
A € (RP)* tels que (p, p°) # (0,0) et tels que les équations suivantes sont vérifiées pour

t € lto,tf] p-p-:

#(t) = %;f@,x(t),p(t),po,u@»,
p(t) = —%‘Z(t, z(t), p(t), p°, u(t)), (3.2)
0= 9 1, 0(6),p(0) 9", u(0),

ou H(t,z,p,p’,u) = p- f(t,z,u) + p° fO(t,z,u) est le pseudo-hamiltonien associé
a (Pp). Les conditions terminales c(ty,z(tf)) = 0 sont vérifiées et on a en plus les
conditions de transversalité suivantes :
g u dc;
tr)=p" = (tr,x(ts)) +> Ni——(ts, z(ts)), 3.3
plty) = 5, (goalty) ; i gy b1 2(t1) (3.3)

Enfin, puisque le temps final est libre, si u(-) est continu en ty, alors on a :

P

Hlts] = — (po gtgf(tﬁ z(ty)) + ; Ai gtc;(tﬁ w@f))) , (3.4)

oit [f] = (t, (), p(t), 1, u(t)).

Définition 3.3.2

« Une extrémale (faible) du Probléme (Pg) est un quadruplet (z,p,p°, u) solution
des équations pseudo-hamiltoniennes contraintes (3.2).

o On parle de BC-extrémale (BC vient de “Boundary Conditions”) si l'extrémale
vérifie en plus les conditions aux limites c(ty,x(ty)) = 0, z(ty) = xo, la condition
de transversalité (3.3) et la condition sur le hamiltonien (3.4).

« Une extrémale (z,p,p° u) est dite anormale si p° = 0 et normale dans le cas
contraire, i.e. p¥ = —1.

Remarque 3.3.1. Lorsque 'on résout en pratique les équations données par la Propo-
sition 3.3.1, on explicite rarement la valeur de A car si I’on détermine le vecteur adjoint,
alors on peut retrouver facilement le multiplicateur A. Ceci explique pourquoi dans la
définition d’'une BC-extrémale A n’apparait pas.

I Remarque 3.3.2. La Figure 3.2 ci-avant nous donne une illustration du cas anormal.

Exemple 3.3.1. Soit un probleme de Lagrange avec une contrainte terminale de la forme
c(z(ty)) = Ore, p < n et ¢ une submersion. Alors, la condition de transversalité p(ty) =
Ao d(z(ty)) signifie que p(ty) L Ty, M, ot M = ¢ 1({Ogr}) est une sous-variété de R™.
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Nous aurions donc pu définir les conditions de transversalité de maniere plus générale en
considérant une sous-variété M de R" et en demandant que p(tf) L T, M. Cependant,
dans les applications de ce manuscrit et dans de nombreuses applications pratiques, 1’en-
semble terminal M est défini globalement par une équation de la forme c(x) = Ore et les
conditions de transversalité données a partir de ¢ sont plus pratiques a utiliser. O

Exemple 3.3.2. Reprenons 'Exemple 3.1.2 et ajoutons au critere, une partie intégrale de

la forme Lt
f
5 [ Il a
0

Soit donc le probléme de Bolza défini par Q = R?, U = R?, g(z) = 1, fO(z,u) = |lu?/2,
flz,u) = u, e(z) = ||z||* — 1 et zp = 0 € R% Fixons de plus t; = 1. Puisque le sys-
téme est completement contrélable, nous devons retrouver la méme valeur pour x(ty) qu’a
I’Exemple 3.1.2. Ce qui change dans ce nouveau cas, c’est que le controle optimal est unique.
Voyons cela.

Le pseudo-hamiltonien est H(x,p,u) = pu+ p°||u|?/2. Ainsi, la condition de stationarité
du pseudo-hamiltonien nous donne 9, H (z,p,u) = p + p’u = 0. Si p° = 0 alors p = 0 aussi
ce qui est impossible. On a donc p° = —1 et le controle optimal vérifie donc u = p. La
dynamique sur le vecteur adjoint est p = 0 donc p est constant. Notons w cette constante.
La condition de transversalité est donc

p(ty) = (=1,0) + 2 z(ty) = w.

En résumé, nous sommes amener a résoudre le systeme suivant

&(t) = u(t) = p(t),
p(t) =0,
z(0) =0,
()]l =1
pi(ty) = =1+ 2z (ty),
pa(ty) = 2Az2(ty)

Puisque p(t) = w et 2(0) = 0, on obtient x(t) = wt. Avec t; = 1, on obtient ||z(ts)| =

||lw|| = 1. La condition de transversalité devient —1 + 2 \w; = wy et 2 Awy = w9 qui se rééerit
wi(l —2X) = —1 et wo(l —2X) = 0. Ceci implique que wy = 0. Puisque ||w| = 1, on a
wy = £1. Il y a toujours 2 possibilités mais celle qui minimise le colit est w; = —1. En
conclusion, on a u(t) = p(t) = (—1,0), z(t) = (-=t,0), p* = —1 et A = 0. O

Exemple 3.3.3. Dans I’Exemple 3.1.2 la condition de transversalité nous donnait

p(ty) = —g'(x(ty)) + A (2(ty)) = (—1,0) + 2Xz(ty) =0

et nous avions remarqué que ceci était la condition nécessaire d’optimalité a ’ordre 1 du
probléme de minimisation (3.1). En ajoutant un terme intégral dans le cofit nous avons vu
dans l'exercice précédent que la condition de transversalité devenait

p(ty) = —g'(x(ty)) + A (x(ty)) = (—1,0) + 2Xz(tf) = w.



3.4. Condition de Legendre et conservation du hamiltonien 41

Nous pouvons alors nous demander & quel probleme de minimisation cette condition corres-
pond. Dans ’exemple précédent, le terme intégral était

2 | Tl
0

Le contrdle optimal vérifiait u(t) = w et la trajectoire x(t) = wt. Introduisons le critere

1/t 1
F(w) = g(o(t) + 5 [ NP dt = w1 + 3l
Posons le probleme min,cgn {F(w) | ¢(w) = 1} . La CN1 de ce probléme s’écrit
0=—F'(w)+ M (w) = (-1,0) — w + 2w,

ce qui correspond exactement a la condition de transversalité. O

3.4 Condition de Legendre et conservation du hamiltonien

Condition de Legendre. Le long d’une extrémale est vérifiée la condition nécessaire a
I'ordre 1 suivante, de stationarité du hamiltonien par rapport a la variable u :

O (1), p(0). ", (1)) = 0.

Appelons condition d’Euler-Hamilton cette condition. La condition d’Euler-Hamilton
est obtenue a partir de la différentielle de I’application entrée/sortie, non-augmentée dans
la formulation de Mayer et augmentée dans le cas Lagrange ou Bolza, combinée au Théo-
réme (A.7.3). Le point clé de ce résultat est le Théoreme (A.7.2) d’application ouverte non
linéaire a l'ordre 1. D’une maniére analogue, a partir d’un résultat a I’ordre 2 d’application
ouverte non linéaire, voir [1, Théoréme 20.3] ou Théoreéme 3.6.1, nous pouvons obtenir une
condition nécessaire & l'ordre 2, en utilisant la différentielle d’ordre 2 de ’application entrée/-
sortie. Cette condition, voir [1, Proposition 20.11], est appelée condition de Legendre (ou
de Legendre-Clebsch) et implique que :

2

ou?
Voir aussi Théoreme (B.4.2) pour le cas particulier du calcul des variations. Soit ¢ € [tg, %],
on note Fy(u) = H(t,z(t),p(t),p°, u). Dire que les conditions d’Euler-Hamilton et celle de

Legendre sont vérifiées au temps ¢, c’est dire que u(t) vérifie les conditions nécessaires aux
ordres 1 et 2 du probleme de maximisation sans contraintes :

max Fy(u). (3.5)

(t,x(t),p(t),po,u(t)) “(v,v) <0, VveR™, Vtelty,ts] p.p.

Si de plus, la condition de Legendre est stricte, alors w(t) vérifie la condition suffisante a
Pordre 2 d’optimalité locale stricte pour le Probleme (3.5). Attention, méme si la condition
suffisante est vérifiée sur tout I'intervalle [to,t¢] p.p., i.e. si

2

H
W(t,x(t),p(t),po,u(t)) “(v,v) <0, VYveR™, Vtelty,tys] p-p.

en aucun cas, cela nous donne une condition suffisante d’optimalité locale pour le probleme
de contrdle optimal! Il faut une condition supplémentaire appelée condition de Jacobi.
Voir Définition 3.6.5 ou [1] pour plus de détails. Ceci méme en calcul des variations. Voir
Section B.6 ou [65] pour plus de détails.
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Discussion sur la régularité des extrémales. Nous allons voir que dans le cas ou la
condition de Legendre est stricte, alors la régularité des applications f et f° nous donne la
régularité des extrémales. Supposons f et fO de classe €%, k € N*. Alors,

(t,Z,pO,U> = H(t,Z,pO,U) =p- f(tam.vu) +p0 fo(t7$7u)

est aussi de classe €%, avec z := (x, p). Supposons k > 2, fixons p® et considérons un triplet
(t,z,u) tel que ,H(t,z,p° u) = 0 et 02,H(t,z,p°, u) est inversible. Si I'extrémale vérifie
la condition de Legendre, alors 92, H(t,z,p", i) est inversible si et seulement si I'extrémale
vérifie la condition de Legendre stricte. Sous ces hypotheses, d’apres le théoréme des fonc-
tions implicites, on a au voisinage de (Z, z, i) une fonction implicite u(t,z) de classe €*!
telle que sur ce voisinage 0, H (t, z,p°, u(t, z)) = 0. Considérons maintenant une extrémale
(z(+),p°, u(-)) et supposons que le contrdle vérifie u(t) = u(t, z(t)). Alors, le long de I'extré-
male, on a

A(t) = H(t, 2(t),u(t) = H(t, 2(t), u(t, 2(1)))
ou ’on a introduit la notation

— OH O0H
H(t, z,u) = (ap(t,z,po,u), —m(t,z,po,u)> .

Posons .
F(t,z) = H(t, z,u(t, 2))

et on se demande quelle est la régularité de la fonction F. Par nos hypotheses, H est €%
donc H est €*~1. Par composition avec (t, z) + u(t, z), F est donc €*~1. Puisque, 2(t) =
F(t,z(t)), alors la solution ¢ ~ z(t) est de classe €*.

Conservation du hamiltonien. Nous allons voir que dans le cadre précédent, le pseudo-
hamiltonien est constant le long de 'extrémale si le systéme augmenté est autonome. Par
nos hypotheses, H est €%, donc

t M(t) = H(t, z(t), 0" u(t, 2(t)))

est de classe ¥*~!, car méme si z(-) est de classe €%, (t,2) — u(t, 2) est lui de classe €*1.
On rappelle que I'on suppose k& > 2. On a M de classe %71, on peut donc calculer sa
dérivée :

21(t) = 20,200, u(t,20) + D (1, 2(0),8° (e, 2(0)) - 200
+ 20200, (e, 20)) - (1, 20) + 516, 2(0) - 2(0)
= I 0200, 20) + T (1, 2(0), %, utt, 2(0)) - £(0)
= B0, 2000, (1),

donc si le systéme augmenté est autonome, i.e. si H ne dépend pas de t, alors H est constant
le long d’une extrémale.
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3.5 Exemples

3.5.1 Simple intégrateur et fonction de tir

Considérons le probleme de controle optimal suivant.
1 1
min J(z,u) = f/ u?(t) dt
2 Jo
(t) = —x(t) +u(t), wu(t)eR, te]0,1]p.p.,
z(0)=-1, =z(1)=0,
avec Vt € [0,1], z(t) € R. Appliquons les conditions nécessaires, cf. Proposition 3.2.1. Notons

1
H(xap7p07 u) =P (—ZL‘ + ’LL) + §p0 UQ,

le pseudo-hamiltonien associé au probleme étudié. Si u est optimal (avec z la trajectoire

associée) alors il existe un vecteur adjoint p et un scalaire p® € {0, 1} tels que (p,p°) # 0 et

les équations suivantes sont vérifiées pour ¢ € [0,1] p.p. :

i(t) = OpH[t] = —x(t) + u(?),
p(t) = —0.H[t] = p(1),
0 = 0uH[]=p(t)+p ud),
ot [t] := (z(t),p(t),p°,u(t)). On ne peut pas avoir p° = 0 car sinon p = 0 ce qui est
impossible. Ansi p° = —1 et u(t) = p(t). On obtient ainsi le probléme aux deux bouts
suivant a résoudre :
o(t) = —x(t) +p(),
p(t) = p(b),
z(0) =—-1=z, z(1)=0=uxy,

et le controle a disparu. L’inconnue de ce probléme aux deux bouts est le vecteur adjoint
initial. En effet si 'on fixe pp := p(0) alors d’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz, il existe
une unique solution maximale z := (z, p) vérifiant la dynamique (sur = et p) et la condition
initiale 2(0) = (zo,po). Le probleme est donc de trouver pg tel que (1) = zf. Calculons la
solution.
p(t) = p(t) = p(t) = €' po = x(t) = (0.5pg " + C)e™".

Or 2(0) = zo donc z(t) = (0.5pg (et — 1) +z0) et = posh(t) +zg et et finalement, puisque
x(ty) = x5 avec ty =1,

—t -1
Ty —x9€ 't e 2
= = = =~ 0.3130.
po sh(ty) sh(l) e2-1

Remarque 3.5.1. Il faut bien comprendre qu’avec pg, on a tout! On est donc passé de
la recherche d’une loi de commande (ou controle) u(-) a un vecteur de R™. Ici n = 1. En
effet, on a bien tout, car avec (zo,pg), on peut calculer (z(t),p(t)) pour tout temps t et
donc on a aussi le contrdle u(t) = p(t) a chaque instant.
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Remarque 3.5.2. Pour calculer pg, on a résolu le systeme affine en pyg a 1 équation
S(po) = 0, avec

S: R — R
po — S(po) = Iz(2(ty, x0,p0)) — ¢ = posh(ty) + zo e~ ts -y,

ou z(+, g, po) est la solution du probléme de Cauchy
£(t) = (—z(t) +p(t),p(t)), 2(0) = (20, p0),

avec z = (z,p) et ou Il (z) = . La fonction S est appelée fonction de tir (shooting en
anglais ce qui explique la notation S).

On peut retrouver Figure 3.3 le flot entre les temps 0 et 1 du systéme hamiltonien
&= —x+p, p=p,restreint a x(0) = —1, avec quelques fronts d’onde en vert et 'extrémale
solution en rouge. On remarque que les fronts d’onde sont linéaires. On ajoute un parametre
a dans le systéme contrélé permettant de modéliser des non-linéarités venant du frottement
par exemple. On considére donc le systéme & = —x + az? + u ce qui nous donne comme
nouveau systéme hamiltonien & = —x + ax? + p, p = (1 — 2ax) p. On retrouve Figure 3.4 le
flot entre les temps 0 et 1 de ce systéme hamiltonien restreint & z(0) = —1 pour o = 1.5. On
remarque que les fronts d’onde ne sont pas linéaires.

25 7

/
1

0.0

X

FIGURE 3.3 — Flot entre les temps 0 et 1 du systéme & = —z+p, p = p, restreint & z(0) = —1.
Les courbes bleues sont des extrémales pour différentes valeurs de p(0) entre —0.2 et 2.5. La
courbe rouge est ’extrémale solution. Les courbes vertes sont les fronts d’onde du flot aux
temps 0, 1/3, 2/3 et 1.
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05

0.0

X

FIGURE 3.4 — Flot entre les temps 0 et 1 du systéme & = —2 + ax? + p, p = (1 — 2ax) p,
restreint & x(0) = —1, pour o = 1.5. Les courbes bleues sont des extrémales pour différents
p(0) entre —0.2 et 2.5. Les courbes vertes sont les fronts d’onde aux temps 0, 1/3, 2/3 et 1.

3.5.2 Calcul des variations

Considérons le probleme de controle optimal suivant :

min J(z,u) = /Otf L(x(t),u(t)) dt

i(t) =u(t), te[0,t]pp,

z(0) = zo, x(ty) =y,
ou L est une application lisse appelée lagrangien, ot z(t) € R”, u(t) € R™ et t; > 0 est fixé.
Notons

H(z,p,p°,u) = pu+ p° L(z, u)
le pseudo-hamiltonien associé au probleme. Si u est solution, avec x la trajectoire associée,

alors d’apres la Proposition 3.2.1 il existe un covecteur p absolument continu et un scalaire

p° € {~1,0} tels que (p,p°) # 0 et les équations suivantes sont vérifiées pour presque tout
tel0,t f] :

(4 = 1= u0.
50 =924 = O (o), u(r),
0 = DT =p) 45 St ),
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ot [t] := (x(t),p(t),p% u(t)). Si p° = 0, alors p = 0, or (p,p°) # (0,0), donc p® = —1. On a
donc, puisque &(t) = u(t),

50 = 2 wta), 50 et pl0) = TEalt), i),

On retrouve ce que 'on appelle les équations de Fuler-Lagrange :

O (wtay,a0) & (o), 50 ) =0, (3.

qui sont les conditions nécessaires, voir Annexe B, du probléme de calcul des variations dans
sa formulation la plus classique :

ty

minimiser / L(z(t),&(t))dt : z €€ ([0,t],Q), z(0) = z0, 2(ts) = zy.

0
Supposons que 'on puisse appliquer le théoréme des fonctions implicites a 1’équation p —
OuL(z,u) = 0, pour obtenir u en fonction de (x,p) et notons u(x,p) la fonction implicite.
Introduisons le hamiltonien

H(z,p) = H(z,p, —1,u(x,p)) = pu(z,p) — L(q, u(x, p))

et la notation z = (x, p), alors, les équations de Euler-Lagrange sont équivalentes aux équa-
tions de Hamilton .
(t) = H(z(t)).

Exercices. Les exercices de cette sous-section concernent la résolution de problémes de
calcul des variations. On pourra utiliser les équations de Euler-Lagrange (3.6). On appelle
ici extrémale, une trajectoire z solution des équations de Euler-Lagrange (3.6). Une BC-
extrémale est une extrémale qui vérifie les conditions aux limites z(0) = zg et x(ty) = ;.

Exercice 3.5.1 (solution p. 95) : (cf. [27].)
1. Montrer que les extrémales de L(t,x,v) :== /1 + v? sont affine (i.e. & = 0).

2. Montrer que I’équation de Euler-Lagrange pour le lagrangien L(t,x,v) = 22 +v?
est donnée par & —x = 0.

3. Trouver 'unique extrémale admissible (i.e. BC-extrémale) pour le probléme :

inf {J(:p) = /Ol(ig(t) +22(t))dt | z € €1([0,1],R), z(0) =0, z(1) = 1}.

Exercice 3.5.2 (solution p. 96) : Soit L(z,v) = 3||v||?, avec ||-|| la norme eucli-
dienne. Soient A, B dans R™ et T' > 0 dans R. On considére le probleme variationnel

in {J(m) = /OT L(z(t),&(t)) dt | 2 € €1([0,T),R), (0) = A, 2(T) = B} .
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1. Trouver 'unique BC-extrémale.

2. Calculer pour la BC-extrémale notée x :

i) = [l

3. Que pensez-vous que [(z) représente pour les points A et B?

Exercice 3.5.3: (Paradoxe des jumeaux de Langevin). Soit ¢ > 0 une constante réelle,

on introduit le lagrangien

L(q,u) = c*uj — uf

ot 'on a noté u := (u1, uz) € R? le vecteur vitesse et ¢ := (z,t) € R? les coordonnées.

Attention, ici ¢ est une variable d’état. Plus classiquement, en Physique, les compo-
santes de u sont notées dx et dt.

On introduit le probléme variationnel :

1
swp {7@) = [ Llals). ) ds |0 € 610,18, q(0) = A, ()= B}, (1)

q

olt A= (0,0) et B := (Ax, At), et ot Az, et At sont deux constantes dans R
1. Le lagrangien L est-il autonome ?
2. Calculer 'unique BC-extrémale de (3.7).

3. Soient ¢ la BC-extrémale et v € |0, c[. On suppose Az = vAt. Calculer la lon-

gueur de q,
)= [ /L)) ds,

en fonction de ¢, At et du facteur de Lorentz

1
N ——_—
Vo=
1(q) T : T
4. On note 7 := —=. Que vaut — 7 A quel intervalle appartient — ?
c At At

5. On note C := (0,2At). Soit q := (z,t) la solution du probléme variationnel (3.7)
ou l'on remplace la condition finale par ¢(1) = C. Donner ¢(s) et calculer la longueur

1(q)-

6. Paradoxe des jumeaux. Igor part du point A et rejoint B a la vitesse constante
v € |0, [, c’est-a-dire en suivant la trajectoire ¢. Il fait demi-tour en B a la vitesse
—v (on précise que x est une coordonnée d’espace tandis que ¢ est une coordonnée
de temps) jusqu’a rejoindre le point C. Pendant ce temps, son frére jumeau Grichka
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est resté en x = 0, il a donc suivi la trajectoire g. Sachant que ’dge de chacun des
deux freres est la longueur du chemin qu’il parcourt divisée par ¢, quels sont les dges
de Igor (en fonction de 7) et Grichka (en fonction de At) lorsqu’ils se retrouvent au
point C'?

7. Qui est le plus 4gé au point C'7

8. Soient v = %c et At = 25 années. Quels dges ont Igor et Grichka en C'?

Remarque 3.5.3. L’exercice précédent est placé ici dans le cadre du calcul des variations
mais c’est en fait un probleme de géométrie, non riemannienne, mais lorentzienne, issu
de la théorie de la relativité restreinte [39]. La différence vient du fait que le tenseur
métrique, ! dans Pexercice le tenseur métrique est L, n’est pas définie positif mais indéfini,
ici de signature (4, —). Dans ce cas, il existe des vecteurs isotropes non nuls, c¢’est-a-dire
tels que |[v]|; = 0, v # 0. C’est le cas des vecteurs de la forme (), cA), A € R". Ces vecteurs
sont appelés de genre lumiére et n’ont donc pas d’age (I’dge est appelé temps propre
en relativité restreinte), dans le sens qu’il vaut 0.

3.5.3 Principe fondamental de la dynamique

Considérons un point matériel de masse m évoluant dans un champ de force dérivant
d’un potentiel. Le lagrangien associé est la fonction

L(z,v) =T() —V(z),

ott T(v) == sml|v||? est I’énergie cinétique et V(z) est I’énergie potentielle du point
matériel. La position-vitesse du point matériel étant donnée par le couple (z,v). Rappelons
que I’énergie mécanique est donnée par :

E(z,v) =T(v)+ V(x).
Voici quelques exemples d’énergies potentielles ol la variable de position est respectivement
r,aetx:
« énergie potentielle gravitationnelle (déplacement d’un satellite autour de la Terre) :

mMrp

Epg(r) = -G r

+ cste,

ou G est la constante de gravitation, M la masse de la Terre et r la distance au centre
de la Terre;

« énergie potentielle de pesanteur (pendule) :
Epp(a) = —mgl cos(ar) + cste,

ou g est la pesanteur, [ la longueur du pendule et o ’angle avec la verticale;

1. En géométrie riemannienne, le tenseur métrique est appelé plus simplement métrique tandis qu’en
géométrie lorentzienne, on parle plutot de pseudo-métrique. Dans notre cas, le tenseur métrique est celui de
Minkowski qui s’écrit en général g = u3 — ui et on considére des coordonnées de la forme (z, ct).
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« énergie potentielle élastique (k est la raideur du ressort) :
L, 5
Epe(z) = §k$ + cste.

Hamilton observa que le mouvement de ce point matériel est solution d’un probleme
variationnel.

Proposition 3.5.1 — Principe Fondamental de la Dynamique

Les équations du Principe Fondamental de la Dynamique (PFD) :
mi(t) = —=VV(x(t)),

qui gouvernent le mouvement coincident avec les équations de Euler-Lagrange (3.6)
associé au lagrangien L =T — V.

» On a
: d . d .
Val(x(t),&(t)) — 5 (VoL (2(t),2(1))) = =VV(2(t)) — - (VT(2(?)))
d .
= VY (D) - (mi),
donc les équations de Euler-Lagrange correspondent aux équations du PFD. |

Le vecteur adjoint (en colonne) est donné par p = V,L(x,v) = mv donc celui-ci cor-
respond a ce que 'on appelle la quantité de mouvement. Le hamiltonien correspond ici a
I’énergie mécanique :

H(r,p) = (p] ) ~ L 0) = [l ~ L(z,-p)

= bl + V(@) = T(0) + V(2) = E(z,0).

2m

Les équations de Euler-Lagrange nous donne le systeme hamiltonien

(t) = v(t)

%p(t) = V,H(z(t),p(t)),

mi(t) = p(t) = =VV(x(t)) = =V H(z(t), p(t))-

Enfin, on retrouve la conservation du hamiltonien (on note [t] = (z(t), p(t))) :
d 0 . 0 :
EHM = %H[ﬂ -a(t) + FpH[t] - p(t)

= (V. H[i] | VpH[]) — (VpH[t] | V- H[t])
= {H, H}[{]
= 0.
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Exercice 3.5.4 (solution p. 96) : Soit le lagrangien
L(a, &) =T(a) — V(a),

avec )
T(&) = §ml2d2 et V(a):=—mglcosa,

ou m, g et [ sont des constantes strictement positives. Nous considérons donc le pro-
bléme du pendule non amorti, non linéaire. Voir les Figures 3.5, 3.6 et 3.7 pour plus
de détails.

1. Ecrire le hamiltonien H(c,p) associé & L en fonction de I := ml?, w = g, aet
p.
2. Rappeler pourquoi H est constant le long de toute extrémale.

3. Soit (a,p) une extrémale. Supposons que H = h € R le long de cette extrémale.
Montrer que :
Vit : —wTcosal(t) < h.

4. Le cas limite entre les rotations et les oscillations est donné par h = w?I. Soit ay
langle initial, c’est-a-dire a(0) = ag. Donner &g et pg, respectivement les vitesse et
adjoint initiaux dans le cas limite.
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—pi 0 ;;i —pi 0 pi

X
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F1GURE 3.5 — Le champ de vitesses de phase du pendule est visible sur le sous-graphe de
gauche. Les courbes de phase (ou orbites) en bleu sont données sur le sous-graphe de droite.
Les courbes de phase fermées correspondent a des oscillations tandis que les autres corres-
pondent aux rotations. Les courbes en noir sont appelées séparatrices. Enfin, on distingue
trois points d’équilibre en rouge, 1 stable et 2 instables.
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FIGURE 3.7 — Potentiel du pendule et rotation.

3.6 Condition du second ordre faible : cas Lagrange

Nous considérons le Probleme (Pr,) sous les Hypotheses (H2). Comme nous l’avons vu,
si u est solution, alors, nécessairement

E, () € Front(A(ty, &),

et donc nons seulement @ est singulier pour ’application entrée/sortie augmentée, mais aussi
celle-ci n’est pas localement ouverte en u. Le fait que u soit singulier nous assure ’existence

d’une forme linéaire A € (R™*1)* non nulle orthogonale 4 Im E;f (w), c’est-a-dire

7'%0
Fnl

Ne (ImEtf’go(ﬂ))L, X 0.

Le fait que celle-ci ne soit pas localement ouverte en « va nous permettre d’obtenir de nou-
velles conditions nécessaires d’optimalité. Pour cela, nous avons besoin du théoreme suivant,
analogue au Théoréme A.7.2, mais a I'ordre 2.
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Théoréme 3.6.1 — de ’application ouverte non linéaire a 1’ordre 2

Soit F': E — R"™ une application lisse définie sur un espace de Banach E. Soit v un
point singulier de corang un (codim Im F’(u) = 1). Soit A € (R™)*\0 dans (Im F'(u))".
Si AF"(u) est indéfinie sur Ker F'(u), alors F est localement ouverte en .

La forme bilinéaire
M (u) € Z(E,Z(E,R)) ~ %4(E x E,R)

est appelée la dérivée seconde intrinséque de F en u et est définie a un scalaire pres
dans le cas de corang un. Par la suite, on suppose que le controle « est de corang un. Ainsi,
la trajectoire associée Z admet un unique (A un scalaire pres) relévement (z,p, p®, u) sur
[0,¢¢], que l'on suppose étre normal (p° # 0). Dans notre situation, on applique le théoréme
précédent a l’application entrée/sortie augmentée. On a donc

5,(u) semi-définie sur Ker Eéf,:fg (w).

Remarque 3.6.1. Faisons le lien avec le point de vue de 'optimisation. Considérons le
Probleme (Pp) sous sa forme réduite et définissons le lagrangien (on omet les indices des
applications entrée/sortie) :

L(u,A) = X mo(E(u) + A+ (B(u) —z5), A= (A% e (R") xR_.

Notons z%(u) = WZO(E(U)) et z(u) = E(u) de telle sorte que E(u) = (z(u),z%u)).
D’un point de vue optimisation, la condition nécessaire d’optimalité a 'ordre 2 est que
92, L(1, \) = \E" (u) soit semi-définie négative sur I'espace tangent aux contraintes. Dans
le cas ou I’hypothese de qualification des contraintes est vérifiée (\? < 0), I'espace tangent
est donné par Ker 2/(@) et non par Ker E'(i). Mais finalement ces deux noyaux sont égaux
puisque pour tout v € Ker 2/(u), on a d’apres la CN1 (A.7.3) :

o
- Ou

(,

>

0 )0 = A0 a%(@) v A+ (2/(@) - v) = X2 (@) v

et donc 2% () - v = 0 puisque A° # 0. Ainsi, Ker 2/(u) C Ker E'(#). De plus, Ker E’(ﬂ) C
Ker /(i) puisque E(u) = (2(u),2°(u)). Finalement, Ker E'(u) = Kera/(u) et donc la
condition nécessaire d’optimalité & 'ordre 2 est bien que AE” () soit semie-définie (néga-
tive) sur Ker E'(u).

Pour ¢ € [0,t¢], on définit la forme bilinéaire symétrique
By == \E/;, (a)

et on introduit K; := Kerf)é %o (u). Nous avons le résultat suivant.
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Proposition 3.6.2 — [21]

Si P'extrémale (Z,p,—1,u) vérifie la condition forte de Legendre, alors il existe € > 0
tel que By|k, est définie négative pour tout t € [0,¢].

Clairement, si s < ¢, alors Bi|x, < 0 (i.e. définie négative) implique Bs|x, < 0, d’ou la
définition suivante. On définit le premier instant conjugué ti., le long d’une extrémale
normale vérifiant la condition forte de Legendre, comme le supremum des temps ¢ tels que
B, soit définie négative :

tie =sup{t > 0| Bx, <0}.
D’apres [1], alors By, |k, a un noyau non trivial. De fait, les temps conjugués sont définis
comme les temps t. tels que By |x, est dégénérée.

Reprenons notre extrémale de référence (z, p, —1, u) et supposons qu’elle vérifie la condition
forte de Legendre :

2H
%uQ(az(t),p(t), —1,4(t)) - (v,v) <0, YveR™ Vtel0,ts] p.p.

Sous cette condition, I’équation 9, H = 0 peut étre résolue dans un voisinage de I'extrémale
et on peut donc définir le contréle comme une fonction de I’état et du vecteur adjoint, notée
u(z,p). En définissant sur ce voisinage le hamiltonien H(z) = H(z, —1,u(2)), z == (z,p), on
obtient

H'(z) = ?j(z, —1,u(2)) + %Z(z, —1,u(z)) uy(z) = %Z@ —Lu(2))

puisque 0, H (z, —1,u(z)) = 0. Ainsi, sur ce voisinage, le systeme

i(t)—%?[t], p(t)——%f[t], o—il[t], [t] = (2(t),p(t), -1, u(t)),

de la Proposition 3.2.1, est équivalent au systéme hamiltonien

o0 = He0), 86 = (G 0.-506).

Définition 3.6.3
Une solution de 1’équation linéarisée le long de z, appelée équation de Jacobi,
dz(t) = H/(2(t)) - d2(t), (3.8)

est appelée un champ de Jacobi. Un champ de Jacobi §z = (dz,dp) € R™ x (R")”,
est dit vertical au temps t si dx(t) = 0.

Nous pouvons maintenant donner une caractérisation géométrique du premier instant
conjugué.
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Proposition 3.6.4

Un instant t. € |0,tf] est un temps conjugué le long d’une extrémale normale vérifiant
la condition forte de Legendre si et seulement si il existe un champ de Jacobi §z =
(0x,dp) vertical en 0 et t., tel que dx # 0 sur [0,1.].

Définition 3.6.5 — Condition de Jacobi

Pour une extrémale définie sur l'intervalle [a,b], on dit que la condition faible de
Jacobi est vérifiée si 'intervalle ouvert |a, b[ ne contient pas de temps conjugué. On
dit que la condition forte de Jacobi est vérifiée si I'intervalle semi-ouvert |a, b] ne
contient pas de temps conjugué.

Remarque 3.6.2. Dans la proposition précédente, c¢’est bien un dx et non 0% qui est
considéré. En effet, le long d’une extrémale normale (vérifiant Legendre fort), on a §% =
(0z,02%) est vertical en t si et seulement si dx est vertical en t. Pour le voir, il suffit de
remarquer que 0x(t) = E'(u) - du = 2'(u) - du pour un certain du donné, et ot on a repris
les notations de la remarque précédente. Ainsi, par la CN1 :

0=A02%w) - du+ X (a'(u) - 0u) = X0 02°(t) + X - 6x(¢)

et donc, puisque A\° # 0, on a §x(t) = 0 si et seulement si 63 (t) = (6x(t), 52°(¢)) = 0.

La question que I’on se pose maintenant est : est-ce que la trajectoire est nécessairement
non optimale apres le premier instant conjugué? Pour ce faire, la forme quadratique Q
associée a By|k, doit étre indéfinie pour t > ti.. Cependant, il peut arriver dans des cas
dégénérés, que @ reste semi-définie sur un intervalle [ti.,t1. + 1], 7 > 0. Dans le cadre
analytique, cela ne peut pas arriver et nécessairement pour t > ti., (J¢ est indéfinie. On
obtient ainsi la condition nécessaire suivante, d’optimalité locale faible a 'ordre deux dans
le cadre analytique de corang un.

Théoréme 3.6.6 — [1]

Pour une extrémale normale vérifiant la condition forte de Legendre, dont le controle
analytique associé est de corang un, la condition faible de Jacobi est une condition
nécessaire d’optimalité locale pour la topologie L™ (sur u).

Remarque 3.6.3. Ce résultat est a comparer avec le Théoréme B.6.1. On parle d’opti-
malité locale faible dans un sens analogue a la Définition B.2.2. Voir [1, 18] pour plus de
détails sur ces notions d’optimalité locale faible et forte dans le cadre du contréle optimal.
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3.7 Exercices

Exercice 3.7.1 (solution p. 97) : (Probleme de contrdle optimal a conditions aux
limites simples.) Soit le probléeme de controle optimal suivant :

. 1 [t 9
min J(q.u) = 5 [ u(t)]?
2 Jo
q(t) = u(t), u(t)eR? te[0,t]p.p.,
Q(O) = qo, Q(tf) =dq1,
otl ||-|| est la norme euclidienne dans R?, ot ¢ := (x,y) € R?, et avec qo et ¢; dans R?
donnés, et £y > 0 fixé.

1. Calculer la solution données par la Proposition 3.2.1.
2. Donner, pour cette solution, la valeur de fgf ||u(t)] de.

3. Qu’avez vous (re)-démontré ?

Exercice 3.7.2 (solution p. 97) : (Probléme de contréle optimal & conditions finales
sous-dimensionnées) Soit le probléme de contréle optimal suivant :

. 1 [t 9
min J(¢,u) = = / ut) |2 dt,
2 Jo
i) = u(t), u(t) eRZ, te0,ty] pp.
q(0) =qo, q(ty) € 1 +Ro,

ott ||| est la norme euclidienne dans R?, ou ¢ = (x,y) € R?, et avec qo = (0,0),
q1 = (1,0), v:=(0,1), et ty > 0 fixé.

1. Donner le 5-uplet (u(-),q(:),p(-),p°, ) solution des conditions nécessaires issues
de la Proposition 3.3.1.

2. Faire un dessin dans le plan de la trajectoire solution avec les contraintes termi-
nales.

Exercice 3.7.3: (Probleme de controle optimal & conditions finales sous-
dimensionnées) Soit le probleme de controle optimal suivant :

min J(gu) = [ )|
q(t) =u(t), wu(t)e R%, te [0,t¢] p.p.,

q(0) = qo, qlty) € 1 + S,

ott ||-|| est la norme euclidienne dans R?, ¢ := (z,y) € R?, et avec qo := (0,0), ¢q1 =
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2,0), et t; > 0 fixé. On rappelle que S' est la sphere de centre (0,0) et de rayon 1.
f

1. Donner les deux 5-uplets (u(-), ¢(-), p(+), p°, A) solutions des conditions nécessaires
issues de la Proposition 3.3.1.

2. Faire un dessin dans le plan des contraintes terminales, ainsi que de la meilleure
des deux trajectoires.

Exercice 3.7.4: On note c(ty,xf) = x5 — t?c. Calculer la BC-extrémale du probleme

min J(z,u,ty) : / 1+ u?(t) ty > =2,

(t) =u(t), wu(t)eR, te[-2,t]pp.,
2(=2) =0, c(ts,x(ty)) = 0.

Exercice 3.7.5: Soit le probléeme de contréle optimal suivant :

tr
min J(x,u,ty) ::/ u?(t) dt,
0

u(t), u(t)eR, tel0,t] p.p.,
z(0) =0, c(ty,z(ty)) =0,

avec c(tg,xf) = xp —ty — 10 et ot ty > 0 est libre. Calculer la BC-extrémale.

Exercice 3.7.6:
Soit le probleme de controle optimal suivant :

min J(x, u) = /01 (;‘28 - 1n(g;2(t))> dt,

(P5) :

(t) =u(t), u(t)eR, tel0,1] p.p.,

z(0)=1, 2(1)=
On fera I'hypothese : V¢ € [0, 1], x(t) . On ne considere que le cas normal et on
fixe la variable duale du cotit : p” = —% Soit (Z(-),p(:),u(:)) une BC-extrémale du

probléme (P3).

1. Donner le pseudo-hamiltonien H(x,p,u) du probleme (Pj5), 'équation différen-
tielle vérifiée par (z(-),p(+)) et le controle optimal (-).

2. Montrer que pour tout ¢ € [0, 1] on peut écrire p(t) z(t) sous la forme at+ b, avec
a et b deux réels a déterminer ou donner en fonction de p(0).

3. Donner les expressions de z(-) et p(-) en fonction de ¢ et p(0) et en déduire p(0).
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Exercice 3.7.7: Soit le probleéme linéaire-quadratique suivant :

min J(z,u) = - / O Ru(t) + 2(t)"Qx(t)) dt
(LQR) i(t) = Ax()—l—Bu u(t) e R™, te0,ts] p.p.,
z(0) = xo,

ou z(t) € R", ot kg € R™ et ty > 0 sont fixés, ou A, B, R et @ sont des matrices
constantes de dimensions adaptées, et ou R est symétrique définie positive et ()
est symétrique semi-définie positive.

Donner le pseudo-hamiltonien H (z,p, p°, u) associé au probléme (LQR).
Donner la dynamique adjointe (issue de la CN1) vérifiée par p.
Donner les conditions de transversalité vérifiée en 2.

. Montrer que pour tout extrémale (x(-),p(-),po,u(-)), p? # 0. On fixera ensuite
p-=—1.

A

5. Montrer que le contrdle optimal vérifie u(z,p) = R~ BT pT" (p est un vecteur
ligne).

6. Montrer que pour tout extrémale, le contrdle t — wu(t) = u(x(t), p(t)) est continu.
Soit le probleme a valeur terminale (TVP) suivant :
S(t)=St)BR'BTS(t) — (S()A+ ATS(t)+ Q). S(ty) =0.

Nous faisons I’hypothese suivante.

Hypotheése H4. Il existe une unique solution a (TVP) notée ¢t — S(t) € R™*",
S(t) symétrique et définie sur tout l'intervalle [0,¢].

7. Calculer
d

@ S®(t)

en fonction de z(t), S(t), S(t), A, B et u(t). On pourra omettre 'argument ¢ dans ce
calcul et les calculs suivants.

8. Montrer que 'on peut écrire J(x,u) sous la forme suivante (on omet t) :

1ot 1
T() = 5 /0 " («"(SBR'B" )z +u" Ru + 2u" B Sz dt + 52(0)7S(0)(0).

9. Montrer que
T (SBR'BTS)z + u' Ru + 2u" BT Sz = (u + RleTSx)TR(u + R 'BTSz).

10. En déduire I'expression du contrdle optimal u*(¢,x) en fonction de R, B, S(t)
et x et en déduire la valeur minimale du critere.
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Exercice 3.7.8: Soit le probleme de contrdle optimal suivant :

min J(z,u,ty) =ty + % /Otf ($2(t) + u2(t)) dt,
(t) =u(t), u(t)eR, tel0,tf] p.p.,
l’(O) = 0, :L'(tf) =xf,

avec xy > 0 donné. Calculer les BC-extrémales du probléme, pour le cas normal :
0
p’ = —1.

Rappel : La solution de ’équation différentielle §j(t) — y(t) = 0, s’écrit sous la forme
y(t) = acosh(t) + Bsinh(t), (o, B) € R?,
ou bien de maniére équivalente
y(t) = el + pe™t,  (\, p) € R?,

car t t t t
e +e . e —e”
cosh(t) = —5 et sinh(t) = ————

Pour mémoire on a également

argsh(z) =In(z + v22+1), zeR.

Exercice 3.7.9: Soit le probléeme de contrdle optimal suivant :
min J(z,u) = x(ty),
L o

—a(tyu(t) + ~u*(t), u(t)€R, te(0,t] pp.,

20 :

z(0) = o,

avec zg > 0 et ty > 0 donnés. Calculer les BC-extrémales du probleme. On montrera
que p(t) <0, t € [0,tf], ou p désigne I'état adjoint associé a .

Exercice 3.7.10: Soit le probleme de controle optimal suivant :

tr
min J(x, u,ty) ::/ () u?(t) dt, t; >0,
0

(t) =wu(t), wu(t)eR, te[0,tf] p.p.,
x(0) =¢, a?(ty) -t} =3+¢?

ou € > 0 est fixé, et ol tf est libre.



3.7. Exercices 59

1. écrire le pseudo-hamiltonien H (z,p,p°, u) du probléme.
2. Montrer que p° = 0 = p(-) = 0. En déduire p° # 0. On fixe p° = —1.

3. Montrer que pour tout t € [0,ty] tel que x(t) # 0, on a
p(t) = ci(t),

ou c est une constante a déterminer en fonction de z(t) et p(t).
4. Montrer que ¢ = 4ty.
5. Calculer 22(t) et p*(t), t € [0,t/], en fonction de ¢, ty, € et p(0).

6. Montrer que tf =1 et en déduire la valeur de p*(0).

Exercice 3.7.11: Soit le probleme de controle optimal suivant :
( tf

min J(z,u) = of (2az(t) u(t) + a®u?(t)) dt

:t(t)zéx(t)+u(t), u(t) €R, te 0t

2(0) =0, w(ty) ==y,
ol a > 0 est fixé, x5 est donné et ot ty = ma/2. Calculer les BC-extrémales du
probleme.

Rappel : La solution de I’équation différentielle : §j(t) + cy(t) = 0, ¢ > 0, s’écrit sous
la forme : y(t) = Acos(Bt) + pusin(Bt), (A, i, B) € R3.

Exercice 3.7.12: On note ¢ = (z,y) l'état, u := (u1,u2) le contrdle et on notera
p = (p1,p2) le vecteur adjoint. Soit le systéme contrdlé

q(t) = (£(t),9(t)) = flq(t),u(t)) = (ua(t), 1 + ua(t)). (3.9)
Soit le pseudo-hamiltonien H(q,p,u) = (p| f(q,u)) — 3|lul|®, ot ||-|| est la norme

euclidienne et (-|-) est le produit scalaire usuel sur R2.
1. Donner le systéeme pseudo-hamiltonien
i(t) = VpH(g(t), p(t), u(t)),  P(t) = —VoH(g(t), p(t), u(t)).
2. Donner u[p] vérifiant V,H(q,p, u[p]) = 0, pour (¢,p) € R? x R2.

3. Calculer (q(t, v, 8), p(t, o, B)) la solution du systéme pseudo-hamiltonien bouclé

q(t) = VpH (q(t),p(t), ulp®)]),  p(t) = =VH (q(t), p(t), ulp(t))),
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ayant comme condition initiale ¢(0, a, ) = (0,0) et p(0, o, B) = (v, B).
4. Soit ty > 0. Donner I’ensemble des paires (a, 3) telles que z(tf, a, 3) = 1.

5. Calculer F(a, §) == ;/tf]u[p(t,a,ﬁ)]||2dt.
0

6. Donner (&, 3) = arg min {F(a, ) | (o, B) € R? et a(ty, o, B) = 1}.
7. Donner q(tf,d,B), Q(tf,d,B) et p(tf,d,,g’) en fonction de t;.

8. Soit le probléme de controle optimal

1
min J(q.u) = 3 [ Ju®)] dt,
i(t) = fla®),u(®), ult) €RL, 1€ [0,1] pp.
a(0) = (0,0), w(1)=1.

8.1. Soit h(q,p,p°,u) == (p| f(q,u)) + $p°||lu||* le pseudo-hamiltonien associé au
probléme de contréle. Justifier que p® = —1.

8.2. Rappeler la condition de transversalité en t; = 1 vérifiée par le vecteur
adjoint. On notera A le multiplicateur associé a la contrainte terminale. Que vaut

A7
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Dans ce chapitre, nous énoncons le résultat fondateur du contréle optimal,
le principe du maximum de Pontryagin [64]. La principale différence avec le
principe faible du Chapitre 3, dans sa formulation, est que les conditions de
Euler-Hamilton et de Legendre-Clebsch, cf. Section 3.4, sont remplacées par une
condition de maximisation globale du pseudo-hamiltonien. D’un point de vue
pratique, ce résultat nous permet de traiter des problemes avec des contraintes
sur le controle et demande moins de régularité sur les données du probleme. Les
conditions nécessaires d’optimalité que fournit le principe du maximum doivent
étre vérifiées par toute solution locale en un sens plus fort que pour le prin-
cipe faible. En effet, toute paire trajectoire-controle localement optimale vis-a-
vis de trajectoires-contrdles admissibles proches en norme C° pour la trajectoire
et L pour le controle vérifie les conditions nécessaires d’optimalité du prin-
cipe faible mais pas nécessairement celles du principe du maximum. On parle
de solution locale faible. Cependant, si on reldche la notion de solution locale,
en remplacant la norme L™ par la norme L' pour le controle, alors toute paire
trajectoire-controle localement optimale vis-a-vis de trajectoires-controles admis-
sibles proches en norme C° pour la trajectoire et L' pour le controle vérifie les
conditions nécessaires d’optimalité du principe du maximum, et bien entendu
aussi celle du principe faible. On parle de solution locale forte ou de solution
locale de Pontryagin. Ces notions locales faible et forte sont analogues a celles
présentées Section B.2. Une fois le principe énoncé, nous donnons quelques pro-
priétés et applications du principe du maximum.

4.1 Le principe du maximum

Dans [56, Section 3.4.5], on retrouve quelques critiques justifiées de lapproche varia-
tionnelle utilisée pour le principe faible. Pour le principe faible, ’ensemble des controéles
admissibles est trop restrictif puisque 1’on se limite a des contréles intérieurs aux contraintes
U, ou alors a des problémes sans contraintes sur le contrdle en prenant U = II un ouvert de
R™ comme dans le Chapitre 3. De plus, dans ce chapitre, nous avons supposé la dynamique
et I'intégrande de la partie Lagrange du cofit de classe €', ce qui ne permet pas de traiter
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des problémes de type minimisation de la consommation pour lesquels f°(z,u) = ||u/|. Enfin,
les perturbations du contréle que 'on considére pour le principe faible sont de nature L°°,
ce que 'on voit bien dans la preuve de la Proposition 3.1.1 ot du € L. Ce procédé restreint
I'optimalité si elle est locale a des petits voisinages de la trajectoire optimale, en comparai-
son avec le principe du maximum qui utilise des perturbations particulieres de nature L',
appellées perturbations en aiguille. Autrement dit, en appliquant le principe du maximum
on peut espérer obtenir moins de candidats a ’optimalité que pour le principe faible, car il
peut exister des solutions locales faibles non fortes, cf. Exemple B.2.1, et ainsi découvrir plus
facilement I'optimum global s’il existe.

On considére maintenant le probleme de controle optimal dans sa formulation la plus
générale, c’est-a-dire le Probleme (OCP) présenté Section 2.2. Rappelons les hypotheses sur
des données du probleme.

Hypotheése H5. Soit un systéme contrélé non autonome @(t) = f(¢,z(t), u(t)) ou f est
une application lisse de Z x Q x II dans R", Z un intervalle ouvert de R, 2 un ouvert de
R" et IT un ouvert de R™. Considérons de plus une application f° lisse sur Z x € x II et
a valeurs dans R et deux applications g et c lisses de Z x 2 x Z x ) dans, respectivement,
R et RP, p < 2(n 4+ 1). On notera (to,xo,tf, ) I'argument des applications g et c¢. On
suppose enfin que ¢ est une submersion sur ¢ ({Ogr}), c’est-a-dire ¢’ (to,xo,tp,xy) est
surjective pour tout point (tg,xo,tf, xf) vérifiant c(to, zo,ts,z¢) = 0. Enfin, on introduit
I’ensemble U C II quelconque.

Remarque 4.1.1. Le qualificatif lisse veut dire suffisamment régulier. On peut supposer
que les applications sont au moins de classe €'. Cependant, dans le cadre du principe du
maximum de Pontryagin, nous pouvons affaiblir cette hypothése et supposer :

f(t,-,u), fOt,-,u) de classe €' pour tout t € Z, u € U fixés

et
of of°
f, 19, —f, L continues sur Z x €} x U.
0 Oz
Cela permet de considérer des problemes de type minimisation de la consommation pour
lesquels fO(x,u) = |lu|. Il n’y pas de probléme d’existence de solutions maximales pour

le systeme controlé dans ce cas, voir [67, Lemme 2.6.2].

Rappelons maintenant le probléme de controle optimal dans sa formulation la plus géné-
rale, c’est-a-dire sous la forme de Bolza avec les temps initial et final libres :

min J(x,u, to, t¢) = g(to, z(to), tr, x(ts)) + /ttf FOt, z(t),u(t)) dt
(OCP) B(t) = f(t,x(t),u(t), u(t) €U, telto,ts] p.p.

c(to, z(to), t 7, x(ts)) = Oge.

Nous avons alors les conditions nécessaires d’optimalité suivantes qui généralisent les pro-
positions 3.1.1, 3.2.1 et 3.3.1. Le théoréme suivant, le Principe du Maximum de Pontryagin,
est fondamental et nous renvoyons aux références [1, 19, 26, 27, 47, 50, 54, 56, 64, 65, 70,
72, 74, 76] pour plus de détails sur ce principe et la théorie du contrdle optimal en général.
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Théoréme 4.1.1 — Principe du Maximum de Pontryagin (PMP)

Si (x,u,to,ty) est solution du Probléeme (OCP) sous les Hypothéses (H5), alors il existe
un vecteur adjoint p(-) € AC([to,ts], (R")") un réel p° € {—1,0}, et une forme linéaire
A € (RP)*, t.q. (p(+),p°) # (0,0) et tels que les équations suivantes sont vérifiées pour

teto,tf] p-p-:
0H

B0 = 5 (1.0, p(0). 8, u(t),
(0) = 2L (1 2(6) p(6) 1, ), (41)
H(t, x(t), p(t), p", u(t)) = max H(t, 2(t), p(t), ", w),

ot H(t,z,p,p’,u) = p - f(t,z,u) + p°fO(t,z,u) est le pseudo-hamiltonien associé
a (OCP). Les conditions aux limites c(to, z(to),tf,z(ty)) = 0 sont vérifiées. Soit

p
‘S(th Zo, tfa I’f) = pO g(t()a Zo, tf7 iL‘f) + Z )\2 Ci(t(]a Zo, tfv .’L'f)
=1

On a les conditions de transversalité suivantes :
o€ 23
8%0 8xf
Si u(-) est continu aux temps ty, respectivement t¢, alors on a :

Hlto] = gg)(to,l‘(to)atf,x(tf))y Hlty] = —gé(to,w(to)atfvx(tf))a (4.3)

ot [t] = (t,x(t), p(t), p°, u(t)).

» La preuve s’appuie sur la construction u
de variations en aiguille introduites par
V. G. Boltyanski [15]. Comme nous pou-
vons le voir sur la figure ci-contre, ex- L
traite de [15], les variations s’appliquent l
sur le contrdle. Elles ne sont pas petites /’,IV’-‘—Aﬁ
en norme L mais en norme L!. La per- | :
turbation vient de la constante u qui rem- 1/\;
place le contrdle de référence sur un petit
intervalle de temps de longueur dt. |

N
1
!
I
[
[
t
{

Remarque 4.1.2. Pour des raisons similaires a celles évoquées dans la remarque 1.2.3,
le vecteur adjoint p(-) est Lipschitz sous nos hypotheses.
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Remarque 4.1.3. On rappelle que 'on peut considérer p et A comme des vecteurs co-
lonnes. Dans ce cas, nous écrivons

B(t) = VpH(t,a(t),p(t),p°,u(t), p(t) = =V H(t,x(t),p(t),p°,u(t)),
les conditions de transversalité deviennent
P(to) = —onf(to, I‘(to), tf’ I‘(tf)), p(tf) = vmfg(t(]a x(t(]), tfv CE(tf))

et les conditions sur le hamiltonien s’écrivent

H[tg] = vtof(t(]v .1‘(750), tf’ x(tf))v H[tf} = _vtfg(t07 x(to), tf? x(tf))'

La définition suivante fait écho a la Définition 3.3.2.

Définition 4.1.2 — Définitions importantes

o Une extrémale de Pontryagin-Boltyanski associée au Probleme (OCP) est
un quadruplet (x(-),p(-), p°, u(-)) solution des équations pseudo-hamiltoniennes
contraintes (4.1) sur [to,ty].

o On parle de BC-extrémale (BC vient de “Boundary Conditions”) si l'extrémale
vérifie en plus les conditions aux limites c(to,x(to),ts,x(ty)) = 0, les conditions
de transversalité (4.2) et les conditions sur le hamiltonien (4.3).

« Une extrémale (x(-),p(-),p", u(-)) est dite anormale si p® = 0 et normale dans le
cas contraire, i.e. p° = —1.

Proposition 4.1.3

Soit (%(-), p(+),p°, u(+)) une extrémale de Pontryagin-Boltyanski du Probléme (OCP).
Alors, 'application

t e H(t,2(1), p(t), p°, ()
est Lipschitz sur [tg ,t¢]. De plus, pourt € [ty,t¢] p.p. on a :

d
dt

0

—H(t,z(t), p(t), ", ult)) = 5.1 (& 2(0), p(t), p°, a(t)),

si O H (t, 2(t), p(t), p°, u(t)) existe sur presque tout [to,tf].

Corollaire 4.1.4

Le Iong d’une extrémale de Pontryagin-Boltyanski (z(-),p(-),p°, @(-)) solution d’un
probléme autonome, le pseudo-hamiltonien t — H(Z(t),p(t),p",u(t)) est constant.

4.2 Exemples de maximisation de hamiltoniens

Dans chacun des exemples suivants, on cherche a maximiser sur U 'application partielle
s M(u) = H(t,z,p,p’,u) ont, z, pet p’ sont fixés. Le pseudo-hamiltonien est supposé
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suffisamment régulier et on ne note pas p° qui est fixé & —1. On n’oublie pas que d’apres le
PMP, cette maximisation se fait a chaque instant ¢ presque partout dans [to,y].

Exemple 4.2.1. Si U est un ensemble ouvert (pas de contraintes sur le controle) et si M
est strictement concave sur U alors M possede au plus un unique maximum sur U not
donné par la CN1 :

v

§

u = argmax, .y M(u) < M'(u) = V,H(t,z,p,u) = 0.

Remarque 4.2.1. Si de plus, V2 H(t,Z,p,u) est définie négative, alors d’apres le
théoreme des fonctions implicites, il existe une fonction implicite ¢(t,x,p) telle que
u = @(t,z,p) et telle que localement V,H(t,z,p,¢(t,z,p)) = 0. En définissant loca-
lement H(t,2) = H(t,z,¢(t, z)), z :== (x,p), on obtient :

oH OH OH D

E(th) = E(thv(p(tvz)) + %(t"zv(p(tv'z)) &(t’ Z) = aale(t? Z790(t7 Z))

puisque 0, H (t, z, p(t, z)) = 0. Par la suite, on notera u la fonction ¢.

Voici deux exemples.

» Considérons un pseudo-hamiltonien de la forme
H(x,p,u) = Ho(x,p) +up— 0.5u%

avec x, p et u dans R, et ou Hy est une fonction lisse de (z,p). On a alors V, H (z,p,u) =
0 ssi p — u = 0 donc le controle maximisant est de la forme

u(p) = p.
o Considérons un hamiltonien de la forme
m
H(z,p,u) = Ho(z,p) + Y u; Hi(x,p) — 0.5][ul*,

i=1

avecu € R™, z € R", p € R" et ou les Hy, H1, ..., Hy, sont des fonctions lisses. Posons

&= (Hy,...,Hp).
On a alors V, H (z,p,u) = 0 ssi ® —u = 0 donc le contréle maximisant est de la forme

u(z,p) = ®(x,p).
0

Considérons le cas ou U est donné par la contrainte sur le contréle |jul| < 1.
Exemple 4.2.2. Considérons un hamiltonien de la forme
H(fL‘,p, U) = H()(.T,p) + UHl(fL',p),

avec u € R, z € R", p € R" et ou Hy et Hy sont des fonctions lisses. La contrainte sur le
contrdle nous donne u(t) € [—1, 1] pour presque tout temps ¢. Si au temps ¢, Hq(2(t)) # 0,
z = (z,p), alors le controle optimal est de la forme

u(z(t)) = sign(Hi(z(t))),

i.e. u=—1si H <0 ouwu=+41si H > 0. Le contrdle le long de ces extrémales sature la
contrainte, on parle d’arc bang.
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La question qui reste est : comment calculer le controle si Hy(z(t)) = 0 sur
I C [to,ts] non réduit a un point ?

Si Hq(2(t)) = 0 sur I alors pour tout temps t € I, toutes les dérivées de ¢ — Hq(2(t))
sont égales a 0. En dérivant suffisamment de fois, nous allons faire apparaitre le controle,
ce qui nous donnera sa valeur. Ce contrdle sera celui qui permet a ’extrémale de rester sur
I’hypersurface H; = 0, voir Exemples 1.7.3 et 1.7.2.

Il
Exemple 4.2.3. Considérons maintenant un hamiltonien de la forme
m
H(.I,p, U) = HO(:L'ap) + Zuz Hl(xap)a
i=1
avecu € R™, ||lul| <1,z € R", p € R" et ou Hy, Hy, ..., H,, sont des fonctions lisses. Posons

&= (H,..., Hy).
Ainsi H(z,u) = Ho(z) + (u| ®(2)), z = (z,p). D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwartz,
(u] @(2)) < [lull [|2(2)]]
et si ®(z) # 0, ce maximum est atteint pour

()
“E) = BT

Il reste a calculer u(z) dans le cas ot ® = 0 sur un intervalle I C [tg,t¢] non réduit & un
point. Dans ce cas, c’est un peu plus compliqué que dans le cas précédent mais 1'idée est
toujours de dériver tous les H; le long de I'extrémale afin d’obtenir des équations faisant
intervenir le controle. Voir par exemple [28, page 5] pour le cas général et [15] pour une
application concrete.

O
Exemple 4.2.4. Considérons dans cet exemple, un hamiltonien de la forme
m
H(l‘,p,U) = HO(x7p) + Zul Hl($7p) - HUH’
i=1
avec u € R™, ||ul]| <1, z € R", p € R et ou Hy, Hy,..., H,, sont des fonctions lisses. Posons

O = (Hy,...,Hy).
On a alors H(z,u) = Hy(z) + (u| ®(z)) — ||ul|. D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwartz,
(u] @(2)) = [Jull < full D) = lull = [ull(|S(2)[] - 1)

et si ®(z) # 0, ce maximum est atteint pour un controle de la forme

=B e
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p(z) € [0,1]. Si ®(z) = 0 alors u(z) = 0. On a donc

H(z,u(z)) = Ho(2) + p(2) |2(2)[| = p(2) = Ho(2) + p(2) ([|@(2)]] = 1).

Ainsi,
p(z) =1 st [|@(2)] > 1,
p(z) =0 st [|2(2)] <1,
p(z)

€0,1] si ||®(2)|=1.
1 sur un intervalle d’intérieur non vide. Posons
Hy = @] -1,
et considérons p comme nouveau controle. Le nouveau pseudo-hamiltonien s’écrit
H(z,p) = Ho(2) + p Hi(2).

Les extrémales sont caractérisées par V,H = ||®| —1 = H; = 0, et on se retrouve dans le cas
de I'exemple précédent. Il faudra donc dériver autant de fois que nécessaire pour retrouver
le controle.

O

4.3 Exemples de conditions de transversalité

Pour se simplifier la vie, on écrit parfois le mutliplicateur de Lagrange A et le vecteur
adjoint p sous la forme d’un vecteur colonne.

Exemple 4.3.1. Considérons un probleme de Lagrange (i.e. g = 0) ou to, t¢, xo et x¢ sont
fixés mais tout de méme inclus dans les conditions aux limites :

c(to, zo, tyr,xy) = (to — to,xo — To, ty —ty,xp — Zf).
Les contraintes sont donc
c(to, x(to), tf, 2(tf)) = Opo.
On a alors p = 2n + 2 contraintes et un multiplicateur
A= (Mg Azgs Aty Azy) € R
Les conditions de transversalité et sur le hamiltonien nous donne

p(to) = _)‘xm p(tf) = /\If7 H[to] = )‘tm H[tf] = _/\tf‘

Ainsi, ces conditions n’apportent aucune informations supplémentaires.

g

Exemple 4.3.2. Prenons un probleme de Lagrange 2D avec des contraintes c(x(tf)) = 0
sous la forme c(z) == 0.5 (2} + 23) — 1, 2 :== (z1,22), et ol ¢y, o et t sont fixés. D’apres le
PMP, on a la condition de transversalité

p(ty) = AVe(x(ty)) = Aa(ty).
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On a donc la condition liant x(-) et p(-) en tf : pi(ty) z2(ty) —p2(ts) x1(tf) = 0. Remarquons
que 'on a n = 3 inconnues p1(0), p2(0) et A et 3 équations :

0=c(z(tf)), O0=pi(ty) —Azi(ty), 0=pa(ty) — Axa(ty),

que 'on peut tout aussi bien écrire sous la forme :

0= c(x(ty)),
0 =pi(ty) ma(ty) —pa(ty) z1(ty),
oy W let) )|l
lz(tg)II? 2
On remarque alors que 'on peut se retreindre & chercher dans un premier temps p;(0), p2(0),
puis on trouve A dans un second temps. O

Exemple 4.3.3. Dans le cas d’un probléeme de Lagrange ot 'on a des conditions terminales
simples :
C(J,‘f) =Tp - a_:f = 0,

alors la condition de transversalité

pty) = A
ne donne pas d’informations utiles puisque I'on a ici une équation qui mélange seulement le
vecteur adjoint et A, que ’on cherche a déterminer. O

Exemple 4.3.4. Dans le cas contraire ot I’on n’a pas de contraintes terminales, i.e. c(xf) =
0, toujours pour un probléme de Lagrange (¢ = 0), alors on a la condition de transversalité
p(ty) =0, qui détermine ici totalement le vecteur adjoint en I'instant final. O

Exemple 4.3.5. Toujours pour un probléeme de Lagrange, si
c(zo,xp) =xfp —20=0
qui est une condition pour une obtenir une trajectoire périodique, alors on obtient la condition

p(to) = p(ty),

puisque les conditions de transversalité sont ici

p(to) = A, plty) =\

On remarque encore une fois que si on détermine p(tg) ou p(ts) alors on peut retrouver \
facilement. O

Exemple 4.3.6 (Voir aussi Exemple 3.3.1). Considérons un probléme de Lagrange avec une
contrainte terminale de la forme c(x¢) = Ore, p < n, et ¢ une submersion. Alors, la condition
de transversalité ,
p(ts) = Je(x(t))"A =" NiVei(x(ty)
i=1
signifie que
p(ty) L Tpup)M,

c’est-a-dire que p(ts) est orthogonal a I’espace tangent a M au point x(ty) ot la cible termi-
nale M = ¢~ 1({Ogr}) est une sous-variété de R™ de dimension n — p. O
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Considérons le probléme de controle optimal général (OCP) et notons M = ¢~ ({Ogs }).
L’ensemble M est une sous-variété différentielle de RV de dimension N — p, avec p < N =
2n + 2.1 Pour tout y € M, Pespace tangent & M en y est donné par T, M = Ker J.(y), avec
Je(y) =~ ¢ (y) la matrice jacobienne de ¢ en y. Soit (x(-), p(-), p*, u(-)) une BC-extrémale du
Probleme (OCP) sur [tg,tf]. Notons

y = (to, z(to), ty, z(ty)) € M.

Les équations (4.2) et (4.3) du PMP se réécrivent alors

Hto]

—p(to)

—Hity]

p(ty)
En effet, introduisons le point ¢ = (H[to], —p(to), —H[t], p(ts)) — p° Vg(y) € RY et la
matrice A = J.(y) € RP*N. Alors, la condition précédente devient ¢ | Ker A = (Im AT)J',
i.e. ¢ € Im AT Ainsi, il existe A € RP t.q.

g= AT\

—p’Vgly) L T,M.

ce qui correspond aux conditions de transversalité (4.2) et sur le hamiltonien (4.3) du PMP.
Voyons maintenant comment se débarrasser de A dans la formulation du PMP. Puisque ¢
est une submersion sur M, alors A est de rang plein p et donc Ker A est de dimension N — p.

Soit (v1,...,vN—p) une base de Ker A. On note
vl
B=| 1 | e RWN-PXN
T

La condition devient alors
q L KerA < Bqg=0gn—p.

et cette équation ne contient pas .

Voyons pour finir comment retrouver A connaissant g. Attention, dire que ’on connait
q c’est dire que 'on a résolu le PMP et que 'on a trouvé une BC-extrémale. En effet, pour
trouver ¢, il faut connaitre B, donc A, or A dépend de y et y dépend de la BC-extrémale.
Puisque

RY =Ker A@Im AT = Im B” @ Im A7,
alors
Ci= [BT AT] e RNV

est inversible. C’est la matrice de passage de la base canonique de RY & la base

{vi,...,on—p, Ve1(y),..., Vep(y)}-
Pour la solution ¢ = ATA = 3°7_, \;Ve;(y), on a alors

ORpr -1
=C""q.

On retrouve donc A en résolvant le systéme linéaire C'u = q.

1. Attention, p désigne le vecteur adjoint et la dimension des contraintes ¢ = 0.
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4.4 Cadre hamiltonien et origine symplectique

Pour alléger les notations nous introduisons les définitions suivantes. Soit H (¢, x, p, p°, u)
un pseudo-hamiltonien, on appelle systéme pseudo-hamiltonien, le systéme suivant :

— OH OH
H t7 s M 07 = ( ta s My Oa sy T T tv s M 07 )
(t,z,p,p", u) 8p(ﬂcpp )y =5, (6T p, P u)

De méme, soit H(t, z, p) un véritable hamiltonien (non autonome). On rappelle que le systéme
hamiltonien associé est donné par :

H(to.0) = (5 i

%(t,x,p),— ) (t,l‘,p)) :

Remarque 4.4.1. Nous avons déja introduit ces définitions dans la remarque 1.6.3 et
dans la Définition 1.7.1.

Xz

Proposition 4.4.1

Soit (%(-), p(+),p°, u(+)) une extrémale de Pontryagin-Boltyanski du Probléme (OCP).
On note 2(-) = (z(-), (-)).

Si pour presque tout t € [0,t¢], au voisinage de Z(t), le pseudo-hamiltonien maximisé
définit un hamiltonien

2+ H(t, z) = max H(t, z, p°, u)
uelU

lisse, alors pour presque tout t € [0,t], on a z(t) = ﬁ(t, Z(t)).

» Puisque pour presque tout ¢ € [0,tf], d’apres le PMP,
A1) = H(t, 2(1),", u(1)),

il suffit de montrer que, pour ¢ € [0,¢s] p.p. : O.H(t, z(t)) = 0, H(t, z(t), p°, u(t)).

Soit t € [0,t¢] pour lequel (4.1) est vérifiée et pour lequel H est défini et lisse, sur un
voisinage ouvert de z(t), sur lequel on pose F(z) := H(t,2) — H(t, z,p°, u(t)).
On a alors F(z) > 0 et F(2(t)) = 0. Donc F est minimisée sur ce voisinage ouvert en

z = z(t), ce qui implique F'(z(t)) = 0. |

Définition 4.4.2 — Extrémale de Hamilton

Une extrémale de Pontryagin-Boltyanski vérifiant les hypotheses de la Proposi-
tion 4.4.1 est appelée extrémale de Hamilton.

Supposons le pseudo-hamiltonien suffisamment régulier et p° fixé. Supposons que U soit
un ouvert de R™ et que u — H(t, z,u), z = (x,p), admette un unique maximum sur U en
u = um(t, z), pour tout (¢, z). On suppose de plus que u,, est lisse. Le pseudo-hamiltonien
maximisé nous fournit un hamiltonien lisse (en z) donné par :

H(t,z) = H(t,z,um(t, 2)).
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D’apres le PMP, le long d’une extrémale de Pontryagin-Boltyanski est vérifiée
5() = Ht, 2(0), um(, 2(1))).

D’apres la définition et la proposition précédentes, cette extrémale est une extrémale de
Hamilton qui vérifie donc aussi

—

(1) = H(t, 2(t)),
ce qui se vérifie ici aisément dans ce cadre puisque

oH oH OH . Oup, OH
5, (12(0) = 5= [0+ S [t - 7 (¢ 2(0) = 5[]

car O, H[t] = 0, ou [t] = (t,2(t),p°, um(t, 2(t))). Retrouvons pour finir les résultats de la
Proposition 4.1.3 et du Corollaire 4.1.4 dans ce cadre. Notons Hy(z) := H(t, z) pour avoir
une fonction seulement de la variable z. Alors,

d OH OH .
SH( ) = T, 20) + D1, 2(0)) - 2(0)
= Pt 2(0) + H(=(0)) - L (=(0) = T, (1) + (HL HL ()
oH _OH, . OH . Ouy, _oH

= W(t,z(t)) = E[t] + %[t] . W(t,z(t)) = W[t]

par antisymétrie du crochet de Poisson et puisque 9, H[t] = 0. La hamiltonien est donc
constant le long des extrémales si le probléme est autonome.

Exemple 4.4.1. Supposons U = R™. On suppose aussi que le pseudo-hamiltonien est suffi-
samment régulier. On fixe ¢, z et p°. Si la fonction u +— H(t, z,p°, u) est strictement concave
et si la fonction est (négativement) coercive,? alors il existe un unique maximum & cette
fonction. Si de plus
0? 0
U W(t,z,p ,u)

est définie négative en I'unique contrdle maximisant noté umax (¢, z,p°), alors d’apres le théo-
réme des fonctions implicites, pour ¢ et p® fixés, 'application partielle z + umax(t, 2, p°)
est lisse et donc les hypotheses de la Proposition 4.4.1 sont vérifiées le long de toute ex-
trémale de Pontryagin-Boltyanski, c’est-a-dire le pseudo-hamiltonien maximisé défini bien
un hamiltonien lisse. Dans ce cas, nous avons de plus que la condition forte de Legendre est
vérifiée le long de toute extrémale. Tout ceci est vrai par exemple pour le pseudo-hamiltonien

(r’=-1):

m

1
H(z,p,u) = How,p) + Y wi Hila, ) = 5|lull
=1

cf. Exemple 4.2.1. O

Pour compléter le Théoreme 3.6.6, nous avons dans ce cadre, une condition suffisante
d’optimalité locale forte a comparer avec le Théoréme B.6.1. Le résultat & venir ne concerne

2. Voir https://tinyurl.com/coercivite-wikipedia.


https://tinyurl.com/coercivite-wikipedia

72 Chapitre 4. Principe du maximum de Pontryagin

que les problémes autonomes (Pr) de Lagrange avec conditions aux limites simples. Rappe-
lons la formulation du probléme :

min J(x,u) = /tf FO>z(t), u(t)) dt

0
(Pr) B(t) = f(x(t),ut), u(t)eU, tel0,ts]p.p.,

x(O) = Zo, x(tf) =2Tf,
Nous avons alors le résultat suivant.

Théoréme 4.4.3 — [1, Chapitre 21]

Pour une BC-extrémale normale de Hamilton du Probléme (Pr) sous les Hypo-
théses (H5), la condition forte de Jacobi est une condition suffisante d’optimalité
locale stricte pour la topologie €° (sur x).

» Une preuve est donnée dans [23, Annexe A]. [

En résumé, en combinant les Théoremes 3.6.6 et 4.4.3, avant le premier temps conjugué,
I'optimalité locale est vérifiée pour un grand voisinage dans ¢° de la trajectoire, tandis
qu’apres le premier temps conjugué, I'optimalité locale est perdue, méme pour des petits
voisinages dans L sur le controle. Voir [28, Section 1.2] pour des algorithmes de calculs.

Origine symplectique. Les extrémales de Hamilton nous ramene aux théories de la dy-
namique hamiltonienne et de la géométrie symplectique [1, 6, 14, 55]. Rapidement dit, il
y a deux objets centraux dans ce cadre qui sont fondamentaux ici, le hamiltonien H et
la forme symplectique w. Le hamiltonien est une fonction sur ’espace des phases, tandis
que la forme symplectique est une 2-forme différentielle sur ’espace des phases. C’est elle
qui permet de définir la notion de champ de vecteurs hamiltonien donnant les équations
de Hamilton. Ce hamiltonien avec la forme symplectique nous indique donc comment les
extrémales de Hamilton se comportent dans I’espace des phases, qui lui-méme défini donc
la structure géométrique (symplectique) dans laquelle évolue les solutions du probleme de
controle optimal.

Nous avons déja vu d’ou vient le hamiltonien. Voyons comment obtenir la forme symplec-
tique. Tout d’abord, a partir de 'espace d’état §2, une variété différentielle, nous définissons
I’espace des phases, ou fibré cotangent, comme ’espace

T*Q = {(z,p) € A x T;Q},

ou T2 est I'espace dual de T;€2, c’est-dire I’ensemble des formes linéaires sur I’espace tangent
a 2 en x. Dans notre cas {) est un ouvert de R", donc

T,Q~R" T;Q~R" et TrQ~QxR"

Nous pouvons de maniere canonique définir une 1-forme différentielle sur 7€) donnée par

Azp) = Zpi dz;.
i=1
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Cette 1-forme est appelée la forme de Liouwville. La structure symplectique de T*(Q) est
donnée par la dérivée extérieure de la forme de Liouville, ¢’est-a-dire la 2-forme différentielle
w définie par

zp) = dOé(%p) = Z dx; A dp;.

=1

“(

La forme symplectique est donc une forme différentielle non dégénérée. La structure sym-
plectique de T*() nous permet de définir la notion de champ de vecteurs hamiltonien. Soit
H une fogction sur T*Q. Le champ de vecteurs hamiltonien associé a H est le champ de
vecteurs H défini par
w(H, ) = dH.

Enfin, la structure symplectique nous permet de définir la notion de flot hamiltonien. Soit
H le champ de vecteurs hamiltonien associé a H. Le flot hamiltonien est la famille de difféo-
morphismes ¢; définie par

d —
Eébt(zo) = H(¢t(20)), ¢o(20) = 20
Le flot hamiltonien est donc la solution du probleme de Cauchy

2(t) = H(2(t), 2(0) = z.

Remarque 4.4.2. L’un des théoremes centraux de la géométrie symplectique est le théo-
reme de Darboux qui nous dit que, localement, toute forme symplectique est équivalente
a la forme symplectique canonique wy donnée par

n
Wy = Z dx; A dp;.
=1

Cela signifie que, localement, nous pouvons toujours trouver un changement de coor-
données qui nous permet de passer de w a wg. Un changement de coordonnées sur une
structure symplectique est appelé un symplectomorphisme, c’est un difféomorphisme
qui préserve la 2-forme symplectique. Dans notre cadre, a partir d’'un changement de
coordonnées sur {2, nous pouvons définir de maniére canonique un symplectomorphisme
sur T*Q). En effet, si ¢ est un changement de coordonnées sur €2, alors le changement de
coordonnées canonique sur 7*() est donné par

* * * -1
" T T, (2,p) = (p(2),pe () ).
On peut vérifier que * est un symplectomorphisme. On rappelle aussi que

¢ (2) 7 = (071 (p(2)).

Enfin, un autre théoreme fondamental de la dynamique hamiltonienne est le théoreme
d’Arnold-Liouville et la notion de variables d’action-angles définies sur le tore dit de
Liouville. Ce théoreme permet de classifier les extrémales de Hamilton en fonction de
leurs propriétés topologiques et ainsi d’étudier comment les extrémales décrivent le tore.
Dans le cas particulier de la mécanique classique présentée en Section 3.5.3, la théorie
de Morse [61] appliquée a la fonction hauteur donnée par 1’énergie mécanique permet de
retrouver la description du tore de Liouville. C’est le cas aussi en géométrie riemannienne
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de révolution en dimension 2 par exemple. Le point clé étant la présence d’un potentiel
non dégénéré. Il existe également le théoreme de Noether, fondamental, qui fait le lien
entre les symétries et les lois de conservation.

4.5 Problémes affines en la commande

On appelle systéme contrélé affine tout systeme de la forme
(1) = Fo(a(t) + ) ui(t) Fi(x(t)).
i=1

Le champ de vecteurs Fy est appelé la dérive et D = {Fy,..., F,,} est appelée la distri-
bution controélée. La condition de Legendre n’est pas significative dans le cas affine ou
02,H = 0. On introduit donc la définition suivante. On dit qu’une extrémale de Pontryagin-
Boltyanski (z(-),p(-),p% u(-)) définie sur [to,tf] vérifie la condition dégénérée de Le-
gendre si pour presque tout t € [to,t f] :
2
(1, w(0),p(0), 1, (1) = 0.

Dans ce cas, pour un syteme affine par exemple, on a alors la condition nécessaire d’optimalité
suivante. Si le contrdle est intérieur a la contrainte, alors la condition de Goh [38] :

O DMLY o 5
{8ui’8u]~ (2(t)) =0, 4,5=1,...,m, te€lto,tf] p.p., (4.4)

est nécessaire pour que extrémale soit optimale. On rappelle que z = (x,p). Nous avons
introduit la notation Hy(z) = H(t,z,p° u(t)) et

0H, OH

94 0 _
aui (Z) T 6Uz (t’ Z, D )u(t))’ ? 17"')m°

En plus de la condition de Goh, dans le cas ou I’extrémale vérifie la condition dégénérée de
Legendre, sous certaines hypotheses supplémentaires, on a la condition de Legendre-Clebsch
généralisée [1] a vérifier. Dans le cas particulier affine mono-entrée autonome :

H(xvpau):HO(xap)+UHl(va)> UGR, Hl(va) :pE(x), izoala
la condition de Legendre-Clebsch généralisée est donnée par :

H101(z(t)) = {Hl,{Ho,Hl}}(Z(t)) >0, te [to ,tf} P-p--

Classification des extrémales : systéme affine mono-entrée. On considere un sys-
teme affine mono-entrée de la forme & = Fy(x) + uFi(z), on u € R et z € Q, avec  un
ouvert de R". Soient Hy, H; les reléevements hamiltoniens de Fy, Fy. Soit (z(-), p(+), p%, u(-))
une extrémale de Pontryagin-Boltyanski sur I C R, I un ouvert d’intérieur non vide. Le long
de cette extrémale, on a 0, H(z(t),u(t)) = Hi(z(t)) = 0, z = (z,p). Nous sommes dans le
cadre du Chapitre 1 et nous appelons cette extrémale, une extrémale singuliére. La valeur



4.5. Problémes affines en la commande 75

du contrdle se retrouve en dérivant au moins deux fois par rapport au temps 'application
H; le long de 'extrémale, voir I’Exemple 1.7.2 pour les notations et le détail des calculs :

d
3 1(z(1)) = Hou(2(1)) = 0
d
qp Hou(2(t)) = Hoow(2(t)) + u(t) Hio1 (2(t)) = 0 (4.5)
et (4.5) permet la définition du contrdle singulier sous la forme fermée
Hoo1(2)
us(z) = ————=
(2) Hio1(2)

en dehors de X0, = {z € T*Q | Hy01(2) = 0} . Une extrémale singuliére définie en dehors
de X9, est appelée une extrémale singuliére d’ordre minimal. Notons

YWi={2eTQ| Hi(2) =0}, %0 ={2€T*Q| Hpy(z) =0},

et définissons ¥, == ¥ N XJ;. En injectant us dans le pseudo-hamiltonien, on définit le
hamiltonien

Hs(z) .= H(z,us(2)).

On a alors la proposition suivante.
Proposition 4.5.1

Soit z € ¥5 \ XV

Alors, il passe exactement une extrémale singuliére d’ordre minimal par z (a E’) pres).
Elle est contenue dans ¥4 et elle est solution du systéme hamiltonien 2(t) = Hg(2(t)),
le controle étant donné par us(z(t)).

» Soit z(-) la courbe intégrale de H, passant par z a ¢t = 0. Soit ¢(t) = £(2(t)), avec
§(2) = (H1(2), Ho1(2)). Alors ¢(0) = 0 et ¢'(t) = &' (2(t)) Hs(2(2)).

x Montrer que X5 est invariant par le flot hamiltonien associé a Hg revient & montrer que
¢(t) = 0 pour tout t € R. Or,

Ph(t) = {Hy, Hi}(=(0)) = {Ho + us Hy, Hi }( (1))
— ({Ho, Hi} +us {Hy, i} + Hi {us, Hi}) (2(0)
= {Ho, Hi}(2(0)) + Hi(=(0)) {us, Hi}((0))
et
w5(t) = {Hs, Ho1 }(2(t)) = {Ho + us H1, Ho1 }((1))

= ({Ho,Hm} +us {H1, Ho1 } +H {US’HM}) (=(1))

=0 par définition de us

= Hi(2(t)) {us, Ho }(2(t)).
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Ainsi, ¢/(t) = A(t) ¢(t), avec

_ (Hus, Hi}(2(t)) 1
Alt) = <{u5,H011}(z(t)) o)

et ©(0) = 0. On a donc ¢(t) = 0 pour tout ¢t € R.

+x Maintenant, puisque

B (2) = O (2, ua(2) + O (2 ua(2)) () = (2, a(2) + () (2),
on a Hy'(2(t)) = 0,H(2(t),us(z(t))) le long de la courbe intégrale z(-) de H.. Ainsi,
(2(+),us(2(+))) est une extrémale singuliere (d’ordre minimal). Réciproquement, soit une
extrémale d’ordre minimal passant par z. Alors, automatiquement, elle est contenue dans
Ys, le controle est donnée par ug et elle est donc aussi solution du systéme hamiltonien
2(t) = }z(z(t)) puisque Hy'(2(t)) = 0, H (2(t), us(2(t))) dés que Hi(z(t)) = 0. [ |

Remarque 4.5.1. D’aprés la proposition précédente, X3 = £~1({Op21}) est invariant par le
flot hamiltonien associé a Hg. Supposons que £ soit une submersion sur 34 # 0. Alors, 3
est une sous-variété de 7% de codimension 2, et les ensembles X{ et ¥, sont transverses
en tout point de X;.

Supposons que le contrdle soit borné entre —1 et 1. La classification des extrémales bangs
(de controle de norme maximale) et singuliéres se fait en fonction de 'ordre du contact des
extrémales bangs avec la variété de commutation XY et des signes des crochets de Poisson
Hyo1 et Hig1 aux points de contact. L’optimalité locale des extrémales dépend de cette
classification et on peut donner des conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité locale
sous des conditions d’absence de points conjugués comme dans les Sections 3.6 et 4.4. Voir les
références [19, 18, 20] pour plus de détails. Voir aussi [28, Section 1.2] pour des algorithmes
de calculs.

4.6 Exercices

Exercice 4.6.1: Soit le probleme de controle optimal (non autonome) suivant :

min J(z,u) = ;/t:f (tu(t) + =(t))*dt,
(t) =u(t), wu(t)eR, telto,ts] p.p.,
x(tf) =0,

avec 0 < tp < ty. Calculer les BC-extrémales du probleme.

Exercice 4.6.2: [Probleme de controle optimal & temps final libre] Soit le probléeme
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de controle optimal suivant :
min J(z,u,ty) = ty,
o(t) = (w2(t),ut)), |u®)] <1, tel0,i] pp.,
2(0) = (a,0), x(ty) = (0,0),

avec a < 0 donné. L’objectif est de donner le 5-uplet (¢s,u(-),z(-),p(),p") solution
des conditions nécessaires issues de la proposition 3.6.1.

1. Application directe du PMP.

1.1. Donner le pseudo-hamiltonien H(z,p,u).

1.2. Montrer que pour toute extrémale, p(t) = (o, —at + ) ot « et 5 sont deux

constantes.

1.3. Donner le contrdle maximisant u[ps].

2. Analyse du probléme, partie 1.

2.1. Montrer que («, 3) # (0,0) et en déduire que le controle commute au plus 1

fois.

2.2. Montrer qu'il existe ¢; € |0, t¢[ tel que pa(t1) = 0, c’est-a-dire que le controle
commute exactement 1 fois (utiliser le fait que z(t5) = (0,0) et 22(0) = 0). En déduire
que af > 0.

2.3. Montrer que si a, 3 < 0 alors on ne peut avoir z1(ty) = 0. En déduire que
a, B> 0.

3. Analyse du probleme, partie 2.

3.1. Sachant que H = —p° le long de toute extrémale, montrer que 3 = 1 et que
0
p’ = —1.

3.2. Montrer que t; = 1/a.

3.3. Calculer z(t) pour t € [0,1], puis pour ¢ € [t ,t¢], en fonction de a et ¢;.

3.4. En utilisant le fait que z(tf) = (0,0), montrer que t; = /—a et t; = 2t;.
4. Conclusion.

4.1. Montrer que sur [0,#], on a z1(t) = 323(t) + a et sur [t1,tf], on a 21(t)
1.2

4.2. Faire un dessin de la trajectoire solution dans le plan (z1, z2).
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Exercice 4.6.3: [Probleme de turnpike avec singuliére| Soit le probleme suivant :
min J(x,u) = /0 gEnn
z(t) =u(t), |u)| <1, te]l0,2]pp.,
z(0)=1, =(2)=1/2.

L’objectif est de donner le 4-uplet (u(-),z(-),p(-),p") solution du PMP, c’est-a-dire
calculer la BC-extrémale. On supposera que p? = —1.

1. Application directe du PMP.
1.1. Donner le pseudo-hamiltonien H (z,p,u).
1.2. Donner le contrdle maximisant u[p].
1.3. Donner I’équation adjointe.

1.4. Donner le probleme aux deux bouts a résoudre. Est-il lisse ?

2. Analyse du probléme, partie 1. Soit une trajectoire z(-) qui vérifie z(t) < 0
sur [ty ,ta, 0 < t1 < t2 <2, et x(t1) = x(t2) = 0. Alors, il est facile de voir que

~ xz(t) sur [0,61] U [t2,2],
z(t) = { 0 sur [ty ,tlg] i

est meilleure que z(-). Ainsi, la trajectoire optimale vérifie z(-) > 0 sur [0,2] et p > 0.
On peut de méme montrer que nécessairement p(0) < 0, ce que I'on supposera par la
suite.

2.1. Montrer qu'il existe t; > 0 tel que p(t1) = 0.
2.2. Montrer que si (¢1) > 0 alors p ne s’annule plus ensuite.

2.3. En déduire que z(t;) = 0.

3. Analyse du probleme, partie 2.

3.1. Soit ty € [t1,2] tel que z(t) = 0 pour tout ¢ € [t1,t2]. On sait que ty < 2 car
x(t) > 0 au voisinage de ¢ = 2. Montrer que p ne s’annule plus sur |t2,2]. On utilisera
le fait que u(ty) = 1 pour rejoindre le demi-plan ouvert z > 0.

3.2. Calculer le controle permettant d’avoir z(t) = 0 pour tout t € |t1,ta], en
supposant t1 < to. On notera ug ce controle.

3.3. On sait que la solution est constituée de trois arcs et vérifie

u(t) =—1 sur [O,tl],
u(t) =ug sur Jti,ta,
u(t) =1 sur  [tg,2].

Calculer la trajectoire solution z(-) avec le covecteur p(-), et donner les temps t; et
to.
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En controle optimal, il existe deux grandes familles de méthodes locales, les
méthodes dites directes et les méthodes indirectes. Ce ne sont pas les seules, puis-
qu’il existe aussi des méthodes de modeles prédictifs pour résoudre des systémes
en temps réel a partir d’observations de 1’état, ou encore des méthodes globales
basées sur les équations de Hamilton-Jacobi-Bellman par exemple. Les méthodes
directes consistent a transformer le probleme de controle optimal en un probléeme
d’optimisation de grande taille en dimension finie. Voir [10, 11] pour une présen-
tation générale et [13] pour une présentation du tir direct. Dans les méthodes
directes, I’état et/ou le controle sont discrétisés, sur une grille de temps choisie
en amont, et les valeurs de ’état et/ou le contrdle en les instants de la grille
deviennent les inconnues du probleme d’optimisation. Ceci implique qu’il n’est
pas nécessaire de connaitre a priori la structure du contréle optimal contraire-
ment aux méthodes indirectes, telles que les méthodes de tir que ’on présente par
la suite. Pour plus de détails sur I'implémentation des méthodes de tir indirect
voir [8, 69] par exemple. Nous devons de plus faire la distinction entre plusieurs
cas, car suivant le type de structure rencontrée, la méthode de tir choisie est dif-
férente. Supposons tout d’abord que le contréle maximisant soit lisse par rapport
au temps et s’écrive sous une forme fermée fonction de I’état et du co-état. Dans ce
cas, nous utiliserons la méthode indirecte de tir simple pour résoudre le probleme
de controle optimal. La méthode de tir multiple peut quant a elle étre utilisées
pour plusieurs raisons. Initialement, le tir multiple a été introduit dans 'idée de
renforcer la stabilité et la convergence de la méthode de tir simple, en discrétisant
I'intervalle de temps [13]. On discrétise pour intégrer sur des intervalles de temps
plus courts et ainsi réduire les erreurs numériques et la sensibilité. La subdivision
est donc connue alors que les points intermédiaires a chaque instant de la grille
sont des inconnues de la méthode de tir multiple. Maintenant, si le domaine du
controle est fermé, autrement dit s’il y a des contraintes sur le contrdle, il est
alors possible que le controle optimal sature la contrainte sur certains intervalles
de temps et soit intérieur a la contrainte sur d’autres. Dans ce cas, pour résoudre
des probléemes de type bang-bang ou bang-singulier par exemple, il est nécessaire
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d’appliquer une méthode de tir multiple pour calculer précisément les instants
de commutations entre les différents arcs. Nous verrons enfin que dans le cas
particulier de problemes bang-bang, nous pouvons aussi utiliser une méthode de
tir simple avec détections des commutations [58]. Dans ce cas, seul le point initial
est une inconnue (comme pour le tir simple), cependant il faut prendre garde a
bien calculer la jacobienne de la fonction de tir en prenant en compte les sauts
aux instants de commutations sur les équations variationnelles. Cette méthode
de tir simple avec détections des commutations devient tres utile lorqu’il y a un
nombre important de commutations pour réduire le nombres d’inconnues de la
fonction de tir.

5.1 Introduction par I’exemple

Considérons le probleme suivant :

) 1 [tr 9
min J(z,u) = 5/ u(t)” dt
0

i(8) = —2(t) +ult), u(t) R, t€ 0.t/ pp.
z(0) = o, x(ty) =y,

(Ps)

avec ty =1, 20 = —1, zy =0 et Vt € [0,%y], 2(t) € R. Le pseudo-hamiltonien du probleme
est
H(IIZ’,]LU) =p (—Jf + 'U,) +p0u2/27

ou p’ = —1 car nous sommes dans le cas normal. La condition de maximisation du PMP, cf.
Théoreme 4.1.1, donne la loi de controle que 'on note u(p) :

u(p) = —p/p’ =p
puisque 92, H = p° = —1 < 0. En introduisant cette loi de controle dans le systéme pseudo-
hamiltonien de (4. 1) et en considérant les conditions aux limites, on obtient le probléme aux
deuzx bouts (BVP)

z(t) +u(p(t) = —=(t) + p(t),
(BVP;) t) = —VIH[t] = p(t),

ou [t] ,p(t),u(p(t))). On s’intéresse maintenant a la résolution de (BVPp). On
introdmt pour Cela la notatlon connue

H(z,u) = (VpH(z,u), -V H(z,u)), z:=(z,p).

On note ensuite z(-, zg, po) la solution de 2(t) = ﬁ(z(t),u(p(t))), 2(0) = (o, po). On définit
enfin la fonction de tir suivante :

S: R — R
po +— S(po) = m(z(ty, z0,p0)) — xy,
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ou w(x,p) = x. Au final, résoudre (BVP;) revient a résoudre S(py) = 0. C’est ce que
I'on appelle la méthode de tir simple indirect. Les origines des méthodes de tir pour la
résolution de problemes aux deux bouts peuvent se retrouver dans les commentaires pages
139-140 de [9].

Calculons & la main la solution de (BVP;). Nous pouvons tout d’abord calculer par la
méthode de la variation de la constante la solution du systeme hamiltonien, ce qui nous
donne :

p(t,z0,p0) = €' po,  x(t,x0,po) = (0.5pg (e* — 1) + zo) e .
Et puisque zg = —1, ty = 1, et puisque la cible est x(t¢, z0,po) = ¢ = 0, on obtient comme
vecteur adjoint initial solution
2 (zgelt — ) 2

7: = ~ 1
po e2ty — 1 e2 —1 0.313

Remarque 5.1.1. La fonction de tir est ici

S(po) = x(ty, o, po) — xy = posh(ty) + xoe U — T

Elle est linéaire en py et dire que py est solution c’est dire que S(pg) = 0.

5.2 La démarche générale : condition aux limites simples

Considérons le Probleme (Pr) sous les Hypotheses (H2) et supposons que pour toute
extrémale de Pontryagin-Boltyanski (z(-), p%,u(-)), on peut écrire u(t) = u(z(t)), avec z
u(z) de classe au moins €. En injectant u(z) dans H, trouver une BC-extrémale revient &
résoudre le probléme aux deux bouts suivant :

(BVP,)

On peut alors écrire le probléeme aux deux bouts (BVP32) sous la forme d’un systéme d’équa-
tions non linéaires :

S: R — R"”
po  — S(po) =m(z(tf,x0,p0)) — Ty,

ou 7(z,p) = x et ou z(-,zo,po) est la solution de 2(t) = ﬁ(z(t),u(z(t))), z(0) = (zo, po).
Résoudre le probléeme aux deux bouts (BVP3) revient a résoudre S(pg) = 0. C'est ce que
I’on appelle la méthode de tir simple indirect.

Remarque 5.2.1. Si pg vérifie S(po) = 0, alors la courbe intégrale z(-) = z(-, xo, po), avec
le contrdle u(-) == u(z(-)), est une BC-extrémale du Probleme (Pr), i.e. cette extrémale
satisfait les conditions nécessaires d’optimalité données par le PMP.

Remarque 5.2.2. D’apres la Propositig{l 4.4.1 sur le hamiltonien vrai, la courbe intégrale
z(+, 0, po) est aussi solution de 2(¢) = H(z(t)), 2(0) = (zo,po), ot H(z) = H(z,u(z)) et
H=(V,H, -V, H).
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Illustration de la méthode de tir simple indirect.

Pour résoudre les équations de tir, nous avons besoin de calculer z(ty,xo,po) qui est
classiquement calculer numériquement par une méthode de type Runge-Kutta. Ensuite, pour
résoudre le systémes d’équations S(pp) = 0, nous pouvons utiliser une méthode de type
Newton. Les méthodes de Newton sont connues pour étre sensibles vis-a-vis de la condition
initiale. Une difficulté est donc de donner un pqg initial qui fasse converger la méthode. On
rappelle l'itération de Newton :

p(()kﬂ) _ p(()k) + d(k),

avec d®) solution de
Sy - d=-Smf).

La Jacobienne de la fonction de tir est donnée par :
0z 0z
S'(po)-d=m ((tf,xovpo) : d) =7 <(tf,Io,P0) : (ORn,d)) . 20 = (20, p0),
ap() 820
et on a donc besoin de 0,,2(+,x0,po) - 020, 620 = (Orn,d), solution des équations varia-

tionnelles : N .
§z(t) = H'(2(t,0,p0)) - 62(¢), 02(0) = dz0.

Remarque 5.2.3. Si 'on écrit

t—)
At w0, p0) = #(t20) = 20+ [ F(x(5,20)) ds,
0

et si z(+, zo) est dérivable par rapport & zg, alors on retrouve le résultat en dérivant :

0z

t— 0z >
- . — / . JEE— .
970 (t,20) - 6z0 = 2 —i—/o H'(2(s, 20)) (820 (s,20) - 929 ) ds.

Pour calculer la dérivée directionnelle 0.,z (ty, z0) - 620, la premiere option est d’utiliser
les différences finies. Cependant, il est crucial d’utiliser en pratique des intégrateurs a pas
variable qui calculent la discrétisation adaptée grace au controle de Ierreur locale. Les diffé-
rences finies sont connues ici pour donner de mauvais résultats car les deux grilles, évaluées
dynamiquement, intervenant par exemple dans le calcul de z(ty, 29) et z(tf, z0+020), peuvent
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étre différentes et engendrées une non-différentiabilité artificielle. L'important est donc de
forcer la grille a rester la méme dans les deux cas. Ceci est connu sous le nom de Internal
Numerical Derivative (IND [12]). Une alternative a cela est d’utiliser la différentiation
automatique (DA) sur le code d’intégration. En raison du pas variable, le code définit
seulement une fonction différentiable par morceaux et DA calcule effectivement la dérivée
par morceaux, fournissant le méme ordre de précision que IND pour des intégrateurs a pas
variable & un pas [41]. La derniére option est d’assembler explicitement le systége variation-
nel pour en calculer ses solutions, c¢’est-a-dire des champs de Jacobi. Puisque H’ est évalué
le long de la solution courante, en pratique on doit intégrer simultanément sur [to,ts] les
systémes en z et 6z (2n + 4n? dimensions pour obtenir la dérivée compléte) :

(2(0),52(1)) = (H(=(0)), H'(=(1)) - 62(1)) . (2(0),02(0)) = (0, 820).

Dans le cas d’un schéma explicite a un pas et pas variable, DA sur le code d’intégration et
VAR (intégration du systeéme variationnel augmenté) sont équivalent si le controle du pas est
réalisé seulement sur la composante z (et non sur (z,dz)) et ainsi le schéma suivant commute.

Integration numérique

(IVP) z(t, 20)
Dérivation l J{ Dérivation
ntegration numéri 15)
(VAR) Integration numérique z ( ,ZO)

920

Exemple 5.2.1. Reprenons le Probléme (Pg). Le systéme hamiltonien est :

H(z) = (~z +p,p).

La fonction de tir est donnée par : S(pg) = posh(ty)+zoe " —z 5. On a donc S’ (pg) = sh(ty).
Retrouvons ce résulat par les équations variationnelles. Tout d’abord, 9, z(-, zo, po) - 20 est
solution de

52(t) = B (2(t, 0, po)) - 52(t) (_01 }) 52(t) = Ad=(t), 62(0) = 5z,

La solution en ¢y de ce systeme linéaire est simplement

0z et sh(t
%(Wﬁ%@o) +0z9 = exp(tyA) bz = ( 0 e(tff)> 020,
ainsi

00) =7 (720,000 =7 (7 7.0, p0) - 0,1) = wlshe) ) = sh(y).

5.3 Exemple avec conditions aux limites sous-dimensionnées

Le systéme considéré est un satellite de masse fixée m libéré par une fusée dans le plan
de ’équateur ; I'orbite initiale du satellite est une ellipse de forte excentricité. L’objectif est
de réaliser le transfert en temps minimal de cette orbite elliptique a une orbite circulaire
géostationnaire.
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Le probléme de transfert orbital & temps minimal s’écrit :

min J(z,u,ty) = g(ty) =ty

() = @)
3(t) rj(aﬁ(é))) ),
T2
(P7) Z4(t) D) + ua(t),

lu@l <7, t€(0, ] pp,  ult) = (ui(t), u2(t)),

21(0) = w01, 2(0) =x02, «3(0) =03, x4(0)= x4,

r(alt)) = 7, m(tf):—\/gm(tm m(tf):\/gxl(tf),

avec 7(x) := V212 + 22%. On note o := /u/r}. La condition terminale peut se mettre sous
la forme c(x(ts)) = 0, avec c: R* — R3 donné par :

c(z) = (r*(z) — TJ%, T3+ axe, T4— Q).
Le temps final étant libre, on a la condition au temps final :

H(a(ty),p(ty),ulty)) = —p°¢'(t) = —p” = 1. (cas normal)

On a de plus la condition de transversalité (A € R3) :

21’1(tf> 2$2(tf) 0 0
p(ty) = c’(:c(tf))T)\ = 0 a 1 0A
-« 0 0 1

= (Ql'l(tf))\l — a3, 2.%'2<tf))\1 + ada, Ao, )\3).
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La condition de transversalité est équivalente a :

( A= 2T(:;f)g(Uﬁl(tf)(pl(lfff) +apa(ty)) +x2(ty)(p2(ty) — Oép:a(tf))),
Ao = ps(ty),
A3 = palty),
0 = ®(alty). plty) = wa(ty) (pr(ty) + apalty)) = w1(ty) (palty) — aps(ty) ).

En considérant les conditions aux limites, la condition finale sur le pseudo-hamiltonien et la
condition de transversalité, la fonction de tir simple est donnée par :

S: RS — R?
C(l'(tfvl'0>p0))
(pOatf) — S(p()atf) = (I)(Z(tf,.l‘o,po))
H(Z(tfa x()apO)au(z(tfvaapO))) +p0

Remarque 5.3.1. Le controle maximisant z — wu(z) est donné par la condition de maxi-
misation.

On peut ne pas éliminer A et l'inclure dans la fonction de tir simple :
S: RS — RS
c(x(t s, o, po))
(Postp, A) == S(po,ty,\) = p(tr, o, p0) — ¢ (x(ts, x0,po))" A
H(z(ts, x0,p0),u(2(ty, z0,p0))) + p°

Nous renvoyons a la discussion sur le multiplicateur de Lagrange A page 69 pour com-
prendre comment de maniére systématique on peut ’éliminer de la définition de la fonction
de tir.

5.4 Tir multiple de stabilité

La méthode de tir multiple peut étre utilisée afin de renforcer la stabilité des équations
de tir [13]. Pour I’exemple, considérons le Probleme (Pr) sous les Hypotheses (H2) et sup-
posons que pour toute extrémale de Pontryagin-Boltyanski (z(-),p% u(-)), on peut écrire
u(t) = u(z(t)), avec z — u(z) de classe au moins €. Pour améliorer la stabilité, on discré-
tise I'intervalle [0,tf] en N sous-intervalles [t;,t;11]. Les valeurs z(¢;), a 'entrée de chaque
intervalle, sont alors les inconnues du systeme a résoudre. On ajoute ensuite aux conditions
aux limites et /ou de transversalité (dans cet exemple il n’y en a pas), des conditions de rac-
cordement aux instants t; assurant la continuité de la fonction d’état et du vecteur ajdoint
en ces instants.

Dans le cas de la méthode de tir simple, sur cette exemple, nous sommes amenés a
résoudre le probléme aux deux bouts (BVP3) que I'on peut réécrire sous la forme suivante :

eXp(tfﬁ)(zo) =z, blzo,27) =0,
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ou exp(tF')(zp) est la solution au temps ¢ du probléeme de Cauchy () = F(z(t)), (0) = xo.
On appelle ce genre de probléme un (TPBVP) pour “Two-Points Boundary Value Problem”.
Apres discrétisation de l'intervalle de temps, on obtient le probléme aux points multiples
suivant :

exp((tip1 — t)H)(2;) = zip1, € [0,N —1], b(z0,2) =0,

appelé (MPBVP) pour “Multiple-Points Boundary Value Problem”. Pour plus de détails sur
la résolution de ce genre de probléme, nous renvoyons a [69].

5.5 Tir simple avec détections des commutations

On s’intéresse ici au cas particulier de problemes présentant des commutations, de type
bang-bang par exemple. Supposons que la condition de maximisation du pseudo-hamiltonien

nous donne
u(t) = ur(t, 2(t)), sie(t,2(t)) <0,

u(t) = ua(t, (1)), st o(t,2(t)) >0,

ou ¢ est la fonction de commutation dont les zéros correspondent aux commutations du
controle optimal. Supposons que u1 et ug soient lisses. Considérons une extrémale de Pontryagin-
Boltyanski de référence z(+) et supposons qu’il n’existe qu'un nombre fini d’instants de com-
mutations ¢ tels que ¢(t,2(t)) = 0 le long de celle-ci. On note Hi(t,z) = H(t, z,ui(t, 2))
et Ho(t,z) = H(t, z,us(t, z)). Supposons qu’au voisinage de 'extrémale de référence, toute
autre extrémale de Pontryagin-Boltyanski soit solution du probléme a valeur initiale discon-

tinu suivant
N

i(t) = Hy(t,2(t), sio(t z(t) <0
(IVP)giee § 2(t) = Ha(t, 2(t)), si p(t, 2(t)) > 0
Z(to) = 20.

Dans ce cas il est possible de définir une fonction de tir ne dépendant que du point initial
zo. Pour cela, il faut détecter durant 'intégration, les instants de commutations. L’idée est
donc durant l'intégration, de détecter les commutations et de calculer I'instant et le point de
commutation d’ou repart I'intégration. Ces étapes sont primordiales, il ne faut pas laisser le
contrdle du pas a l'intégrateur [41, 58] mais bien détecter pour améliorer a la fois le temps de
calcul et la précision des calculs. La détection permet en effet de réduire considérablement
le nombre de pas acceptés et rejetés. Une bonne détection est de plus importante afin de
conserver l'ordre lors de 'intégration numérique [57].

Une fois le pas accepté et une commutation détectée, il est nécessaire de la localiser. Pour
cela, nous présentons deux possibilités. Nous pouvons tout d’abord utiliser la sortie dense
fournit par l'intégrateur pour calculer le lieu de commutation par dichotomie sur le signe
de la fonction de commutation. Cependant, pour garder la précision du schéma utilisé, il
est préférable d’utiliser une méthode de dichotomie (ou une méthode de Newton) toujours
sur la fonction de commutation mais en prenant comme inconnue la longueur d’un pas. La
fonction de commutation est donc calculé en un vrai pas d’intégration, voir schéma Figure 5.1.
Supposons que 'on ait une conl)mutation passant de H 14 H 2. On note alo§ z1(t) la partie de
Pextrémale solution de 2(t) = H1(t, z(t)) et z2(t), celle solution de 2(t) = Ho(t, 2(t)), apres la
commutation. Ainsi, en I'instant initial on a z1 (¢, to, z0) = 20, en 'instant de commutation 7,
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on a 21 = 21(7, 1, 20) €t 22(7T, T, 21) = 21, et en I'instant final, noté ¢, apres la commutation,
on a zp = 2(ty, T, 21).

FIGURE 5.1 — Traversée d’une commutation.

Comme pour les méthodes de tir simple et multiple, nous avons besoin de la jacobienne
de la fonction de tir. Celle-ci est décrite simplement comme pour la méthode de tir simple
et fait donc intervenir la variation de '’extrémale en ¢y par rapport a la condition 1n1t1ale 20-
Reprenons le calcul de [58] dans le cas particulier d’'une commutation passant de 71 13 H 2
avec les notations définies précédemment. On pose g(t, z) == @(t, z1(t, to, z)), alors si

dg

0 —
i . = (ra) Hi(rz) £0.

0
(7720)25(7721)4'&

alors il existe localement zp — 7(z0) tel que ¢(7(z20), 21(t, to, 20)) = 0 et

0 0
29 ((20), 20) I, > (7,10, )
/ 0Oz . 0z
m(z0) =~ S % '
Yiroz) D)+ LR
On note d
dzo(t) = d—ZQ(t,T(zo), 21(7(20), to, 20)) - 920
20
et P
z
52‘1 (t) = 672(1)(75, t[), Zo) . 520.

La variation de 2z en t; par rapport a la condition initiale zy est alors donnée par

82’2

dz(ty) = Bty

0z 0
(tr, 7 21)T "(20) 620 + =— 9% (tf,T 21) (82(7, to, 20) 7' (20) 020 + 5,21(7')) ,

ot 7 et z; sont des fonctions de zp. On se place maintenant en t; = 71 juste apres la
commutation. En passant a la limite, puisque

9z
Oty

(7’"‘77‘, Zl) = —H2<T+,Zl), 7(7‘ ST, Zl) = Ioy,
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et

gf;(Ta tO’ ZO) = ﬁl(Ta Zl)

alors
(52’2(T+) = 521(7‘) + (Hl(T, 21) — HQ(T+, 21)) T/(Z()) (52’0.

En remplacant 7/(z9) par sa valeur et puisque H o est continue au temps 7, on obtient
finalement,

(ﬁQ(T, 21) — Ha(r, 21)) %(77 z1)

§20(tT) = | Ion + R R _‘?Z 0z1(7) =t (Ion + @) 021(7).  (5.1)
E(T7 Zl) + %(Ta Zl) Hl(Tv Zl)

Ainsi si les champs de vecteurs hamiltoniens associés & Hp et Hs sont égaux en 7, alors
le terme de saut « est nul, et les équations variationnelles sont continues en ce point. En
principe, en une commutation on a a # 0 et on observe une discontinuité dans le calcul
des champs de Jacobi. Dans la pratique, on integre le systeme en z et dz et lorsqu’une
commutation est détectée et localisée, on met a jour 6z puis on continue l'intégration. Ce
calcul est utilisé a la fois pour le calcul de la jacobienne de la fonction de tir et pour les champs
de Jacobi, la condition initiale dzg étant arbitraire. Dans le cas particulier ou ¢ = Ho — H;
alors 0,0 = 0,Ho — 0, Hy et 8zgoﬁ1 = {Hl, Hg}.

Il est possible que 'extrémale en zo dépende aussi de l’instant initial si par exemple
on utilise la détection de commutation a l'intérieur d’un arc dont 'instant initial est une
inconnue d’un probléme résolu par des méthodes de tir multiple. Dans ce cas la formule de la
dérivée par rapport a l'instant initial reste identique & (5.1), simplement la condition initiale
dz est remplacée par 5ty = —Hi(to, 20)-

Un des intéréts de la méthode de tir simple avec détections des commutations et mise a
jour des équations variationnelles, est qu’il est possible a la fois de résoudre des problémes
de type bang-bang via les conditions nécessaire du premier ordre, mais aussi de vérifier ’op-
timalité locale via les conditions du deuxiéme ordre, dans un cadre particulier, comme défini
dans [66] par exemple. Considérons un systeme affine mono-entrée dont les solutions opti-
males sont bang-bang. Dans [66] les auteurs définissent le premier instant conjugué d’une
extrémale de maniére analogue a la définition classique, seulement la forme quadratique im-
pliquée dans la définition provient d’une application différente de I’application entrée-sortie
dans le cadre lisse. De nombreuses références sur les conditions du deuxieéme ordre pour des
problémes bang-bang sont données dans [66]. Les auteurs utilisent une procédure de régula-
risation qui consiste & introduire de nouveaux controles artificiels sous certaines contraintes,
pour rendre le probléeme de contrdle optimal lisse pour A € [0, 1] par exemple. L’apport
principal dans cet article est alors de prouver la convergence, lorsque A — 1, du premier
instant conjugué défini dans le cadre lisse, vers le premier instant conjugué pour le probleme
de départ, qui lui est bang-bang. Calculer le premier instant conjugué revient a trouver le
premier zéro d’'un déterminant, défini a partir des champs de Jacobi, le long de I'extrémale
de référence. Nous reprenons Figure 5.2 I’exemple numérique du probleme de Rayleigh dont
le premier instant conjugué se trouve étre le deuxiéme instants de commutation. Nous pou-
vons voir Figure 5.2, que le calcul précis des équations variationnelles permet de retrouver
ce résultat.
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101

det

FIGURE 5.2 — Déterminant s’annulant au premier instant conjugué, en points rouges pour le
probléme régularisé avec € = 0.01, cf. [66, Figure 10] et en trait plein noir pour le probléeme
de départ bang-bang.

5.6 Difficultés numériques des méthodes de tir simple

Nous reprenons dans cette section, l'illustration des difficultés numériques des méthodes
de tir simple présentées dans [36]. Cette présentation est une motivation a 'introduction des
méthodes de tir multiple et des méthodes homotopiques dans la résolution des problémes de
contrdle optimal. Nous renvoyons a [36] pour plus de détails et pour une présentation des
méthodes homotopiques dans le cadre de la théorie du degré topologique.

Pour illustrer les difficultés numériques, nous considérons le probléme du double intégra-
teur avec la minimisation L' du controle :

min /O Y o)) at,
&1(t) = wa(t), @2(t) = u(t), |u(t)| <1,
z(0) = xo, x(ty) =uxy,

avec xg, ry dans R?, ty > 0 ety > 0 fixés. D’apres le PMP, nous devons considérer le
pseudo-hamiltonien suivant (sous la forme normale) :

H(z,p,u) = p1z2 + pou — |ul.

Le contrdle maximisant est donné par v = 0si |pa| < 1, u = ysignpy si [p2| > let u € [—7,7]
si [p2| = 1. On note u(p2) le contréle maximisant défini ci-avant, voir Figure 5.3. On est alors
amené a résoudre le probleme aux deux bouts non lisse (méme mal défini en py = +1)

suivant :
{551(75) =xa(t), d2(t) =u(p2(t)), p1(t) =0, p2(t)=—pi(t),

z(0) = xo, x(ty) = xy.
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La fonction de tir est donnée Figure 5.4 avec le covecteur initial pg =: (v, 3).

u
T -
-1
+1 p2
—")/ U
FIGURE 5.3 — Le controle maximisant n’est pas continu. Puisque pa(t) = —at+ f3, alors pour

une paire («a, ) donnée, il y aura 0, 1 ou 2 commutations (c’est-a-dire passage par |pz| = 1).

FIGURE 5.4 — Fonction de tir du probléme du double intégrateur avec minimisation L'. Sur
cet exemple, v =5, T'=1, g = (—1,0) et ¢ = (0,0). La boule blanche est la solution a
Pintersection de la fonction de tir et des plans S1 =0 et S = 0.

On peut remarquer que la fonction de tir, cf. Figure 5.4, n’est pas continue en les points
(0,+£1), elle est non différentiable aux interfaces des différentes régions, et elle est de plus
constante sur les régions bleues. Les neuf régions sont caractérisées par des structures de
contrdle différentes, cf. Figure 5.5. Une conséquence des propriétés de la fonction de tir
concernant l'utilisation de la méthode de Newton pour résoudre I’équation de tir simple
S(po) = 0 est que si le point initial py n’est pas choisi dans la bonne région, c’est-a-dire
celle qui correspond & la bonne structure de la commande optimale, alors I'algorithme risque
de ne pas converger. Sur ce petit exemple en effet, 'algorithme peut générer un point dans
une région ou la fonction de tir est constante. Or dans la pratique nous ne connaissons pas
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la structure de la commande optimale. L’introduction des méthodes homotopiques dans le
chapitre suivant a pour objectif de palier a cette difficulté et fournit a la fois la structure
optimale et un point initial dans la bonne région. Une fois la structure connue et un bon
point initial, nous pouvons utiliser ces informations et données pour résoudre le probleme
avec une méthode de tir multiple présentée dans la section suivante.

Pro (B=aty+1) (B=at;-1)

(5=1)
(5 =-1)

FIGURE 5.5 — Diagramme de bifurcation des structures des lois de commandes (sur [0,%¢])
dans le plan («, 3). On rappelle que pa(t) = —at + 5 et que 'on a u(pe) = 0si py € |—-1,1],
u(p2) = ysign(p2) si [p2| > 1 et u(p2) € [=7,7] sinon.

Remarque 5.6.1. Une alternative a I'utilisation des méthodes homotopiques et 1'utilisa-
tion des méthodes directes afin de déterminer ma structure optimale et obtenir un point
initial dans la bonne région, suffisamment proche de la solution pour faire converger la
méthode de Newton utilisée dans la méthode de tir multiple.

5.7 Tir multiple de structure

Considérons un systeme affine en le controle scalaire de la forme H = Hy + u Hy avec la
contrainte |lu|| < 1. Si Pextrémale solution du probleme de controle optimal est la concaté-
nation d’arcs bangs (ou le contrdle vérifie ||ul| = 1) et d’arcs singuliers (ou H; = 0) alors il
devient nécessaire d’utiliser une méthode de tir multiple que nous qualifierons de tir multiple
de structure. Imaginons que la solution soit composée de trois arcs Bang-Singulier-Bang,
alors la fonction de tir en plus de I’adjoint initial, aura comme inconnues les deux instants
de commutations. Puisque nous avons deux inconnues supplémentaires, on s’attend a avoir
deux conditions supplémentaires. Celles-ci sont données par la Proposition 4.5.1 : puisque la
surface singuliere Y, est invariante par le flot singulier, il suffit d’imposer que le premier arc
bang rejoigne ¥ au premier instant de commutation. En imposant le contréle singulier sur
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le deuxiéme arc, on s’assure que celui-ci reste sur ;. Enfin, pour le troisieme arc, il suffit
d’imposer le controle bang pour quitter la surface singuliere.

Remarque 5.7.1. Il est possible de combiner tir multiple de structure et tir multiple de
stabilité. Dans ce cas, les inconnues sont les instants de commutations et les points de
raccordement. Il est aussi possible le long d'un arc quelconque d’ajouter des noeuds de
raccordement.

Exemple 5.7.1. Considérons le probleme du double intégrateur suivant :

1 t
min§/f(x%(t)+x§(t))dt, tp =5,
0

#1(t) = oa(t), d2(t) = ult), u(t) € [—1, 1]
z(0) = (0,1).

Supposons que l'on ait déterminer la structure optimale par n’importe quelle méthode, par
exemple une méthode directe ou par homotopie. On sait donc que la structure optimale

est composée de deux arcs : un premier arc bang avec u = —1 puis un arc singulier, voir
Figure 5.6.
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FIGURE 5.6 — Etats, adjoints et controles pour le probleme du double intégrateur.

D’aprés le PMP, nous devons considérer le pseudo-hamiltonien suivant (sous la forme
normale) :
H(w1,2,p1,p2,u) = — (2] + 23) /2 + p1o2 + pau.

Les arcs singuliers sont d’ordre minimal, donnés par la condition ps = 0. La surface singuliere
est donnée par I’ensemble X3 = {ps = 2o — p; = 0} du fibré cotangent T*R? ~ R? x R?, et le
controle singulier en forme fermée est u = x;. Nous avons donc une compétition entre trois
flots hamiltoniens, respectivement associés a

Hi("'l:?p) = H(‘/I:7p7:l:]‘)7 H3($7p) = H(x7p?x1)'

Sachant la structure bang-singuliere de la solution optimale, nous pouvons définir une fonc-
tion de tir multiple de structure ayant comme inconnues le vecteur adjoint initial pg € R? et
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I'instant de commutation 7 € R. Les conditions sont données par les conditions de transver-
salité du PMP et par la Proposition 4.5.1 :

pi(ty) =0, pa(ty) =0, pa(r) =0, z2(7) —p1(7) =0.

Nous pouvons remarquer que la condition pa(t;) = 0 est redondante puisque c’est automa-
tiquement le cas pour une extrémale singuliere. Nous avons donc trois conditions pour trois
inconnues, ce qui défini notre fonction de tir. O

Exemple 5.7.2. On considére le probleme de contréle optimal suivant :
ty
min / 2 (t)dt
0
() = u(t), [ud)] <1, te 0t pp.

z(0) =1, x(ty) =1/2.

ou ty = 2. On suppose que l'on connait la structure optimale de la solution, composée d'un
arc bang avec u = —1, suivi d’un arc singulier avec © = 0, puis d’'un arc bang avec u = 1,
voir Figure 5.7.

1.0

0.5

0.0 /

—-0.5F

—X

—

——u

-1.0 I i
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Ficure 5.7 — Etat, adjoints et controle pour le probleme bang-singulier-bang.

D’apreés le PMP, nous devons considérer le pseudo-hamiltonien suivant (sous la forme
normale) : H(x,p,u) = —x% + pu. Les arcs singuliers sont d’ordre minimal, donnés par la
condition p = 0. La surface singuliére est donnée par I’ensemble X5 = {p = x = 0} du fibré co-
tangent T*R ~ R x R, et le controle singulier en forme fermée est u = 0. Nous avons donc une
compétition entre trois flots hamiltoniens, respectivement associés a Hy (z,p) .= H(z,p, £1),
Hg(x,p) = H(x,p,0). Sachant la structure bang-singuliére-bang de la solution optimale, nous
pouvons définir une fonction de tir multiple de structure ayant comme inconnues le vecteur
adjoint initial py € R et les instants de commutations 71, 75 € R. Les conditions sont données
par la condition terminale x(tf) = 1/2 et par la Proposition 4.5.1 :

x(ty) =1/2, p(r) =0, x(r)=0.

Nous avons donc trois conditions pour trois inconnues, ce qui défini notre fonction de tir. [J






CHAPITRE 6

Corrections des exercices

Solution de I’Exercice 1.7.1 p. 19 :

1. Soit w un controéle singulier sur [0,7]. On note z(-) la trajectoire associée et
p(+) Vapplication adjointe associée issue de la caractérisation hamiltonienne des
contréles singuliers, cf. Théoréme 1.6.5. Le contréle étant singulier, il vérifie
OuH (x(t),p(t),u(t)) = 0 pour tout ¢t € [0,T]. Or,

OH

%(:Capau) =0« —p171 +p2u=0.

Dongc, en supposant py # 0, le contrdle singulier vérifie

B _pit)z(t)
u(t) = us((t), p(t)) = W

avec ug le contrdle singulier en fonction de 'état € R? et de I'adjoint p € R?

donné par
b1
Us(mvp) = .
D2

Solution de I’Exercice 3.5.1 p. 46 :

1. On a
oL v

%(7579577}) = N

Soit & une extrémale, i.e. une trajectoire vérifiant I’équation de Euler-Lagrange.
Alors (on omet 'argument ¢ dans x et sa dérivée) :

OL vy 40Ly iy 4 2 VIt & - it
oz 07 dtov YT dt v1+ 22 1+ 42
X

=——— (-1-i’+4*) =0<=&=0.
(1+4%)2

2. L’équation de Euler-Lagrange nous donne

oL ) d oL N ( d.)_ e L
E(t,x,x)———v(t,x,x)fQ z— 4t =2(x—23)=0«<=3i—-z=0.
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3. Le lagrangien associé au probléme est donné par L(t,z,v) = x? + v?. D’aprés
la question précédente les extrémales vérifient #(¢t) — z(t) = 0 pour tout temps
t € [0,1]. Elles sont donc de la forme

x(t) = Acosht + psinht.

L’unique extrémale vérifiant les conditions aux limites 2(0) = 0 et z(1) = 1 est
donnée par A = 0 et u = 1/sinh 1, c’est-a-dire

sinh ¢
z(t) = sinh 1’

Solution de I’Exercice 3.5.2 p. 46 :

1. L’équation de Euler-Lagrange nous donne

oL d 0L d

oL oy 4oL, o d. s

8:17(7'%'71.) dtav(amvx) dm €
Ainsi les extrémales vérifient x(t) = At + p ot A et p sont deux constantes.
Les conditions aux limites nous donne z(0) = u = A et z(T) = \T'+ A = B,

c’est-a-dire

T—1t t
t)= ——A+ —B.
Remarque. La trajectoire est le segment [AB].
2. On a 1
t(t) = =(B— A).
#(1) = (B~ A)
Ainsi,

T|B-A
l(:c):/ HTHdt:HB—AH.
0

3. C’est la longueur du segment [AB], c’est-a-dire la distance entre les points A et
B!

Solution de I’Exercice 3.5.4 p. 50 :

1. Le hamiltonien est donné par H(«,p) = po(a,p) — L(a, ¢(a, p)) ot p(a, p) est
la solution de p — 04 L(a, &) = 0, I'inconnue étant ¢. On a donc

p _p

—mlPa=0<= p(a,p) =d=—- ==
et le hamiltonien est donné par
2

2 2
H(a,p) = 107 — (1297. +w21008a> = 129—1_ — w?I cosa.

Remarque. On aurait pu utiliser directement le fait que H =T + V.
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2. H est constant le long de toute extrémale car le systéme est autonome, i.e. Il ne
dépend pas du temps.
3. Puisque le hamiltonien est constant le long de I'extrémale et puisque I > 0, on
a pour tout temps ? :
2
t
Pty = h+w?Tcosa(t) >0,
27
c’est-a-dire —w?I cos a(t) < h.
4.

2
H =Wl = ]2)—3 — w2 cos g <= p3 = 2w?T*(1 + cos ay)

> 42 = 2w?(1 + cos ag).

Solution de I’Exercice 3.7.1 p. 55 :

1. On pose H(q,p,u) = p-u—l—pO% |u|?. La condition de maximisation implique p° =
—1 car sinon u + p-u n’a de max que si p = 0, or (p,p°) # (0,0). L’application
partielle u — H(xz,p,u) est alors concave (strictement) donc la condition de
maximisation est équivalente a la CN1 : %—g(x,p,u) =p—u = 0. Ainsi le
controle maximisant est donné par u[p] = p. Les équations hamiltoniennes sont
donc données par

it = p(t),  p(t) = 0.

Ainsi p(t) = a et q(t) = at + § ol a et [ sont deux constantes a déterminer.
La condition initiale nous donne ¢(0) = b = qo et la condition terminale ¢(ts) =
atf +qo = q1, c-a-d a = (¢1 — qo)/ty. Au final, on a

q1 — 4o
pt) = "
f

' ' s~ ao
[l = [T 08 dr— g~ gol.
0 0 f

3. On vient de calculer la distance entre les points qg et qi.

L u(t) = p(b), WF#%—M;+%7ﬁ=—L

Solution de I’Exercice 3.7.2 p. 55 :

1. Par les mémes calculs qu’a ’exercice précédent, le systéme hamiltonien est donné
par
q(t) =p(t), p(t)=0.

Ainsi p(t) = a et q(t) = at + S ou «a et B sont deux constantes a déterminer.
La condition initiale nous donne ¢(0) = 8 = Orz. La condition terminale peut
s’écrire sous la forme ¢(¢) =z — 1, ou ¢ = (z,y). Si on note o = (a1, a2), alors
la condition terminale nous donne z(ty) = auty = 1, c-a-d oy = 1/t4. Enfin, la
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condition de transversalité nous donne p(ty) = AVe(q(ty)) = (A, 0) = «, c-a-d
A=1/ts et ap = 0. Au final, on a
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A.1 Théoremes des accroissements finis et applications

Le théoréme des accroissements finis donne une majoration de f(b) — f(a) sous des
hypotheses appropriées portant sur la dérivée de f. Il s’agit essentiellement d’un résultat
portant sur les fonctions de la variable réelle. Rappelons que le théoréme de Rolle ! pour des
fonctions a valeurs réelles assure I'existence d’un point ¢ € |a,b[, a < b réels, tel que

f) = fla) = f'(c)(b—a)

sous les hypothéses suivantes : f continue sur [a,b] et dérivable sur Ja,b[. Ce résultat ne
subsite pas pour les fonctions a valeurs vectorielles, comme le montre ’exemple de la fonction
A valeurs dans R?, f(z) = (cos(27x), sin(2mx)) sur [0, 1].

Exemple A.1.1. La fonction f: R — R? définie par f(x) = (cos(2nz),sin(27z)), a, en
chaque point une dérivée de norme 2, et il n’existe aucun point ¢ € 10, 1[ tel que f(1)—f(0) =
f'(c). En effet, f'(x) = 2n(—sin(27x), cos(2mx)), donc pour tout = € R, || f/'(z)| = 2r. Et
puisque f(1) = f(0), on ne peut avoir ||f(1) — f(0)|| =0 = || f'(¢)| = 2. O

Rappelons qu’il existe aussi une version intégrale du théoreme des accroissements finis
pour les fonctions & valeurs dans R. Pour une fonction f a valeurs réelles, définie et continue
sur [a,b], il existe ¢ € ]a, b] tel que

b
bia/a f(z)dz.

Pour les fonctions de la variable réelle et & valeurs dans un espace vectoriel normés
quelconque, nous avons le résultat suivant.

fle) =

1. cf. https://tinyurl.com/Rolle-wikipedia.
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Théoréme A.1.1 — 1*© forme des accroissements finis

Soient a < b deux réels, (F,||-|r) un espace vectoriel normé, f € €°(|a,
% (la,b],R). Supposons f et g dérivables dans]a,b[. SiVx € ]a,b[, || f'(x
alors :

bl,F) et g€
)Nr <g'(z),

1£(b) = f(a)llF < g(b) — g(a).

» Soit € > 0. Notons
Li={yela,b|Veela,yl, IfE) - f@)lr < g) - g(a) += (z —a) +e}.

* Nous allons montrer que I. = [a,b]. Nous aurons alors I'inégalité pour = = b, et ce,
quelque soit € > 0. La conclusion viendra en fixant x = b et en faisant tendre ¢ vers 0.

x Notons ¢, := sup I.. Montrons que ¢, = b. Tout d’abord, 'application
x> (@) = |f(x) - fla)|r — (9(x) —g(a) + e(z —a)), =€ [a,b],

est continue en a, puisque f et g le sont, et ¢(a) = 0, donc pour tout = > a suffisamment
proche de a, () < ¢, donc ¢ > a. Supposons maintenant que a < ¢. < b et raisonnons
par 'absurde. Puisque c. € |a, b[, alors, par hypothése, f et g sont dérivables en c.. Ainsi,
il existe y € |cc, b], suffisamment proche de ¢, tel que pour tout = € ]c.,yl, on a

‘ f(z) = flee) o f/(Ca)

d’ott, puisque x — ¢ > 0:
1f (@) = fleo)llr = [1f(2) = flce) = f(ee) (@ — cc) + f'(ce)(w — co) |
< 1f (@) = flee) = flee)(@ —ce) | + 11 (ce)(@ — ce) |

< G+ e)le) (@ - o).

Ensuite, puisque nous avons ¢'(c:) > 0, alors, le théoréme de Rolle nous donne g(x) —
g(ce) > 0 et il vient :

g/(cs)(:U —ce) = |g(z) — g(ce) — g/(cs)(x —ce) — (9(z) — g(ce))|

< g(fL’) —g(CE) _g/(ca) S %7

T — Ce

8et’
2

< 5@ =) +lg(@) — glec)|
= S(@ ) +9(x) —glez).

Par hypothese, puisque a < ¢. < b, on a ||f'(ce)||r < ¢'(ce). Ainsi, pour tout x € Je. ,y] :

1 (@) = fle)llr < ez —ceo) +9(x) —g(ce).
En outre, la continuité de f et g nous assure que c. € I.. Et finalement, on obtient
1f (@) = fa)llr = |f(x) = fce) + flcc) = fla)llp < [If(x) — flce)ll + [If(cc) — fla)llp
<e(@—c) +g(x) —glce) + glee) —gla) +e(cc —a) +¢
=g(x)—ga) +e(x —a)+e.
En prenant x = y il vient que y € I, ce qui impossible puisque y > ¢. = sup /.. On a

donc ¢, = b. En fixant z = b et en faisant tendre € vers 0, on obtient le résulat attendu.
|



A.1. Théorémes des accroissements finis et applications 103

Définition A.1.2

Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques. Une application f: X — Y est dite
k-lipschitzienne, k > 0 dans R, si pour tout x1, x2 dans X,

dy (f(z1), f(z2)) < kdx(z1,22).

f: X — X est dite contractante si elle est k-lipschitzienne pour un k € [0, 1].

En prenant g(x) = kx, k € R, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire A.1.3

Soit f € €°([a,b],F), f dérivable dans Ja,b[ et telle que ||f'(z)||r < k pour tout
x € |a,b[, alors f est k-lipschitzienne :

1f(y) = f(@)|lF <kly—=|, Vz,y €la,b].

Lorsque k = 0, on obtient en particulier :

Corollaire A.1.4

Soit f € €%([a,b], F), admettant dans |a,b[ une dérivée nulle, alors f est constante.

Enfin, en prenant f = 0 dans le Théoréme A.1.1, on obtient :

Corollaire A.1.5

Soit g € €°([a,b],R), admettant dans |a,b[ une dérivée > 0, alors g est croissante.

Revenons au cas des fonctions définies sur un ouvert d’'un espace vectoriel normé F.
Comme pour les fonctions dérivables d’une variable réelle, le résultat fondamental du calcul
différentiel est celui qui, a partir de la connaissance des différentielles d’une fonction en chaque
point de son domaine, permet d’estimer ’accroissement de cette fonction entre deux points
fixés a 'avance. On se ramene pour cela au cas des fonctions d’une variable, en considérant
la restriction de la fonction au segment qui joint les deux points. Rappelons donc que pour
une paire (a,b) € E?, on note

[a,b] =v([0,1]) et Ja,b]:=r(0,1]),
v [0,]cR — E

t — v(t)=1—-t)a+tb=a+t(b—a).

Nous avons alors le résultat suivant.



104 Annexe A. Théorémes d’analyse et optimisation

Théoréme A.1.6 — 2° forme des accroissements finis

Soient (E, ||-|g) et (F, ||||r) deux espaces vectoriels normés. Soient U un ouvert de E,
(a,b) € E? tel que [a,b] C U et f: U — F. Si f est continue dans [a,b] et différentiable

dans |a, b[, alors :

1£6) = f@ll < (s |17 @lloem ) 16—l € Ry,

z€la,b

» Posons M := sup,¢jqp|

|f'(@)l.#(p,F)- Si M = +o00, alors le résultat trivialement vrai.

Supposons donc M < +o0. Posons sur l'intervalle [0, 1], I'application ¢ = fov, v(t) =
a+ t(b — a), de telle sorte que p(0) = f(a) et (1) = f(b). Introduisons de méme sur
[0,1], lapplication g(t) := tM||b— a||g. Ainsi définies, ¢ € €°([0, 1], F') par composition
d’applications continues, g € €°([0,1],R) et pour tout t € 10, 1] :

Il Ollr = 1" (w@®) -V O)lr = 1) (b-a)lr
< I WE)llzEr b —als < Mlb—allp = g'(t).

D’apres le Théoréeme A.1.1, on obtient finalement

lp(1) = ()l = 17 (b) = f(a)llr < g(1) = g(0) = MI|b - al|&,

ce qui donne le résultat attendu.

Corollaire A.1.7

Soit f: U — F une fonction différentiable définie sur un ouvert convexe telle que
|f'(x)l.#(e,Fy < k pour tout x € U. Alors, [ est k-lipschitzienne :

1f(y) = f(@)llr < klly —zlle,

Vz,y € U.

» Puisque U convexe, alors pour tout (z,y) € U?, le segment [x,y] C U et on peut

appliquer le Théoreme A.1.6.

L’hypothese de convexité de U dans ce dernier résultat ne peut étre remplacé par la

connexité de U. On a en effet 'exemple suivant.

Exemple A.1.2. Soient U 'ouvert de R? défini par
U:={(z,y)|z>0et 2?4y > 1}

et v: U — R telle que ¢(x,y) = arctan(y/x). Alors
U est un ouvert connexe, la différentielle de v vérifie
|¢(z,y)|] < 1 pour tout (z,y) dans U et ¢ n’est pas
k-lipschitzienne pour k < /2. O

bio|,

aio

a2

a
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> Correction. Il est clair que U est connexe mais pas convexe. Sur U, 'application 1 est

dérivable et on a : ) .
)
1//(55: y) = < *) 9

L) et
donc
, x? y2 1 2 x? y2+x2 2 9 N —+
W= 5 (Gt m) = prplt) =@ i<

Montrons que 1 n’est pas k-lipschitzienne pour k& < 7/2. On définit dans U, les points :

<1 1+n> (1 1—|—n)
anp =\ —,— et b, =1|-—, ,
n n n.on

pour n € N*. Alors, ||b, — an|| — 2 et

|0(by) — ¥(ay)| = 2arctan(n + 1) — m,

donc 9 ne peut pas étre k-lipschitzienne sur U pour k < 7/2. O

Sur un ouvert connexe, nous avons le résultat suivant.

Corollaire A.1.8

Soit f: U — F une fonction différentiable définie sur un ouvert connexe, admettant
une dérivée nulle. Alors, f est constante.

» Soit zg € U. Posons

A={zeU]|[f(z)= f(xo)}

L’application f étant différentiable sur U, elle y est continue. L’ensemble A est donc
fermé comme préimage d’un fermé par une application continue. Pour tout z € A, le
Corollaire A.1.7 montre que toute boule ouverte B(x,r), r > 0, contenue dans U est aussi
contenue dans A, puisque f est O-lipschitzienne sur la boule B(z, ) qui est convexe. Ainsi,
I’ensemble A est ouvert dans U. Finalement, A est ouvert et fermé dans U, U connexe,
donc A = U, et on obtient le résultat attendu. |

Remarque A.1.1. Sur un ouvert formé de plusieurs composantes connexes, si la dérivée
est nulle, alors I’application est constante sur chaque composante connexe, mais rien oblige
a ce que les constantes soient égales.

A.2 Dérivabilité dans le cas fonctionnel

On s’intéresse ici a la dérivabilité de la composition & droite d’une application &' avec
une application continue définie sur un intervalle compact de R. Concrétement, on considere
deux espaces vectoriels normés (E, ||-|g) et (F,||||r), et une application f € €*(E, F). On
définit I’application

s €°(0,1,E) — £°([0,1],F)
g — Dp(g) = foy,
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o1 €°([0,1], E) et €°([0, 1], F) sont munis de la norme de la convergence uniforme |||/,
et on s’intéresse a la dérivabilité de ®. Si f est linéaire, i.e. f € Z(E,F'), alors la réponse
est plutot simple : 'application ® est linéaire (évident) et continue puisque

Vi e[0,1], [|@r(9))llr = [lf9@)p < 1fllzemnllg@®)le

< Hf”.i”(E,F)HgHoo

donc
127 (Dloo < 1 fll.2,r)ll9loo-

L’application @ est donc de classe €' (toute application linéaire continue est €'*°) et sa
différentielle est donnée pour tout g et v dans €°([0, 1], E), par :

Ph(g)-v=Py(v) = fou.

Dans le cas non linéaire, nous avons le résultat suivant.
Proposition A.2.1

Soient (E,||-||g) et (F,|||r) deux espaces vectoriels normés. Soit f € €*(E, F). On
définit Iapplication

dp: €°(0,1,E) — £°(0,1],F)
g — ®s(g) = fog,

ot €°([0,1], E) et €°([0, 1], F) sont munis de la norme de la convergence uniforme
|||oo- Alors, I'application ® est de classe € et pour tout g, v dans ¢°([0,1], E), la
différentielle est donnée par :

4 (g) -v: [0,1]

, F
t

—
— (D%(g) - 0)(t) = f(9(t) - v(®).

Remarque A.2.1. On a donc ®¢(g)(t) = f(g(t)) et sa différentielle est donnée par
(@)(g) - 0)(t) = '(g(t)) - v(t) = (f' 0 )(¢) - v(#) que 'on peut done noter

(g)-v={(f"og) v

¢ est un opérateur de Nemytskii (ou de superposition), voir [4] pour plus détails.
Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme A.2.1. Soient F: (X,dx) — (Y,dy) une application continue entre deux espaces
métriques et K C X un sous-ensemble compact. On pose pour d € R, :

M((S) = sup {dY(F(.’L’l),F(.fUQ)) ’ xr1 € K, To € X, dx(.l'l,wz) < (5}

Alors,
M(5) =o(1) quand § — 0.

2. Tl y a ici un léger abus de notation (sans conséquence) car dans ¢°([0, 1], E), la norme sup est donnée
par [[gllee = sup,c(o,1)(l9(t)||), tandis que dans €°([0, 1], F), on a [|llec = sup,epo, 1y ([1h(1)]| 7).
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» Soit € > 0. Si la conclusion est fausse, alors il existe deux suites (x1,,) dans K et (z2,,)
dans X telles que dx(21n,22,) = 0 et dy (F(z1,), F(x2,)) > € pour tout n. Quitte a
extraire une sous-suite, on peut supposer que z1, — x € K. Alors, x2, — x et puisque
F est continue sur X, F(x1,) et F(x2,) converge vers F'(x) d’ou la contradiction. W

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme.

» Soit g € €°([0, 1], E). On introduit dans ¢°([0,1], E), Papplication
h(v) = @p(g+v) = Pp(g) = (f'og)-v="Ffolg+v)—fog—(fog) v

* L’idée est donc de montrer dans un premier temps que h(v) = o(v). Soit v €
%°(]0,1], E). On introduit I"application

: 0,1 — F
(t,s) = @(t,s) = h(sv)(t) = f(g(t) + sv(t)) — f(g(t)) — s ['(9(t)) - v(t)

de telle sorte que [|h(v)lleoc = supyepoq)(lle(t, 1)[|F). Pour ¢ € [0,1] fixé, I'application
partielle s — ¢(t, s) est continue sur [0, 1], dérivable sur ]0, 1], de dérivée

Oy

55 (1:8) = (f'(g(t) +s0(t) = f'(9(1))) - 0(®),

donc d’apres le Théoréme A.1.6 des accroissements finis :

I, 1) — @t 0)|lF = llet, Dl < sup (ICf'(g(®) + su(t)) = £ (g(®))) - v(®)]I )

< sup ([[(f'(9(t) + sv(t)) — f' (gl 2(5,r) V]|
Ainsi,

1A (0)]leo < W (I (@) + sv(t) = F 9D 2(Em) IVl < M(|[v]loo) [V]loo,

ou l'on a introduit pour § € R, :

M) =sup {[|f'(y) = f'@)lz@er |z €g(0,1]), y€ B, ly—zllp <d}. (A1)

On applique le lemme précédent avec K = ¢([0,1]) compact de E (car g continue) et
F = f’ continue (car f de classe €'). Ainsi, M(||v|ls) = 0(1) quand ||vsc — 0, donc
M ([[vlloc) Iv]lco = o([[v]loc) et puisque [[h(v)]loc < M([|v]loo) [[0][oo, finalement on obtient
bien que h(v) = o(v).

* Montrons que v — (f’ o g) - v est une application linéaire continue, car alors, on aura
que @y est dérivable en g de différentielle donnée par <I>’f (9) - v={(f"og)- v. 1l est clair
que v — (f' o g) - v est linéaire. Elle est continue car, pour tout v € €°([0,1], E), on a

vte[0,1], [I((f og) - v)Olr < I (9E)l2Emlv@le < 1 o glollvile

donc ||(f" 0 9) - V|loo < |[f" 0 glloollt|loo- On a utilisé le fait que f’ o g est continue sur le
compact [0, 1] donc [[f" o g < oc. Finalement, on a bien ®(g) -v = (f"og) - v.
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* Montrons enfin que ® ¢ est de classe €', i.e. que <I>} est continue sur ¢ = ¢°([0,1], E).
Soit g € ¢%. Montrons que 9% (g +v) — @lf(g)Hg(cgg’cgg) = o(1) quand ||v]«c — 0, ou
'on a noté €2 = €¢°([0,1], F). Puisque

19 (g +v) = @39 2(49.40) = Sap 12 (g +v) — %(9)) - ulloo,

ulloo=1

et puisque
(@ (g +v) = @4(9)) - ulloo = ti}ép””(f,(g(t) +o(t) — f(g(8)) - ut)|r
< tz%ri]ll(f’(g(t) +o(t) — f(9(O))l 2(E,r)

on obtient donc

12%(g + ) = P49 2(e0,50) < tzEPI]H(f’(g(t) +o(t) = el z@Er) < Mv]),

avec M définie comme en (A.1) et puisque M (]|v]|~) = o(1) quand ||v||s — 0 d’apres le
lemme précédent, on obtient le résultat voulu. ]

Remarque A.2.2. Montrons d'une autre maniere que ®; est de classe €1, ie. que <I>’f
est continue sur €2 = €°([0, 1], E). Soient a € €5 et € > 0. Il faut montrer qu'il existe
Ne.a > 0 tel que pour tout g € € :

g = alloo < Hew = 19(9) — ) (@)l gm0y < .
o 69 = ¢°(0,1], F). Or,

1950) = (@l g = P [(¥)(0) = ¥y(a) - vle

|v]leo=

et
1(@%(9) — (a)) - vl = tz}g)l}ll(f’(g(t)) = f'(a(t))) -v(®)llF
< sup [[(f'(9(t)) = f(a®)ll2E.r),
te(0,1]
donc

12%(9) = ¢ (a)ll 2(w0 50) < t:%li]ll(f’(g(t)) = ['(aM)ll2z,F)-

Mais par hypothese, f € €*(E, F) donc f' € €°(E, £ (E, F)), donc f’ est uniformément
continue sur le compact K, := a([0,1]) C E et ainsi pour le € > 0 choisi : 37, g, > 0, tel
que V(z,y) € Ko x E :

ly —2lle < nere = 1f'(y) = f(@)llF < e

Alors en prenant 7, = 7. k,, o0 voit que si ||g — al|oo < 7e.q, alors pour tout ¢t € [0, 1],
lg(t) — a(®)lp < Nk, done [|[f'(g(t)) — f'(a(?))llr < e. Do :

lg = alloo < nea = [97(9) — P(a)ll (g0 40) < &
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A.3 Théoreme du point fixe

Théoréeme A.3.1 — du point fixe de Picard

Soit f: X — X une application contractante sur un espace métrique complet® (X, d)
non vide. Il existe alors un unique point fixe x € X de f, c’est-a-dire tel que f(z) = x.

» On suppose f contractante de constante de Lipschitz k € [0, 1].
% (Unicité). Soit (z1,22) € X2 t.q. f(x1) = z1 et f(x2) = xo. Alors

d(f(z1), f(22)) = d(x1,22) < kd(21,22) < d(21,32),

ce qui n’est possible que pour 1 = z3. On a donc 'unicité.

« (Existence). On fixe g € X (X est non vide). On définit pour n € N, z,41 = f(zy).
Montrons que la suite (z,,) est de Cauchy. Nous avons pour n € N :

d(@n+1,20) = d(f(2n), [(@n-1)) < kd(zn, Tn1) < K" d(21,30) = C k"

Ainsi, pour (n,p) € N? :

p—1
d(xpqp, Tn) < Z A(Tptit1s Tnti) (d’apres l'inégalité triangulaire)
i=0
p—1
, 1— kP C
<C 't = OF"——— - < —— k™. (car k € [0,1])
= 11—k —1-k
Soit € > 0. On choisit N. € N t.q.
C
— kN <
-k =°
alors pour tous n > N, et p € N, on a
C C

< n o< Ne <
ST R st s

d(xn-‘rpa xn)

c’est-a-dire (z,,) est une suite de Cauchy. Puisque X est complet, la suite (z,) converge
vers un élément de X noté z. Posons u, := f(z,) — x,. La suite (u,) converge vers
f(x) — x (car f continue). Mais puisque u, = f(z,) — xn = f(xn) — f(xn—-1) (pour
n > 1), la suite (u,) converge vers f(z) — f(x) = 0. Par unicité de la limite, on obtient
f(x) = z, c’est-a-dire I'existence d’un point fixe. [ |

3. Soit (X, d) un espace métrique. Il est complet si toute suite de Cauchy converge. Une suite (z,) de X
vérifiant Ve >0, 3N € N,Vn,m > N, d(zn,zm)z < €, est dite de Cauchy.
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Théoréme A.3.2 — du point fixe de Picard a parametre

Soient (X, d) un espace métrique complet, A un espace topologique, p: X x A — X
une application continue et 0 < k < 1. Supposons que pour tout A € A, Iapplication
©(+, A) soit k-contractante. Alors, pour tout A € A, il existe un unique point fixe
x(A) € X de p(-,\) et I'application z(-): A — X est continue.

» On définit (62(A, X), dw), Uensemble des applications continues et bornées de A dans
X muni de la distance de la convergence uniforme : doo(f,g) = supyep d(f(A), g(N)).
Puisque (X, d) est complet, (6°(A, X), do) l'est aussi. On définit

O (BN X),dw) — (€A, X),d)

f — O(f) = o(f(), )
Ainsi,
doo(P(f), ®(9)) = Sup d(@(f)(A), 2(9)(N) = Sup d(p(f(A);A), p(g(N), N)),
d(e(f(AN),A), (g(N),N) < kd(f(N),g(N) < kds(f,9),
donc

doo(®(f), (9)) < kdoo(f,9),

c’est-a-dire, ¢ est k-contractante. D’apres le théoréme du point fixe de Picard A.3.1, ®
admet un unique point fixe noté z. Pour tout A € A, ®(z)(A\) = @(x(A),A) = z(N).
Puisque pour tout A € A, (-, \) est k-contractante, elle admet un unique point fixe
x € X, qui vérifie donc z) = p(x, A) = z(A). Le théoréeme est démontré. [ |

A.4 Application inversion
Rappelons quelques définitions.
Définition A.4.1 — Espace de Banach

Un espace de Banach est un espace vectoriel normé (E, ||-||g) qui est complet pour
la distance dg(z,y) = ||z — y| B-

Définition A.4.2

Soient E, F' deux espaces vectoriels topologiques (par exemple, normés).

« Un morphisme (topologique) entre E et F est une application linéaire continue
de E dans F. On note Z(E, F') ou L.(E, F') I'ensemble des applications linéaires
continues de F dans F'.

« Un endomorphisme (topologique) de F est une application linéaire continue de
E dans E. On note Z(F) = Z(E, F) ou L.(FE) ’ensemble des endomorphismes
de E.
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o Un isomorphisme (topologique) entre F et F' est une application de E dans F,
linéaire, bijective, continue, dont I’application réciproque (ou inverse) est conti-
nue. C’est donc un homéomorphisme (i.e. une application bijective continue
d’inverse continue) linéaire. On note Isom.(E, F') 'ensemble des isomorphismes
de F sur F.

o Un automorphisme (topologique) de E est une application dans GL.(E) =
Isom.(E, F). L’ensemble des automorphismes peut étre aussi noté GL(FE).

o Si F =R, on parle de forme linéaire continue. On note E' .= Z(E,R), l'en-
semble des formes linéaires continue de F sur R. Cet espace est appelé l’espace
dual topologique de E.

On consideére deux espaces de Banach E et F et on suppose que Isom.(E, F') est non vide.
D’apres [75, Théoreme 3.19.8], 'ensemble Isom.(E, F') est ouvert dans .2 (E, F'). Introduisons
I’application inversion :

inv: Isom.(E,F) — Isom.(F,FE)
T — inv(T) =T

Toujours d’apres le méme résultat, 'application inv est un homéomorphisme de Isom.(E, F')
dans Isom.(F, E). Montrons que inv est de classe €.

* Nous nous ramenons dans un premier temps a Isom.(E, E) = GL.(E). Pour cela,
considérons B € Isom.(F, E) et introduisons l'isomorphisme (& vérifier) :

p: Isom.(E,F) — GL.(EF)
T — @(T):=DBoT.

Ajoutons la notation invg g pour représenter I’application inversion sur Isom.(E, F'). Avec
cette notation, inv = invg g et I'application inversion sur GL.(F) s’écrit invg = invg p. Il
apparait alors que :

inv(T) = o(T) "' o B = invg(e(T)) o B. (A.2)

Ainsi, par le théoreme de dérivation des applications composées, il est clair que inv est de
classe € si et seulement si invg l'est. En effet, ¢ est linéaire continue donc ¢! tout comme
Papplication de composition & gauche A — Ao B, avec A € GL.(E).

* Montrons donc que invg est de classe ¢’!. Considérons T', H dans GL.(E) et remarquons
tout d’abord que

T+H=To(dg+invg(T)o H) = T(I + T 'H),

ou dans le dernier terme de ces égalités, nous utilisons les notations 77! et I qui sont
plus concises que invg(T) et Idg et ot nous ne notons pas le symbole de composition pour
avoir une notation semblable & I’écriture matricielle. D’apres [75, Proposition 3.19.6], si
I T~ H|| ¢(g) < 1, alors I — T~'H est inversible et

-1

K=(I-T'H) "= -T'H+ T 'H’+ -+ ()" (T H)" + - .
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Ainsi, avec ces notations : T+ H = TK~'. En combinant cela avec le fait que
K=I-T"'H+(T'H’K,
nous obtenons, pour H suffisamment petit,
(T+H) '=KT' = -T'H+ (T 'H’K)T*
=TT 'HT '+ (T 'H’KT =T - T 'HT ' + o(H).
Autrement dit,
invg(T+ H) =invg(T) —invg(T) o H oinvg(T) + o(H) .

Puisque H — — invg(T)oHoinvg(T) est linéaire continue (de norme inférieure & 2| T~ 1| & (),
on a invg dérivable en T, donc sur tout GL.(E) (car T quelconque). Sa dérivée est donnée
par

invz(T) - H = —invg(T) o H o invg(T).

« Montrons maintenant que invy: GL.(E) — Z(GL.(E)) est continue. Définissons pour
cela B: GL.(F) x GL.(F) - Z(GL.(E)) par B(M,N)-H := —M o H o N. Ainsi définie,
Papplication B est une application bilinéaire sur GL.(EF) X GL.(E). On munit cet espace de
la norme

|B|| := sup {||B(M,N)|| zcr.g) | IM|l2mE <1et|Nllgm <1}.

A Taide de B, on peut écrire invy(T) = B(invg(T),invg(T)) et il est alors clair que inv’,
est continue si B l'est. Puisque

|B(M,N)||#@r.g)y = sup |[|[B(M,N)-H|gpEy = sup |[MoHoN|gm,
I1H |l 2 zy<1 l1H|| 2 )<l
et puisque
[M o HoN|gr <[|MlemlH|zmElNzE-

on obtient ||B(M, N)| z@cr.r) < M| 2@E)lN| 2@ et donc finalement ||B|| < 1. Nous
avons donc montré que B est continue donc inv’, aussi, donc invg est de classe €*. Nous
pouvons alors conclure que inv = invg r est elle-méme de classe €.

* Maintenant que nous savons que inv est dérivable (méme '), nous pouvons retrouver
facilement sa dérivée. En effet, sachant que 'on a pour tout 7' € Isom.(F, F'), la relation
U(T) :==inv(T) o T = Idg, on obtient

U(T)-H=inv'(T)-HoT+inv(T) o H= 0y,

que 'on peut transformer en : inv'(T) - H = —inv(T) o H o inv(T). Il est & noter que 'on
retrouve la méme expression a partir de la relation (A.2).

Remarque A.4.1.Si E = F = R", alors inv est définie sur GL,(R), I'ensemble des
matrices inversibles. On a la relation plus familiére, pour A € GL,,(R),

inv/(A)-H=—-A""HA™L
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+ Enfin, montrons que inv est ¥°°. Nous pouvons écrire,
invl; = Bogoinvg

avec p(A, B) == (A, B) linéaire continue donc ¢ et B bilinéaire continue donc ¢*°. Ainsi,
par induction, invg est €°° tout comme inv.

A.5 Théoreme d’inversion locale

Nous aurons besoin du résultat suivant, voir [75, Corollaire 3.11.3].

Théoréme A.5.1 — de Banach

Soient E et F deux espaces de Banach, alors, toute bijection linéaire et continue de
E sur F' est un isomorphisme (topologique).

Définition A.5.2 — Difféomorphisme, ¢*-difféomorphisme
Soient F, F' deux espaces de Banach et U, V deux ouverts respectivement de E, F'.
Soit une application f: U — V.

i) On dit que f est un difféomorphisme de U dans V si f est une bijection de U
dans V, dérivable dans U et dont I'inverse f~': V — U est dérivable dans V.

ii) On dit que f est un €*-diffSomorphisme, k € ﬁ, de U dans V si f est une
bijection de U dans V, de classe €% et dont 'inverse f~1: V — U est de classe
c*.
Un difféomorphisme et a fortiori un €*-difféomorphisme, sont des homéomorphismes.

Remarque A.5.1. En fait, on peut voir un homéomorphisme, un difféomorphisme ou un
€*-difféomorphisme comme une application inversible, respectivement, dans 1’ensemble
des applications continues, dérivables ou de classe €.

Proposition A.5.3

Un homéomorphisme f: U — V est un €*-difféomorphisme, k € ﬁ, de U dans V si
et seulement si f est de classe €* et, pour tout x € U, f'(x) € L (FE, F) est bijective.

» Soit un homéomorphisme f: U — V.

1. Supposons que f soit un €*-difféomorphisme de U dans V. En particulier, f est €.
En particulier aussi, f est dérivable sur U et son inverse f~!: V — U est elle dérivable
sur V. Montrons que f’(x) est bijective. Par hypothése,

flof=1dy et fof '=Idy,

donc pour tout x € U, en définissant y := f(x) € V, on obtient par dérivation :

(frof) (@)= Wof(x)=1dp et (fof ) (y) =f(x)o(f ) (y)=1dp,
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autrement dit f/(z) est bijective avec (f'(x))”" = (f~1)/(y).

2. Supposons maintenant que f soit de classe €% et que pour tout x € U, f'(z) soit
bijective. Nous voulons montrer que f est un ¢*-difféomorphisme, autrement dit que f
est € (ceci est vrai par hypotheése) et que f est une bijection (vraie par hypotheése) dont
l'inverse f~1: V — U est de classe €*.

2.a. Montrons dans un premier temps que ¢ = f~! est dérivable sur V. D’aprés ce qui
précede, si g est dérivable en y € V| alors nécessairement ¢'(y) serait donnée par (f (a:))_l
ott 'on a noté z := f~!(y) € U. Remarquons tout de suite que, d’aprés le Théoréme A.5.1
de Banach, f'(x) € Isom.(E, F), autrement dit (f/(z))”" € .Z(F, E). Il ne nous reste plus
qu’a montrer que pour y € V donné :

@(h) = g(y +h) —g(y) — Ty(h) = o(h),

ou l'on a introduit la notation 7T}, := (f'(z) ' = (f’(f_l(y)))_1 et ou ¢ est définie pour
h suffisamment petit.

* Posons = g(y + h) = f~1(f(x) + h). Alors, h = f(xp,) — f(z). Ainsi,
h= f(zn) — f(z) = f'(x) - (2, — ) + o(x), — ) .

Introduisons la notation ¥ (zj, — z) = f(zp) — f(z) — f'(z) - (x, — x). Puisque T}, est
I'inverse de f’(x), on obtient

Ty(h) = xp —x + Ty(Y(zn — x)) = g(y + h) — g(y) + Ty (¥ (zn — x)). (A.3)
Supposons que 'on ait montré que 1 (zj, — x), comme fonction de h, est un o(h), alors on
peut écrire (xp — ) = ||h||pe(h) avec ||e(h)||r — 0 quand ||h||r — 0. On obtiendrait

finalement que

le(W)lle = 1Ty (b(xn = 2))lle < |Tyll2mp) lleMF allF = ofh),

autrement dit que ¢(h) = o(h), c’est-a-dire ce que I'on voulait démontrer dans un premier
temps, au point 2.a.

* Montrons donc que ¢ (z, —x) = o(h). On sait déja que ¥ (zp — ) = o(x}, — x). On peut
donc écrire Y(xp,—x) = ||z — x| g e(zy,—x), avec ||e(zp,—2)||F — 0 quand ||z —z|| g — 0.
Puisque g = f~! est continue, on a z —x = g(y + h) — g(y) = o(1) quand ||h||p — 0.
Supposons que 'on ait montré que z, — 2 = O(h),* alors il existe n > 0 et C' > 0, tels
que pour tout ||hl|r <7 :

[¥(zn — 2)|lF = llzn — 2l lle(en — o)l < Clle(en — 2)l[F|[hllF = o(h),

car ||e(zp, —x)||F — 0 quand ||h||p — O (car ||z, — z||g — 0 quand ||h||F — 0). On aurait
donc ¢ (zp, — ) = o(h).

* Pour finir de prouver que ¢(h) = o(h), il nous reste a montrer que x;, — x = O(h).
Puisque 0 < HTijgl(F,E) < 400 (T, € Z(F,E) et T, # 0) et puisque Y(xp — ) =
o(xp, — ), on a pour h suffisamment petit :

1 _
lé(@n =)l < 5 1T Zpm) l2n — 2l
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Ainsi, d’apres (A.3), on a :

len = zlle < Tyl 2@mp) 10l + Tyl 2@ e 1v(@n —2)lF

1
< Tyl IRlF + 5 llzn = 2lle,

ce qui nous donne ||z, — z||p < 2[|Tyll (k) ||l F, autrement dit z, —x = O(h). En
conclusion, on a bien ¥ (zp, — x) = o(h) ce qui entraine ¢(h) = o(h). Le point 2.a est
démontré : g = f~! est dérivable sur V.

2.b. L’application réciproque g = f~! admet donc une application dérivée (cf. 2.a) donnée
par ¢': y — ¢'(y) = (f'(9(y)))~". Introdusions

inv: Isom.(E,F) — Isom.(F,E)
T s inv(T) == T71,

de telle sorte que ¢’ = invof’ o g. Sachant que inv est €, cf. A.4, que f' est €F ! et
que g est continue, on obtient que ¢’ est continue donc ¢ de classe €', donc finalement ¢’
de classe €, donc g de classe €2 et ainsi de suite jusqu’a obtenir g de classe €*. Nous
avons finalement démontré que f est un €*-difféomorphisme. Le théoréme est démontré.

|

Remarque A.5.2. Rappelons que l'ensemble Isom.(E, F') est ouvert dans Z(FE,F)
d’aprés [75, Théoreme 3.19.8 page 400]. L’application inv est méme un homéo-
morphisme de Isom.(E, F) dans Isom.(F,FE). Et puisque pour tous T et H dans
Isom.(E, F), on a inv'(T) - H = —inv(T) o H o inv(T), on peut montrer que inv'(T) €
Z(Isom.(E, F),Isom.(F, E)) est bijective. Donc, d’apres la Proposition A.5.3, 'applica-
tion inv est un € °°-difféomorphisme.

Théoréme A.5.4 — d’inversion locale

Soient E/, F' deux espaces de Banach et f: E — F une application de classe €*,
k € N*, sur un voisinage de x € E. On suppose que f'(z) € £ (E, F) est bijective.®
Il existe alors un ouvert U C E contenant x et un ouvert V C F' contenant f(x), tels
que f est un €*-difféomorphisme de U dans V = f(U).

» L’idée est de montrer que f est un homéomorphisme de classe €% de U sur V t.q.
Ve eU, f'(x) € Z(F, F) est bijective. On appliquera ensuite la proposition précédente.

« Notons y := f(x) € F. Introduisons

folu) = f'()™" - (f(x +u) = b),

de telle sorte que f est un ¢*-difféomorphisme d’un voisinage de x sur un voisinage de y si
et seulement si fy est un €*-difféomorphisme d’un voisinage de O sur un voisinage de 0.
On se rameéne donc & 'étude de fo. Remarquons que fj est de classe €%, que fo(0g) = 0g

4. Soit g: E — F. On dit que g(v) =O0(v)sid n>0et C >0t.q. ||[v]|le <n=|g)|r <C|v|Ee.
5. D’aprés le Théoréme A.5.1, dans ce cas f'(z) € Isom.(F, F).
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et que f'(0g) = Idg. Puisque f} est continue sur E, alors Ve > 0, 3n. > 0 t.q. Vu € F
vérifiant ||ul|g < 7. on a fj(u) € B(Idg,¢€). Enfin, puisque GL.(E) = Isom.(E, E) est
ouvert dans Z(FE), il existe € > 0 t.q. B(Idg,e) C GL(E).

* Il reste donc & montrer que fy est un homéomorphisme d’un voisinage de Og sur un
autre voisinage de Og. Puisque fy est continue, il reste & montrer que fy est bijective d’'un
voisinage Uy de Og sur un autre voisinage Vjy de Og et que sur le voisinage Vp, I’application
inverse est continue. Introduisons pour cela, pour u, v dans F

pu(u) = v +u— fo(u),

de telle sorte que p,(u) = u si et seulement si fo(u) = v, c’est-a-dire si et seulement si
py admet un point fixe. Vérifions tout d’abord que ¢, est contractante dans un voisinage
de 0. D’apres le Théoreme A.1.6 des accroissements finis (et son corollaire), pour tous
r >0 et uy, uz dans B(0,7), on a :

low(u1) — pu(u2)llp < ( sup |[Idg —fé(u)!z(E)) [y — ual|p-
ueB(0,r

Ainsi, pour p :=min(e, 1/2) € [0, 1] avec € > 0 t.q. B(Idg, ) C GL.(E), et pour n = n,,

alors pour tous up, ug dans B(0,7), on a :

v (ur) — @u(ua)lle < pllur — uzlle,

c’est-a-dire, ¢, est p-contractante. On a de plus en particulier (pour us = 0p)

lpu(u1) = vlle < plluille,
et donc pour tous u € B(0,n/2) et v € By(0,(1 — p)n/2), on a

n n_n
ol < el +plluls < (1 -p) 2 +p7 =2,

autrement dit ¢,(Bf(0,7/2)) C B¢(0,1/2) si v € Bf(0,(1 — p)n/2). Posons

Vo == B(0,(1 - p)n/2)

et introduisons

(uv U) — SO(U’ U) = QOU(U),
de telle sorte que ¢ vérifie les hypotheses du Théoreme A.3.2 du point fixe de Picard
a parametre; o est continue et uniformément p-contractante. Ainsi, Vv € Vp, Ju, €
B¢(0,17/2) t.q. ¢(uy, V) = @u(ty) = Uy, €t v = u, est continue sur V. Finalement, fy est
bijective de Up := fy *(Vp) dans Vj et Papplication réciproque f; ! (v) = u, est continue.

* Nous avons donc démontré que fy est un homéomorphisme de Uy dans Vp de classe €%
t.q. Vu € Uy, fj(u) € Z(E) est bijective, donc d’aprés la Proposition A.5.3, fy est un
%k—diﬁéomorphisme de Uy dans Vj et finalement le théoréme est démontré.

|
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A.6 Théoreme des fonctions implicites

Théoreme A.6.1 — des fonctions implicites

Soient E, F' et G trois espaces de Banach, Q) un ouvert de ExXF, f: Q C ExF — G,
une application de classe €%, k € N*, et (z,3) € Q, tels que Oy f(Z,y) € Z(F,Q) est
bijective.
Il existe alors U x V' C Q un voisinage ouvert du point (z,y) tel que :

i) VeeU, Ay, €V, tels que f(x,y:) = f(Z,9);

ii) L’application (unique) ¢: U — V, x + @(x) =y, est de classe €% et Vo € U :

¢ (2) = =0y f (2, 0(x))) ™" 0 Ouf(w, 0(2)) ;

» On pose
D Q — Ex(@

(z,y) — @(z,9) = (v, f(z,y)).

* L’application ® est €% sur Q et sa différentielle en (Z,%) est donnée par

Idg 09 (FE)
(D/(Q_}, g) ' (u,v) = g(i‘ ,) 8f (Ci‘ ,) : (’LL,’U)
Oz 'Y dy 'Y
0 0
= <u78£(§,’7:{j) U+ 8;};(57@) 'U> € ExG,

pour tout (u,v) € Ex F. On rappelle que '(z,y) € £ (E x F, E x G). De plus, pour tout
(a,b) € Ex @, il existe un unique couple (u,v) € E x F tel que ®'(z,y)-(u,v) = (a,b). En
effet, v = a et v = —(9, f(z, ) (0.f(7,7) - a), car Oy f(Z,y) inversible par hypothese,
donc ®'(z,y) € L (F x F,E x G) est bijective et puisque E X F et E x G sont deux
espaces de Banach, nous pouvons appliquer le Théoreme A.5.4 d’inversion locale a ®.

* D’apres le théoréme d’inversion locale, il existe Q' := U’ xV C Q, U’ et V deux ouverts
contenant respectivement Z et ¢, tel que ® est un ¢*-difféomorphisme de €’ dans ®(Q').
On note ®~! = (g1, g2) l'inverse de ® défini sur ®(Q) € E x G et a valeurs dans
Q' C E x F. Les applications g; et go sont de classe €’*. Alors, pour tout (z,2) € ®(Q),

(2,2) = (@0 @7 1)(z,2) = ®(27H(2,2)) = (01(x, 2), f91(, 2), g2(2, 2))).

Ceci nous donne g (x, z) = x et f(x,g2(z, 2)) = z pour tout (z, z) € (). En particulier,
pour z := f(Z,y), en introduisant ¢ = ga(-,2) et U := {x € U’ | (z,2) € ®(')}, nous
avons :

VeelU, fl(z o)==z

Défini ainsi, U est bien un ouvert de E (car préimage de 'ouvert ® () par 'application
continue z — (x, z) définie sur U’) contenant = et o(U) C V (par définition).
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* L’application ¢ est €% sur U donc par composition x — f(z,(z)) aussi, cette appli-
cation est constante sur U donc de dérivée nulle et sa dérivée est donnée par :

Vo el Zap) + 5o pla)) o ¢'@) = 0zim0)
ce qui conclut la démonstration. |

Remarque A.6.1. On peut réécrire les conclusions i) et i) du théoreme des fonctions
implicites sous la forme suivante. L’application ¢: U — V est unique, de classe €%, on a :

xelU, yeVet f(r,y) = f(z,y) <= x €U et y = p(x)
et la différentielle de ¢ est donnée pour tout = € U par :

¢ (@) = =(0yf(a, 0(2))) " 0 0w f (2, ().

A.7 Conditions nécessaires d’optimalité

Théoréme A.7.1 — de ’application ouverte [75, Théoréme 3.11.1]

Soient E et F deux espaces de Banach et f € £ (FE,F). Si f est surjective, alors il
existe une constante o > 0 telle que f(Bg(0,1)) D Br(0,«), ce qui est équivalent a
dire que f est ouverte (par linéarité).

que 'on va étendre au cas non linéaire sous ’hypothese F' de dimension finie. Nous avons

besoin du lemme suivant.

Lemme A.7.1. Soit E un Banach tel que E est somme directe algébrique® de deuzx sous-
espaces vectoriels G et H, tous deuz fermés, alors, E est somme directe topologique de G et

» On pose
p: GxH — FE

(z,y) = p(z,y) =z+y.

Par hypothese, ¢ est un isomorphisme algébrique. Montrons que c’est un isomorphisme
topologique. Les sous-espaces G et H sont munis de la norme induite par E, notée ||-]|.
On munit G x H de la norme produit |[(z,y)||axa = ||z| + ||y||. L’application ¢ est
continue car ||¢(z,y)|| = |z +y| < ||z +|lyll = (z, y)||Gx - Le sous-espace G est fermé
dans un espace complet donc G complet (et fermé) donc G Banach, de méme H Banach.
Un produit fini de Banach étant un Banach, G x H Banach. On a donc que I'application
¢ € Isom(G x H, E) est continue, G x H et E Banach, donc d’aprés le Théoréeme A.5.1
de Banach, ¢! est continue, et ¢ € Isom.(G x H, E). |

6. Cest adire E=G @ H, i.e. E = Vect(GUH), et GN H = {0}.
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Théoréeme A.7.2 — de ’application ouverte non linéaire

Soit f: U C E — F :=R" une application de classe €' dans U, définie sur un ouvert
U d’un espace de Banach E. Soit & € U un point régulier de f (i.e. f'(Z) surjective),
alors f est localement ouverte” en Z.

» Puisque f'(7) € Z(E, F) surjective, E /e f1(z) = F (isomorphisme algébrique). Donc
en notant G = Ker f/(Z), il existe un supplémentaire algébrique H ~ F, de G dans
E, i.e. E = G ® H (algébrique). Le sous-espace G est fermé car f'(z) est continue et
H est fermé car c’est un sous-espace vectoriel de dimension finie (comme F'). D’apres le
Lemme A.7.1, E = G® H (topologique) et donc en particulier, la projection p: E — G est
continue. Introduisons 'application ¢: U C E — F x G, définie par 9 := (f,p), de classe
€' et montrons que ¢/ (z) = (f'(Z),p) € L(E,F x G) est bijective. L’application f'()
est surjective par hypothése, donc ¢'(Z) est surjective. Maintenant, si ¢/'(z) - v = (0, 0),
alors v € Ker f'(z)NKerp = GNH = {0}, donc ¢'(Z) est injective. Finalement, ¢'(Z) est
bijective, donc d’apres le Théoreme A.5.4 d’inversion locale, il existe un ouvert Q € Vi (z)
tel que ¢ est un ¢ '-difféomorphisme de § sur (). L’application Y)q est donc ouverte,
tout comme fio = qo g, ¢: F' x G — F projection canonique, car g ouverte. Pour
conclure, pour tout V'€ Vy(z), VN Q € Vo(x) done fio(V N Q) € Vp(f(z)) (car fio
ouverte), et puisque fio(V N Q) C f(V),ona f(V) € Vr(f(Z)). [ |

Théoreme A.7.3 — CN1 d’optimalité

Soit E un espace de Banach. Soient f € ¢1(U,R) et h € €1 (U,R™), avec m € N* et
U un ouvert de E. Soit € U une solution (locale ou globale) au probléme

min {f(z) |z € U, h(z) = Ogm}.

Il existe alors (A, %) € (R™+1)" (X, \0) O(rm+1y+, tel que X0 f(z)+ Ao b (Z) = 0p.

» Soit € U C E un minimum de f sous la contrainte h = Ogm. Il existe alors V' € Vy ()
(Pensemble des voisinages de & dans U) tel que Va € V : h(z) = Opm = f(x) > f(Z).
Posons ¢: U C E — R™ x R, ¢(x) = (h(x), f(z)) de sorte que p(z) = (h(x), f(z)) =
(Ogpm, f(z)) € R™*TL. L’application ¢ ne peut étre localement ouverte en Z car sinon
©(V) € Vem+1(p(Z)) et il existerait alors € > 0 tel que (Opm, f(z) —¢) € @(V), ce
qui contredirait 'optimalité de . Puisque ¢ n’est pas localement ouverte en x, d’apres
le Théoréeme A.7.2, par contraposée, ¢'(z) € Z(E,R™"1) n’est pas surjective; ainsi

*

Im ¢/ (z) C R™t! et il existe donc A == (A, \?) € (R™H1) | X £ O(rm+1y* tel que Im ¢'(Z) C
Ker A (puisque Im ¢'(Z) est inclus dans un hyperplan, et tout hyperplan est le noyau d’une
forme linéaire), i.e. Vv € E, A(¢'(Z) -v) = 0, c-a-d Ao ¢/(Z) = 0p. |

Remarque A.7.1. Dans le théoreme précédent, on ne fait pas d’hypotheses de qualifica-
tion des contraintes, le parametre A peut étre nul.

7. i.e. envoie les voisinages de T dans U sur les voisinages de f(Z) dans R™ : VV € Vy(z) = f(V) €

Ven (f(2)).






ANNEXE B

Calcul des variations

B.1l Introduction.......... ...t iiiiiiiiiieiineeinneronesonanas 121
B.2 Solutions des problémes variationnels....................... 124
B.3 Equation de Euler-Lagrange .............oeeueeueenenennenns 128
B.4 Conditionde Legendre .. .........cciiiiiiiiiiiiniinnnn.. 135
B.5 Extrémum libre et contraintes affines....................... 139
B.5.1 Extrémum libre . .... ... ... 139
B.5.2 Extremum lié : contraintes affines ................. ... ........ 144
B.5.3  “Two-norm discrepancy” . ... ... .....ouiueteenne.. 145
B.6 Conditionde Jacobi ......... ..., 150

B.1 Introduction

Le calcul des variations est une discipline ancienne qui pris naissance suite a l'intro-
duction du probléme de la courbe brachistochrone! [71] vers la fin du XVII® siecle par le
mathématicien Johann Bernoulli. La courbe brachistochrone est par définition une courbe
dans un plan vertical de coordonnées (z,y) sur laquelle un point matériel pesant placé dans
un champ de pesanteur uniforme, glissant sans frottement et sans vitesse initiale, présente un
temps de parcours minimal parmi toutes les courbes joignant deux extrémités fixées. Notons
A = (z4,Ya) et B = (xp,yp) les deux extrémités de la courbe. Sans perte de généralité,
nous pouvons supposer x, = Yy, = 0. En choisissant un repere dirigé vers le bas, la condition
Yp > 1Yo doit étre vérifiée pour assurer I'existence (au sens physique) d’une solution au pro-
bleme. En revanche, par symétrie de celui-ci nous pouvons fixer xp > x,. On élimine le cas
de la chute libre, c’est-a-dire z, = xp. Voir la Figure B.1 pour une illustration du probléme.

A

y B

FIGURE B.1 — Courbe brachistochrone

1. Voir https://fr.wikipedia.org/wiki/Courbe brachistochrone pour un historique.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Courbe_brachistochrone
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Pour fixer les idées, nous recherchons une courbe I'" dans le plan (z,y) donnée par le
graphe d'une fonction f de classe ¢!, i.e. T := {(z, f(2)) | © € [xa,7]}. Le point matériel
est déterminé par sa position a linstant ¢ que nous notons p(t) = (z(t),y(t)). Pour tout
temps ¢ ce point appartient a I', ainsi son vecteur vitesse est donné par :

p(t) = %p(t) = (#(t), 9(t)) = (@(t), f'(@() 2(t)) = (L, f'(2(1))) &(t) € Ty,

ou Tp,;) I est 'espace tangent a la courbe I' au point p(t). D’un autre coté, la conservation
de I'énergie mécanique au cours du temps nous permet d’exprimer 1’énergie cinétique en
fonction de I’énergie potentielle de pesanteur par la relation :

Ll = mgy(t) = mg 1(2(0),

o m est la masse du point matériel (qui ne joue aucun role) et g est 'accélération de
pesanteur. En combinant les deux relations précédentes (on suppose &(t) > 0), nous obtenons
I’équation différentielle

i(t) = | ) )
1+ f'(x(t))
Remarquons qu’a l'instant initial, nous avons x(0) = x4 et ¢(x,) = 0 car f(zq) = yo =0
(la vitesse initiale est nulle). Quelle que soit la fonctionnelle f vérifiant f(z,) = yo = 0, la
trajectoire triviale z(t) = x4, = 0 est solution de 1'équation @(¢) = ¢(z(t)). Cependant, cette
solution ne nous intéresse pas car nous voulons que le point matériel ait comme abscisse
x(T) = xp > x4 & l'instant terminal 7. Fort heureusement, en introduisant

v d T d
F(HZ’) ::/ - :/ 727
Za QO(Z) 0 SO(Z)
et en supposant que |F(z, + €)| = F(g) < +o00 pour un certain ¢ > 0, alors z(t) := F~1(t),
x(0) == x,, est une autre solution différente de la solution triviale. Notons pour ce convaincre

de cela que si z(t) est solution de I'équation &(t) = p(x(t)), alors pour tout temps ¢ nous
avons F(xz(t)) =t, cf. :

- =F oy )
S(Foa)t) = Fla(t) é(t) = —— s = 1

En conclusion, le temps de parcours du point matériel est donné par

p /m2
ﬂﬂ:F@wzéyﬂiﬁ&;M,

ol nous avons introduit la notation 7T'(f) pour mettre en évidence la dépendance a f, car f
est pour nous I'inconnue du probléme. Nous cherchons donc la fonctionnelle f qui minimise le
temps de parcours T'(f) et qui vérifie les conditions aux extrémités f(xq) = yq, et f(zp) = yp.
Ce probleme peut s’écrire sous la forme

mE{T() | f(@a) = Ya, f(25) =} (B.1)
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La solution a ce probleme, toujours notée f, est connue depuis longtemps : plus précisément,
la courbe solution I' = {(z, f(x)) | z € [xq, ]|} est ce que l'on appelle une cycloide, qui
sous une forme paramétrée est donnée par

(9 - Sin(a))v
(1 = cos(8)),

pour 0 € [0, ,60,]. Nous pouvons remarquer que f(z,) = f(x(6s)) = ya = y(0,) = 0 est bien
vérifiée (prendre 6, = 0) quels que soient D et 0, qui eux, sont déterminés par la relation
f(xp) = yp pour 0 = by, i.c. par z(0y) = xp et y(O) = ys.

Bien que ce probléme soit ancien, il n’en reste pas moins difficile. Tout d’abord, nous
avions fixé les idées en supposant la fonctionnelle f de classe 6!, sous-entendu sur [z, , 7).
Pourtant, puisque 2/(0) = y(0) et y'(8) = Dsin(#)/2, un calcul rapide montre que

y'(0)
'(6)

autrement dit, la fonctionnelle f a une pente verticale en x = x, = 0. Elle n’y est donc
pas ¢! Ceci nous ameéne a une premiere difficulté que nous avions cachée lorsque nous
avions défini le Probléme (B.1) : comment bien choisir le domaine sur lequel on minimise 7' ?
C’est-a-dire :

— 400 quand 6 — 0,

Q1. A quelle classe de fonctions appartient f?

Une fois la classe choisie, que ’on note F, nous pouvons nous demander s’il existe bien
une solution au probleme, c’est-a-dire si 'infimum est bien atteint, 7.e. si 'infimum est un
minimum :

Q2. Existe-t-il une fonction f € F telle que

T(F) = it (T(F) | () =y flav) =} ?
Enfin, connaissant ’existence d’un tel minimum, nous pouvons nous demander comment
le calculer d’un point de vue pratique, autrement dit, nous nous demandons :

Q3. Quelles conditions nécessaires et/ou suffisantes d’optimalité sont associées & notre
probléme d’optimisation ?

Une possibilité, pour résoudre notre probleme d’optimisation, est de montrer dans un
) )
premier temps qu’une solution au probléme existe, et ce, a I’aide de théorémes généraux. On
montre que :

IfeF taq VFfeF : T()<T().
L’idée ensuite est de trouver cet (ou un) optimum (il n’est pas nécessairement unique) a
I’aide de conditions nécessaires d’optimalité. Pour faire cela, on peut comparer les différents
candidats obtenus a l’aide des conditions nécessaires et ne retenir que le meilleur. Nous
pourrions choisir une autre approche qui reviendrait plutét a appliquer tout d’abord les
conditions nécessaires d’optimalité pour réduire I’ensemble des candidats a 'optimalité. On



124 Annexe B. Calcul des variations

ne garderait ensuite que le (ou les) meilleur candidat, que 1’on note f (si on le suppose
unique), pour montrer, en utilisant des propriétés spécifiques au probléme (de convexité par
exemple), que ce candidat est bien meilleur que toute autre possibilité. Autrement dit, on
montrerait que :

vVieF : T(f) <T(f)

ce qui nous permettrait de conclure qu'il existe un minimum f au probléme et que f = f.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons seulement aux conditions nécessaires d’optimalité.
Pour plus de détails sur 'existence de solutions et sur les conditions suffisantes d’optimalité,
nous renvoyons le lecteur aux références [25, 27, 35, 65, 71].

B.2 Solutions des problémes variationnels

Soit Z un intervalle ouvert de R, €2 un ouvert de R" et une application continue

L: TxQxR* — R
(t,z,u) +—— L(t,x,u).

Nous appellerons une telle application, un lagrangien. Nous pouvons remarquer que notre

point de vue est local car nous considérons la variable x dans 2, un ouvert de R", au lieu
par exemple, de considérer & dans une variété différentielle. Si nous avions fait le choix d’une
variété différentielle, alors le vecteur u appartiendrait a l’espace tangent a la variété en z,
et nous aurions défini le lagrangien légerement différemment. Ce point de vue local est donc
une simplification.

Soient a et b deux points de Z tels que a < b. Soit z(-) € €([a,b],9), c’est-a-dire une
application continue sur [a, b, & valeurs dans 2, dérivable sur |a, b[, dont la dérivée &(-) est
continue sur |a,b[ et se prolonge de maniére continue sur [a,b]. Pour faire plus simple, on
peut imaginer x(-) € €1(Z,9) ou x(-) de classe €' sur un ouvert I C T contenant [a , b].

Remarque B.2.1. La parametre t jouera le role du “temps” et la dérivée de t — x(t)
par rapport au temps sera notée i(-) au lieu de 2/(+). Nous avons aussi mis en évidence
la dépendance de z par rapport au temps en écrivant z(-) au lieu de z. En effet, ici z(-)
est une fonction du temps ¢ contrairement a la variable x dans le lagrangien L qui est
simplement un point de R™. Cependant, nous allons vite abandonner ce réflexe et nous
écrirons z aussi bien pour le point de R™ que la fonction du temps. Le contexte permettra
de s’y retrouver.

On définit le cott associé a x par la fonctionnelle

b
J(z) = / L(t, 2(t), &(¢)) dt.
a
Etant donnés deux points A et B dans €, on s’intéresse au probléme d’optimisation
minimiser J(z) : z € €' ([a,b],Q), z(a) = A, z(b) = B, (PCV)
que 'on peut aussi écrire sous la forme

inf J =A b)=1"B
ety (@) | 2(0) = A, 2(b) = B),
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ou encore

ir%f{J(w) |z e K},

avec K == {z € €*([a,b],Q) | x(a) = A, z(b) = B}. Ce probléme variationnel est le plus
classique en calcul des variations. Dans ce probléme, les instants initiaux et finaux sont
fixés, tout comme les extrémités : on parle de conditions aux limites simples.

Remarque B.2.2. En introduction, nous avons parlé du probléme de la courbe brachis-
tochrone. Dans cet exemple, les notations étaient différentes pour étre plus explicites. La
courbe était définie dans le plan (z,y), ou = jouait le role de ¢ dans la formulation du
Probléeme (PCV). Nous recherchions une fonction f(z), ainsi f jouait le role de la variable
x. Les coordonnées x, et x; sont ici les temps a et b et les coordonnées y, et vy, sont ici
les points A et B. Enfin, le temps de parcours T'(f) est remplacé par la fonction de cofit
J(z). Il est a noter que le probleme de la courbe brachistochrone ne s’écrit pas sous la
forme (PCV). En effet, le lagrangien

1+ u?
L(t =
(ta0) =[5
est défini sur R x R* x R, c’est-a-dire que l'on a dans ce cas Q = R". Jusqu'ici tout
va bien, mais la condition initiale s’écrit z(a) = A avec A == 0 ¢ Q. Ici A € 09,

c’est-a-dire a la frontiere de 2. C’est ce qui explique que la solution z, i.e. la courbe
brachistochrone, peut avoir une pente verticale en I'instant initial a := 0. Dans le probleme
de la courbe brachistochrone, la solution # appartient & €°([a,b],) N € (Ja,b[,Q) et
non a €*([a,b],€). Nous faisons donc une simplification dans cette présentation : la
fonctionnelle J(x) est pour nous une intégrale de Riemann au sens usuel, alors que dans
le cas du brachistochrone c’est une intégrale impropre. Pour une présentation du calcul
des variations dans un cadre moins régulier, nous renvoyons a [27].

Définition B.2.1 — Fonctions admissibles et solutions (globales)

Une fonction z: [a,b] — Q est dite admissible pour (PCV) si 2 € € ([a,b],Q) et si
les conditions aux limites sont satisfaites : z(a) = A et x(b) = B, c’est-a-dire si x € K.

On appelle solution globale (ou minimum global) du Probléme (PCV), une fonction
z admissible telle que J(z) < J(z) pour toute autre fonction admissible z.

En optimisation en dimension finie, la propriété d’optimalité locale ne dépend pas du
choix de la norme car toutes les normes sont équivalentes. En dimension infinie, cet aspect
est différent. L’espace vectoriel des fonctions continues €°([a , b], R") est généralement muni
de la norme de la convergence uniforme :

[zllg0 = [[#]loc = max {{lz()]] | ¢ € [a,b]},

ott ||-|| est ici la norme euclidienne dans R™. Rappelons que I’ensemble €°([a,b], R") muni
de la norme ||-||4o est un espace de Banach. L’ensemble ¢ ([a,b], R") depuis fonctions de
classe €' est quant & lui généralement muni de la norme

[zl = llzlloo + [|#[|oo-
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41 est un espace de Banach.

Nous rappelons de méme que € ([a, b], R") muni de la norme ||-
Notons que

@' ([a,b],R") € €°(la,b],R")
et il serait donc tout & fait possible de munir €' ([a,b],R") de la norme |-
amene, pour 1 > 0, a l'introduction des notations suivantes :

«0. Ceci nous

Buy(z,n) = {y € € ([a,b],R") | |z — yllgr <n},
By(x,n) = {y € €' ([a,b],R") | |z — yllv0 <n}.

L’indice w signifie “weak” (i.e. faible) tandis que le s est pour “strong” (i.e. fort). Notons
que le n n’est pas nécessairement petit. Introduisons la définition suivante.

Définition B.2.2 — Solutions locales faibles et fortes

Soit & une fonction admissible, i.e. * € K.

On dit que Z est une solution locale faible si :
dn>0 t.q VzeBylz,n)NK : J&) < J(x).
On dit que T est une solution locale forte si :

dn>0 tq VzeBy(z,n)NK : Jx) < J(x).

Remarque B.2.3. On peut remplacer dans la définition précédente les boules ouvertes
By (Z,n) et Bs(z,n) par les boules fermées

By(Z,n) = {z € € ([a,b],R™) | 1z — zllgr <},
)= {x € %%[a,b],]R”) | |2 — 2|40 < 77}.

«1, il est clair que

wo + [lE]lo = ||z

Puisque pour tout € € ([a,b], R"?), ||z|l40 < ||z

Ainsi, un minimum local faible est un minimum local relatif & un ensemble plus petit qu'un
minimum local fort, et on a :

Proposition B.2.3
Soit x € K.

Z solution globale = x solution locale forte = T solution locale faible.

Voici un exemple de solution locale faible qui n’est pas une solution locale forte.

Exemple B.2.1 ([65]). Considérons le probléme suivant :

$GIC},

in {J(x) - /D” 22(0)(1 — #2(t)) dt
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avec K := {z € €*([0,7],R) | #(0) =0, () = 0}. La fonction Z = 0 est une solution locale
faible mais non forte. En effet, 11 est clair que :

Vo € By(z,)NK : J(Z)=0<J(z),

car si x € By(z,1) alors ||z — Z|l¢1 = ||z|l¢r = ||#]|eo + ||Z]|lcc < 1 donc en particulier
|Z]|co < 1 et ainsi pour tout temps ¢, on a #2(t) < 1, et donc J(z) > 0. Cependant, T n’est
pas une solution locale forte, et donc a fortiori ce n’est pas non plus une solution globale.
Pour montrer cela, il suffit de trouver pour tout € > 0, une perturbation h de faible amplitude
(i.e. vérifiant ||h|lo < €) telle que J(Z + h) < J(Z) = 0 et & + h admissible. Pour arriver
a nos fins, il est nécessaire de choisir une fonction h ayant de fortes oscillations car il faut
#2(t) > 1 souvent pour obtenir un cofiit strictement négatif. Posons pour € > 0 et n € N*

hp(t) == esin(nt).

Ainsi, ¥, == Z + h,, = hy, € K puisque h,(0) = hyp(7) = 0 et h,, € €1([0,7],R). Et puisque
sin(nt) = 1 pour t = 7/2n € [0, 7], on a ||hy||cc = €, autrement dit :

r, € Bs(Z,e) N K.

Par contre .
J(xp) = / g2 sin2(nt) (1 —e?n? cosQ(nt)) dt
0

=¢? /7r sin®(nt) (1 — peos®(nt)) dt, = (en)?,

_82(/ sin?(nt dt—'u/ sin? 2nt)d>
0
1 nmw 1 2nm ) >
2 (1 _ K 2
(n/o sin?(7) dr 30 o sin“(7)dr
™ M ™ . 9
(/ sin?(7) dr — —/ sin”(7) d7'>
0 4Jo
_2(1_(E" 2) /7r .2
=€ (1 (2> ; sin“(7) dr,

donc en choisissant n > 2/e, on obtient J(x,) < J(Z) = 0, ce qui prouve que Z n’est pas une
solution locale forte. Remarquons de plus que pour € > 0 fixé :

Il
™

:52

nEI—iI-loo J(ﬂjn) =%

et donc le probléeme n’admet pas de solution globale! O

Exemple B.2.2. Insistons sur la différence entre solutions locales faibles et fortes. Reprenons
la solution locale faible £ = 0 de ’exemple précédent et les perturbations au sens fort
hn(t) = esin(nt). Pour fixer les idées, on considere

1
e €{0.02,0.05,0.1,0.25} et n.:=-—1¢€ {49,19,9,3}.
13

hoo(t) == hn_(1) = esin ((i _ 1) t) ,

On pose alors
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de telle sorte que hsc(0) = hse(m) = 0, [[hsellgo = € et ||hsellgr = 1, de. T+ hse €

B (z,2)NK. Cette perturbation au sens fort a une faible amplitude mais de fortes oscillations.
Nous pouvons comparer cette perturbation avec la perturbation au sens faible suivante :

hu£(t) = resin ((% - 1> t) ,

ou r := 1/4 est utile seulement pour fixer la norme ||h, |41 = €, de telle sorte que T+ hy, - €

By (z,e) N K. Cette perturbation a une faible amplitude mais aussi de faibles oscillations
comme le montre la figure B.2. O

(¢) e=0.05

FI1GURE B.2 — Perturbations faibles vs fortes. La trajectoire de référence * = 0 est représentée
par un trait plein noir, la perturbation forte & + h,. est tracée en rouge tandis que la
perturbation faible Z + hy, ¢ est en bleu. Les extrémités (a, A) et (b, B) sont représentées par
de petits disques rouges. On ajoute I’enveloppe Z % ||hs ¢ ||zo qui est réprésentée par des tirets
noirs. Rappelons que T + hs e € Bs(Z,e) N K et T + hy e € By(Z,2) NK.

B.3 Equation de Euler-Lagrange

Dans I’Exemple B.2.1 précédent, nous avons montré que la fonction £ = 0 est une solution
locale faible, elle vérifie donc certaines conditions d’optimalité que nous allons détailler dans
cette section. Nous avons besoin dans un premier temps du résultat suivant : la fonctionnelle
J est de classe €' si L est aussi €.
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Proposition B.3.1
Supposons le lagrangien L de classe €. Alors, 'application
T (€4(a, 0], Q) |l lg1) — (R
x —  J(z)
est de classe €.

» Définissons quelques applications qui vont nous étre utiles.

1. Introduisons ’application

A: (Cgl([a7b]79)7u' 1) — (Cgo([aabLQ) x Cgo([avb]an)a H “Ox%0)
x —  A(z) = (z,1),
ou lon définit [|(z,v)|goxgo = ||z|lgo + ||v||go. Cette application est linéaire

(évident) et continue puisque :

[A(x)

¢ -

woxgo = ||x

2. Introduisons 'application

%0)

L: (Cgo([avaQ)X%O([a?bLRn)v”' (KOX%O) — (Cgo([aabLR)’H'
(z,u) —  L(z,u)

telle que pour tout ¢ € [a,b], L(x,u)(t) == L(t,z(t),u(t)). Puisque L est €, alors
L aussi, cf. Proposition A.2.1.
3. Introduisons enfin 'application

P (Cgo([a7b]>R)7H' g0) — (R ]])
! — ()= f f@)dr.

Cette application est linéaire (évident) et continue puisque

b
e(F) < [17@1dt < b= a)lflo.
a
A Paide de ces applications, nous pouvons écrire J = po Lo A. Puisque toute application
linéaire continue est ¢! et puisque la composée d’applications € et elle-méme de classe
€', on peut alors conclure que J est de classe €. |

Remarque B.3.1. 11 est & noter que L£(z,u) appartient a (6°([a,b],R),||*]40). Nous
avons donc utilisé la méme notation pour la norme, que ce soit pour des applications a

valeurs dans R™ ou dans R. Dans ce dernier cas, on a :

£ wllen = 12wl = max £ w)(0)]
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La différentielle de J (au sens de Fréchet) en un point x € €*([a,b], ) appliquée a un
vecteur h € € ([a,b],R™) est donnée par? :

J'(x) - h=(poL(A(x)) 0 A) - h.

On rappelle, pour obtenir cela, que la différentielle d’une application linéaire 7" au point z
appliquée en le vecteur h est donnée par T"(x) - h = T'(h), ¢’est-a-dire T"(x) = T. Ensuite,
puisque :

oc, . oL

L'(A(z)) - A(h) = %(x,x) “h+ %(:c,:a) -,

nous obtenons finalement :

b .
J(z) - h :/a (gi(t,x(t),jﬁ(t)) Ch(t) + gi(t,m),ac(t)) - h(t)) dt.

Introduisons alors les formes linéaires «(t) = 0, L(t, x(t),(t)) et B(t) := Oy L(t, x(t), &(t)),
de telle sorte que

J'(z) - h= / (alt) - h(t) + A1) - h(1)) dt, (B.2)

et supposons un instant que L et z soient de classe €2. Alors dans ce cas, [ est de classe €'
et a l'aide d’une simple intégration par parties, on peut écrire :

J'(x)-h=[B- h]z + /ab(a(t) — B(t)) - h(t) dt.

Nous allons montrer dans ce qui suit que méme si = et L ne sont que de classe €, et si x est
solution du Probleme (PCV), alors a(t) — 8(t) = 0 pour tout ¢t € [a,b]. Nous aurons pour
cela besoin du lemme suivant fondamental en calcul des variations :

Lemme B.3.1 (de Du Bois-Reymond, voir [65]). Soient « et 3 dans €°([a,b], (R™)"). Sup-
posons que

/ab(a(t) Ch(t) + B(1) - h(t))dt = 0

pour tout h € 63 ([a,b],R") == {h € ‘51([a,b],R") | h(a) = h(b) = Orn }. Alors, il vient que
B €€ (a,b], R™)) et pour tout t € [a,b], on a B(t) = a(t).

» Soient h € €4 ([a,b],R") et ¢ € (R™)*. On peut montrer & 'aide d’une simple intégra-
tion par parties que :

b . b .
0= [ (al®)-h(n) +50)-he) dt = [ (B0 = A@®) = 0)- ) a,

olt A(t) == [’ a(s)ds. Ainsi, pour le choix particulier

e [0 - am)ar

et pour h défini par

) = [ (3(s) ~ AGs) T as,

2. €'([a,b],Q) est un ouvert de I'espace vectoriel normé €*([a,b], R"™) car  est un ouvert de R™.
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il vient que h € € ([a,b],R™) et que

- /ab(“(t) h(t) + B(1) - (1)) dt = /ab(ﬁ(t) — A(t) —c) - ht)dt = /ab|||'|h2(t) dt.

Puisque h est continue sur [a,b] alors c’est la fonction nulle et ainsi pour tout ¢ € [a, b],
B(t) = A(t) + c, c’est-a-dire 3 appartient & €([a,b], (R™)*) et B(t) = a(t). |

Nous pouvons maintenant donner nos premieres conditions nécessaires d’optimalité.
Théoréme B.3.2 — Euler-Lagrange (1744)

Supposons le lagrangien L de classe €. Si T est une solution globale, locale forte ou
locale faible du Probléeme (PCV), alors T satisfait I’équation de Euler-Lagrange :

Vt € [a,b] : gi(t,i(t)j}(t)) - % (gi(t,%(t),i:(t))) = O(gny*- (B.3)

» Supposons que T soit une solution faible pour un n > 0. Soit h € €31 ([a, b}, R™). Alors,
il existe ppp > 0t.q. Vs € |=pyn,pynl -

z + sh € By(z,n)NK.
Puisque & est une solution faible alors Vs € |—py 4, ppn| :
J(Z) < J(Z + sh),

autrement dit, f(s) := J(Z+ sh) est une fonction ¢! qui atteint son minimum en le point
intérieur 5 := 0. Ainsi,

f'(8)=J(x)-h=0.
Puisque ceci est vrai pour tout h € 6 ([a,b],R"), alors le lemme B.3.1 avec I’expres-
sion (B.2) de la différentielle de J nous donne ’équation de Euler-Lagrange (B.3). Enfin,
puisque ceci est vrai pour toute solution locale faible, alors c’est aussi vrai pour toute
solution globale et locale forte, cf. Proposition B.2.3. |

Remarque B.3.2. L’équation de Euler-Lagrange est présentée comme une égalité entre
formes linéaires. On peut préférer la notation

Vi L(t, z(t), z(t)) — % (VyuL(t,z(t),2(t))) = Ogn.
Remarque B.3.3. 1l est important de noter que I’équation de Euler-Lagrange n’est
qu’une condition nécessaire comme le montre I’Exemple B.2.1. On peut noter de méme
que nous n’avons pas vraiment besoin de la différentiabilité au sens de Fréchet de la fonc-
tionnelle J mais seulement au sens de Gateaux, car nous n’avons réellement besoin que
des dérivées directionnelles.

Exemple B.3.1. Prenons le temps d’un exemple des notations plus habituelles en théorie
des équations aux dérivées partielles. On note u I'inconnue (qui remplace x) et x la dimension
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d’espace (qui remplace t). Définissons le lagrangien suivant :

L(z,u,v) = %112 + %c(m) u? — f(z)u,

ou c et f sont des fonctions suffisamment réguliéres. Si u(-) est solution du probléme varia-
tionnel associé a L alors il vérifie les équations de Euler-Lagrange :

() ol (@) — o (£ L u(), v @) ) = o) ) — Fa) () =0

ainsi, si on impose les conditions aux limites (de Dirichlet) u(0) = « et u(1) = 3, on trouve
I’équation aux dérivées partielles stationnaire de dimension 1 suivante :

{ —u"(z) + c(z) u(z) = f(2),
u@0)=«a, u(l)=p

qui n’est rien d’autre qu’'un probleme aux deux bouts. O

Définition B.3.3 — Extrémale et BC-extrémale

Une fonction z € € ([a,b],Q) qui vérifie Euler-Lagrange (B.3) est une extrémale.

Une extrémale qui vérifie les conditions aux limites, « € I, est une BC-extrémale.>

Exercice B.3.2 (cf. [27]).

i) Montrer que les extrémales de L(t,x,u) := /1 + u? sont affine (i.e. & = 0).
ii) Montrer que ’équation de Euler-Lagrange pour le lagrangien L(t,z,u) := x? 4+ u? est
donnée par & — x = 0.

iii) Trouver l'unique extrémale admissible (7.e. BC-extrémale) pour le probléme :

igf{J(:c) = /Ol(iz(t)—i—:cz(t))dt z € €1(0,1,R), z(0) =0, z(1) = 1}. .

Nous travaillions jusqu’ici avec des lagrangiens de classe €' et des extrémales associées
elles-mémes de classe ¢’'. Voyons maintenant comment la régularité du lagrangien influence
celle des extrémales [27, 65].

Théoréme B.3.4 — Hilbert-Weierstrass (1875)

Soient L un lagrangien de classe €%, k > 2, et x une extrémale t.q. :

9L

W(t’ x(t), (t)) inversible,
u

pour tout t € [a,b]. Alors, x est de classe €* sur ]a,b|.

3. “BC” vient de “Boundary Conditions” qui signifie conditions aux limites.
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» Par hypotheése, = satisfait 1’équation de Euler-Lagrange (B.3). Ainsi, il existe une
constante A € (R")* t.q. :

t oL oL

j %(T,x(ﬂ,jz(r)) dr — %(tjx(t),i:(t)) =\

pour tout ¢ € [a,b]. On pose

F: Ja,b[xR* — (R

() s Fltu) = Ok

. oL
%(T, (1), (7)) dr — —

St a(t),u),

de telle sorte que pour ¢ € Ja,b[, on a F(t,4(t)) = X et

oF 0L .
5 (1 E(1) = =2 (t,x(t), (1))

qui est inversible. Ainsi, d’apres le théoréme des fonctions implicites, la solution & (t) est
unique (localement) et & a la méme régularité que F. Si k = 2, il faut montrer que F
est de classe €' et pour cela, il suffit de montrer que 9;F et 0, F sont continues sur un
voisinage de (¢, z(t)). Or,

OF 0*L

%(t,u) = _W(

est bien continue car L est de classe €2 et z est continue (car x est '), et

t,x(t),u)

oF oL ) 0L 0?L .
S () = 5 (D), 5(0) = 5o (4 () u) — 5 (kD) u) - i)

est de méme continue. En conclusion, si k = 2 alors x est de classe 2 sur ]a,b[. Main-
tenant si k = 3, on sait que x est €2 et par la méme mécanique, on peut montrer que F'
est de classe €. En conclusion, par récurrence sur k, on peut montrer pour tout k > 2,
que F est %1 et donc = de classe €% sur |a, b[. |

On déduit des équations de Euler-Lagrange la propriété suivante, utile d’un point de vue
pratique pour calculer des extrémales.

Proposition B.3.5 — condition de Erdmann [27] ou identité de Beltrami
Soient un lagrangien L et une extrémale = tous deux de classe €2. On pose
p(t) = LI et E(t) = p(t) - a(t) — LIt
ot [t] := (t,z(t), 2(t)). Alors E est de classe €' et pour tout t € [a,b], on a :
E(t) = —0 L[],
ainsi donc, si L ne dépend pas explicitement de t (on dit que L est autonome) :

E(t) = p(t) - &(t) — L[t] = const.
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» Cette preuve est laissée au lecteur. |

Exemple B.3.3 (Probléme de surface de révolution d’aire minimale?). Une caténoide (du
latin Catena, chaine) se forme lorsque deux anneaux circulaires paralléles sont séparés lente-
ment apres avoir été plongés dans une solution savonneuse. C’est la surface minimale entre
ces deux cercles. Elle fut découverte par Leonhard Fuler en 1744 et I’équation de sa surface
est la solution d’un probleme variationnel. Modélisons ce probleme. On va supposer que la
solution est une surface dans R? de révolution autour de I'axe des temps t, engendrée par
une courbe donnée comme le graphe d’une fonction z(t).
Le probléme variationnel correspondant (on omet le facteur 27 dans le critére) s’écrit :

igf{J@ﬂ:=lex@)\/14—$2@)dt

ou a, b, A et B sont donnés, et ou le lagrangien associé est :

L(t,z,u) =21+ u?

Le sous-graphe (a) de la figure B.3 est celui de la courbe solution z(t) tandis qu’a droite, en
(b), on peut voir la surface de révolution engendrée.

z €€ ([a,b),R), z(a) = A, z(b) = B} ,

nnnummmmw

t

(a) Chalnette ou caténoide. (b) Surface de révolution d’aire minimale.

FiGure B.3 — Illustration du probléeme de surface de révolution d’aire minimale. Dans cet
exemple,a =0,b=1et A= B =0..8.

Supposons qu’il existe une solution z de classe 2 au probléme. Attention, il n’existe
pas de solutions pour tous les jeux de données (a,b, A, B), il faut donc bien les choisir. De
plus, puisque z(t) correspond au rayon du cercle de notre surface de révolution au temps t,
il est raisonnable de supposer que la solution vérifie z(t) > 0 pour tout temps ¢t. Dans ces
conditions, I’équation de Euler-Lagrange est donnée par

R ()
i) =5

et puisque le lagrangien est de classe €2 et autonome, d’aprés la Proposition B.3.5, il existe
une constante K > 0 telle que

__ )
~Blt) = = = K

4. Voir https://fr.wikipedia.org/wiki/Chainette et https://fr.wikipedia.org/wiki/Surface__minimale.
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Utilisons cette derniére relation pour déterminer x(t). Pour cela, changeons tout d’abord la
paramétrisation du temps t = ¢(7) et définissons Z(7) = z(p(7)) de telle sorte que :

dz .
(1) = #(e(1) ¢'(7), (B.4)
-

puis imposons (comme proposé dans [65]) :

z(p(7)) = sinh 7. (B.5)
Alors, 1+ #2(¢(7)) = 1 + sinh? 7 = cosh? 7 et donc :

(1) = z(p(1)) = K /14 &%(p(1)) = K cosh .

En dérivant, on trouve

dz

dr

et a l'aide des équations (B.4) et (B.5), on obtient finalement ¢'(7) = K ou encore

(1) = K sinht

o(1) = K7+,
pour une certaine constante 8. En conclusion

z(t) = z(p(1)) = (¢ (t)) = K cosh (t_KB) , BeR, K >0,

ce qui est I’expression d’une caténoide. Il

B.4 Condition de Legendre

Supposons un instant que L soit un lagrangien de classe 2. Toute extrémale z telle que

O%L

T2 (t,z(t), (t)) inversible
u

pour tout ¢ € [a,b], vérifie alors I’équation différentielle d’ordre 2 :

0

2 2 2
=00 S () = P (D e+ =l ())

ou [t] == (t,x(t),x(t)), que I'on peut réécrire (avec une notation plus succinte mais claire) :
i = (Luu) " (Lo — Ltu — Lou &)

car 02, L[t] est inversible. Dans cette situation, # se prolonge de maniére continue aux ex-
trémités a et b et ainsi x € €2 ([a, b],2). Nous voyons ici que 92, L[t] joue un role important
et nous allons montrer ci-aprés que 92, L[t] > 0 le long de toute solution faible. Avant cela,
nous présentons le résultat suivant, similaire & la Proposition B.3.1.
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Proposition B.4.1

Supposons le lagrangien L de classe €%, pour k € N*. Alors, I'application

I (€Ha, 0], Q) |l llg) — (R[]

x — J(x) = [PL(t, x(t),@(t) dt

a

est de classe €*.

» La preuve est similaire a celle de la Proposition B.3.1 : le point clé est que ’application
L est de classe €% car L est de classe €. Ensuite, toute application linéaire continue est
©>° ce qui permet de conclure via le théoréme de dérivation des applications composées.

|

Nous avons déja vu que la différentielle de J en z € €([a,b],Q) appliquée & h €
€' (la,b],R™) est donnée par :

J'(x) - h=(poL(Ax)) 0 A) - h = o(L'(A(x)) - A(R)),
ou ¢, A et L sont définies dans la démonstration de la Proposition B.3.1. Introduisons
g(x) = J'(x) h
et I'application linéaire continue T'(f) := f - A(h) pour f € L(€"([a, b],R”)Q,(ﬁO([a .0, R)),

de telle sorte que
g=¢oT o/l oA.

Nous voulons calculer la dérivée seconde de J en z appliquée en (h, k) € €*([a, b], R”)Q, i.e.
J//(.%') ’ (h‘7 k)v

or,

J"(@) - (hk) = (J'()-h)(x) k=g'(x) k= (poToL'(A(x)) o A) - k

et

Finalement, on obtient

b 2 2 .
7@ (k) = [ (S (), k(6) + A1 (), (D)

a
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avec [t] == (t,x(t),2(t)), que 'on peut écrire sous la forme

2 . .
7000 = [ (52l (o). 0. k0) )

2
a (z,u)
Nous pouvons maintenant donner une nouvelle condition nécessaire dans le cas d’un

lagrangien de classe 4. Avant cela, introduisons quelques notations. Une matrice A € M,,(R)
vérifie A > 0 si A est semi-définie positive. On note A > 0 si elle est définie positive.

Théoréme B.4.2 — Condition de Legendre (1786)

Supposons le lagrangien L de classe €%. Si Z est une solution globale, locale forte ou
locale faible du Probléme (PCV), alors Z satisfait la condition de Legendre :

2
Vt € a,b] : %(t,i(t),f(t)) = 0. (B.6)

» Supposons que T soit une solution faible pour un n > 0. Soit h € ‘501([@ , b, R™). Alors,
il existe ppp > 0t.q. Vs € |=pyn,pynl :

z + sh € By(z,n)NK.
Puisque Z est une solution faible alors Vs € |—py 4, ppnl :
J(z) < J(x + sh),

autrement dit, f(s) := J(Z+ sh) est une fonction ¥ qui atteint son minimum en le point
intérieur § := 0. Ainsi,

F) =T h=0 et f(5)=J"(x)- (hh) =0,

b /52 2 . 2 .
7@y i) = [ (G510 () + 25 (), b)) + 5510 (o))

ou [t] == (t,z(t),x(t)). Puisque J"(Z) - (h,h) doit étre positif quel que soit h €
‘591([a ,b], R™), il suffit de construire une fonction h telle que ||h[|o soit négligeable devant
l|h]|00, car alors le terme 92 Ly, [t]- (h(t), h(t)) serait dominant et devrait donc étre positif.

x Cas n = 1. Montrons le résultat par 'absurde et suivons [65]. Supposons qu'il existe
un temps 7 € [a,b] tel que 92,L[r] = —28 < 0. Alors par continuité de t ~ 92, L[t],
on peut supposer que 7 € ]a,b[. Choisissons un ¢ > 0 suffisamment petit pour que
0?Lyu[7] < —B < 0 pour tout t € [T — &, 7 + €] et définissons la fonction

sin? (Z(t— 7)) pour |t — 7| <e
— I3 ’
he(t) : { 0 sinon.

Puisque pour tout ¢ tel que [t — 7| < e :

he(t) = 2% sin (Zt =) cos (Z(t—m)) = T sin <2”(t - T)) ,

9 9 9
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alors he € 63 ([a,b],R) et

T+e

J'(@) - (hesh) = [

T—E

82, L[] sin’ (g(t - T>) dt

e /+ 02, L1t) sin® (Z(t — 7)) sin (21@ = T)) dt

9 9 9

+ (Z)Q/:ﬁaguw] sin? (21— 7))

—&

Introduisons M et N respectivement les bornes supérieures des valeurs absolues des
fonctions continues t + 92, L[t] et t + 02, L[t] sur [a,b], de telle sorte que

2
J'(z) - (heyhe) < 2eM + 47N — 287 — 00 quand & — 0.
€
Il est donc possible de choisir un € > 0 tel que J”(Z) - (he, he) < 0, d’ou la contradiction

et donc 92, L[t] est positif sur [a,b]. Voici la visualisation de h, :

1

a t T b

«— 9 —>

x Cas général. On suppose qu’il existe un temps 7 € Ja, b| et un vecteur propre v, € R"
tel que 02,L[7] - (vr,v,) = —2B < 0. Ensuite, on choisit un ¢ > 0 suffisamment petit
pour que 02, L[t] - (vr,v,) < —B < 0 pour tout t € [T — &, 7 + €] et on définit la fonction
he(t) = a-(t)v; avec

in? (Z(t — t—7| <
_ [ sin® (T 7)) pour |t — 7| <&,
ac(t) { 0 sinon.

Le reste de la démonstration se généralise bien et au final on montre que I’on peut choisir
e > 0 tel que J'(Z) - (he,he) < 0 ce qui en contradiction avec les hypotheses et donc
toutes les valeurs propres de 92, L[t] sont positives sur [a, b].

x Puisque ceci est vrai pour toute solution locale faible, alors c’est aussi vrai pour toute
solution globale et locale forte, cf. Proposition B.2.3. |
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Remarque B.4.1. Attention, la condition forte de Legendre (ou stricte)

0L

VtE [a,b] : W

(t,z(t), 2(t)) = 0,
n’est pas une condition suffisante d’optimalité, cf. [27, Exercice 14.10]. Il faut une condition
supplémentaire, la condition de Jacobi. Cependant, si la longueur de Uintervalle [a , b] est
suffissamment petite, alors la condition de Legendre forte est suffisante, car la condition
de Jacobi est automatiquement vérifiée sur des temps courts.

B.5 Extrémum libre et contraintes affines

Nous avons dans les preuves des Théorémes B.3.2 (Euler-Lagrange) et B.4.2 (Legendre)
utilisé des notions d’optimisation que nous allons formaliser dans cette section.

B.5.1 Extrémum libre

Définition B.5.1

i) Soient X un ensemble quelconque, J: X — R et z € X. On dit que Z est un
minimum global de J si J(z) < J(z) pour tout = € X.
ii) Si X est un espace topologique, on dit que z est un minimum local de J si
3V € Vx (&) (i.e. un voisinage ouvert de z dans X) t.q. Ve € V : J(z) < J(x).
iii) Un minimum local est dit strict si : Vo € V \ {z} : J(z) < J(z). On a de
méme les notions de maximum global, local et local strict.

iv) On dit que Z est un extremum de J (respectivement global, local, local strict) si
Z est un minimum ou maximum de J (respectivement global, local, local strict).

v) Soient E un espace vectoriel normé (evn) et J: U C E — R, U un ouvert de E,
J dérivable en T € U. On dit que Z est un point critique de J si J'(Z) = O,
et alors J(Z) est appelée une valeur critique.

Remarque B.5.1.

« On rappelle que E’ est I’ensemble des formes linéaires continues sur E et que la
notion de dérivabilité est ici sous-entendue au sens de Fréchet. On notera ||| la
norme de F.

o Un point critique n’est pas nécessairement un extrémum.

« En un point critique, on dit aussi que J est stationnaire.

Proposition B.5.2 — Condition du premier ordre (CN1)

Soient J: U C E — R dérivable sur U ouvert de E evn et ¥ € U. Si T est un extrémum
local de J alors I’équation de Euler est vérifiée :

J'(z) = 0p.
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» Si Z est par exemple un minimum (c’est similaire pour un max.) local alors :
dn>0, t.q. B(z,n) CU etVz e B(z,n) : J(z) < J(x),
puisque U est un ouvert de E. Soit maintenant h € E. Alors, il existe p,j > 0 t.q. :

E Vn,h = ]7p7],h)p7],h[ — R
s —  f(s) = J(z + sh)

soit bien définie et t.q. = + sh € B(Z,n), Vs € V, . Si h # Og, prendre p, 1 = n/| A
Ainsi définie, f est dérivable en 0 et f/(0) = J'(Z) - h. Mais puisque Z est un minimum
local de J, alors 0 est un minimum de f sur V,, ,. Ainsi, puisque V;, ; est un ouvert de R,
il vient f'(0) = J'(z)-h =0, car

05t LSO o S0 1O

s—0~ S s—0+ S

Proposition B.5.3 — Cas convexe (CNS)

Soient J: U C E — R convexe et dérivable sur U un ouvert convexe de E, et T € U.
Si z est un point critique de J alors T est un minimum global de J (sous-entendu sur
U). Nous avons donc

x € U minimum global < x € U point critique.

» Puisque J est dérivable et convexe sur U alors ¥V (z,y) € U? : J(x) — J(y) > J'(y) -
(x —y). En particulier, au point y .=z, ona Ve € U : J(z)—J(z) > J'(Z) - (x —Z) =0,
puisque T est un point critique de J. Il vient donc que = est un minimum global de J sur
U. |

Proposition B.5.4 — Condition nécessaire d’ordre supérieur (CNk)

Soit J: U C E — R une application k > 2 fois dérivable sur U un ouvert de E (evn)
et soit T € U un point critique de J t.q. Vi € [1,k—1] : JO(z) =0 et J*)(z) # 0.
On a :

Z minimum local de J = k pair et Vh € E : J®(z) . hF > 0.

» Supposons donc que x soit un minimum local de J et considérons h € E. On définit
f(s) comme dans la preuve de la Proposition B.5.2 et on garde les mémes notations.
Alors, Vs € Vyp, -

f(s) = f(0) = J(z + sh) — J(x) > 0.

Puisque J est k fois dérivable sur U alors f I'est sur V;, ; donc en particulier en 0. D’apres
la formule de Taylor-Young :

N
>

f(s)— f(0)= Z S,—f(i) (0) + s*e(s) avec lime(s) = 0.

7! s—0
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Par hypothese :
k 1
F() = 1(0) = 5 7900) + s¥e(s) = o (579 @) - 1+ 2(5)) 20,
En divisant par s* et en passant & la limite quand s — 07 dans le terme de droite on
en déduit que J*)(z) - h* > 0. Montrons pour finir que k est pair. Puisque J*)(z) # 0,

alors 3hg € F t.q. J¥)(Z) - hE #0° et donc J*)(Z) - h§ > 0. Posons

* 1 _
Q= {seR le(s)] < Hj(k)(l‘)'hlg} N Vi o)

de telle sorte que Vs € 2 :
sign(f(s) — £(0)) = sign(s*) x sign (J*)(z) - hf) = sign(s").

Puisque f(s) — f(0) >0, QNR_ # 0 et QNRy # @, on en déduit que k est pair. [ |

Proposition B.5.5 — Conditions suffisantes d’ordre supérieur (CSk)

Soit J: U C E — R une application k > 2 fois dérivable sur U un ouvert de E (evn)
et soit & € U un point critique de J t.q. Vi € [1,k —1] : J@(z) = 0 et JF)(z) # 0.
On a :

i) Si

Ja>0 tq YheE : J®(@).nF > aln|*,
alors k est pair et & est un minimum local strict.
ii) Si
In>0 tq VeeB@En) cU e VYheE : J®¥(). nk >0,

alors k est pair et x est un minimum local.

» i) Pour tout h € E, J®)(z) . (—h)F = (=1)FJ®)(Z) - h* > a|h||¥ > 0 donc k doit étre
pair. La formule de Taylor appliquée a J nous donne pour h € £ t.q. z+ h e U :

1
J(Z+h)—J(IT) = HJ<’f>(:z) -B* +||h||Fe(h)  avec H%i”gok—:(hﬂ = 0.

Par hypothese :
J(@+h) =@ = (5 +em) Al
et donc il existe n > 0 tel que pour tout h # Og t.q. |h|| <nonait z+h e U et
J(xz+h)—J(z) > 0.
Autrement dit,  est un minimum local strict.

ii) Il est évident que k soit pair car J®) (z) # 0 (cf. Proposition précédente). Par hypo-
these, J est donc convexe sur la boule ouverte B(Z,7n) et puisque Z est un point critique,

5. Voir [40, Chapitre IV, § 3, Probléme 3, page 92].
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alors Z est un minimum global de J sur B(z,n), autrement dit un minimum local de J,
cf. Proposition B.5.3. |

Définition B.5.6

Soit B € %(E? R) une forme bilinéaire symétrique définie sur (E,|-]|) un espace
vectoriel normé.

o B est dite semi-définie positive, notée B = 0,siVh € E : B(h,h) > 0.

o B est dite définie positive, notée B >~ 0,si Vh € E\ {Og} : B(h,h) > 0.

+ B est dite elliptique si 3a > 0t.q. Vh € E : B(h,h) > o h|>.

D’apres la Proposition B.5.4, en un point critique z, une condition nécessaire d’ordre deux
est donc que J”(Z) soit semi-définie positive, et d’apres la Proposition B.5.5, une condition
suffisante d’ordre deux est que J”(Z) soit elliptique :

(CN2) VheE :J'(z)-(h,h) >0,

(CS2) Ja>0t.qVheE :J'(x)- (h,h)>a|h|?
Une autre condition suffisante d’ordre deux est que J”(x) soit semi-définie positive pour tout
x contenu dans une boule ouverte centrée en . Attention, la définie positivité ne suffit pas

en général en dimension infinie mais suffit en dimension finie comme le montre le résultat
suivant.

(B.7)

Proposition B.5.7 — Cas particulier de la dimension finie

Soit J: U C E — R une application k > 2 fois dérivable sur U un ouvert de E (evn)
et soit x € U. Si dim E' € N alors :

Ja>0tqVheE :J®(@) h* > a|h|f o Vhe E\{0g} : J® () n*>o0.

» La conditions nécessaire est évidente et vraie méme si dim F = +o00. Supposons donc
que Vh € E\ {0g} : J®(z) - h* > 0. Introduisons
p: E — R o v: E — EF
h — o(h) = fE)(z). K h +—— (h)=(h,...,h) = hF
de telle sorte que ¢ = f(k) (x) o 1, avec ¥ une application linéaire continue. Puisque
f®)(z) € L (FE*, R) est aussi continue, alors ¢ est continue. Or, dim F < +o0, donc sa

spheére unité S(0g, 1) est compacte, donc ¢ est bornée sur S(0g, 1) et atteint sa borne
inférieure, c’est-a-dire :

dhg € S(OE, 1) t.q. Vhe S(OE, 1) : go(ho) < (p(h)
Notons a := f*)(2) - hE > 0 (car hg # Og). Alors, Vh € S(0g,1) on a f*)(z) - hF > a et

donc par homogénéité, on en déduit :

h k h ¥ k k k
vhe B\ {0g) :H}LHGS(OE,1):]€<>($)-(W) > 0= f0(2) - b > afh|t.



B.5. Extrémum libre et contraintes affines 143

Remarque B.5.2. Dans les preuves des propositions B.5.2 (CN1) et B.5.4 (CNk), nous
nous sommes ramené dans R, et nous avons utilisé directement les conditions nécessaires
pour une fonctionnelle dans R pour obtenir les conditions nécessaires en dimension infinie.
Ce procédé ne fonctionne pas pour obtenir les conditions suffisantes de la Proposition B.5.5
(CSk). En effet, méme si Z est un minimum local le long de n’importe quelle direction h,
c’est-a-dire un minimum local de f(s) = J(z + sh), alors il est toujours possible que Z ne
soit pas un minimum local de J, et ce, méme en dimension finie (supérieure ou égale a
2), cf. exercice B.5.1. De plus, comme nous ’avons vu, il y a une différence notable entre
les dimensions finie et infinie concernant les conditions suffisantes. La définie positivité
de la dérivée seconde n’est pas une condition suffisante d’optimalité locale en dimension
infinie, cf. Exemple B.5.2. C’est pour ces raisons que nous avons reporté la formalisation
des concepts d’optimisation. Dans les sections précédentes, pour obtenir les équations
de Euler-Lagrange et la condition de Legendre, seules les conditions nécessaires étaient
utiles. De plus, comme nous allons vite le voir, ces conditions suffisantes ne nous seront
pas utiles, c’est pourquoi nous allons en donner d’autres dans la prochaine section.

Voici un exercice montrant que 'optimalité “directionnelle” n’implique pas 'optimalité.

Exercice B.5.1 ([46]). On consideére la fonction

A

J: R? — R
r o J(x) = 2xf — 423xe + 23.
Montrer que I'unique point critique de J est = := (0,0).
La condition nécessaire de solution du deuxiéme ordre est-elle vérifiée ?

Les conditions suffisantes de solution du deuxiéme ordre sont-elles vérifiée 7

On fixe h € R2 et on considére la fonction
f: R — R
s > f(s):=J(T+ sh).

Montrer que s = 0 est un minimum local de f.

5

. Calculer J(x1,2x%). Conclusion (faire le lien avec la remarque B.5.2) ? O

L’exemple suivant montre que la définie positivité de la dérivée seconde n’est pas une

condition suffisante d’optimalité locale.

Exemple B.5.2 ([17]). On consideére le probleme

ou

irxlf {J(x) = i <a§ - xi)

n=1

xGZQ},

Iy == {(zn) € RY | 3902 |zn|* < oo} est 'espace de Hilbert des suites de carrés sommables.

Alors, le point Z := 0 est un point critique tel que pour tout h := (h,) € le non nul :

J@ -y =3 g
’ n

n=1

Cependant, considérons les suites hy, = (hg,) telles que toutes les coordonnées sont nulles
sauf la k¢ qui vérifie hyp = 2kL. Alors, J(Z + hy) = J(hg) = —4k=3 < 0= J(Z) et donc T
n’est pas localement optimal. Voici donc un exemple de dérivée seconde définie positive mais
non elliptique. O
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B.5.2 Extremum lié : contraintes affines

Considérons un espace vectoriel normé (E, ||-||g) et une fonctionnelle J: E — R. Consi-
dérons de plus un autre espace vectoriel normé (F, ||-||r), une application linéaire continue
T € Z(E,F) et un point y € F. On s’intéresse au probléme aux contraintes affines suivant :

inf {J(x) |z € K}, (Pa)

ot K ={z€E|®x)=T()—y=0r} = ®1({0r}) avec ®: E — F une application
affine continue de F dans F'. Supposons que y € Im T, c’est-a-dire que :

Jue E t.q. T(u) =y, ie t.q. ®(u)=0p.

Introduisons alors
Ey=KerT CFE

de telle sorte que Vv € Ey : ®(u+v) =T(u+v) -y =T(u)+T(v) —y = ®(u) +T(v) = OF,
c’est-a-dire :
®(u+v) =0p < v € Ep.

On munit Ey de la norme induite par la norme de E, i.e. ||v|| g, = ||v]|g pour tout v € Ey.
Considérons alors la fonctionnelle

F.: By — R
v — F)=Ju+wv),

de telle sorte que le Probleme (P4) est équivalent au probléme sans contraintes suivant :

UienEfO F(v). (P)

Ici, “équivalent” signifie : = u + v solution de (P4) < v solution de (P).

Remarque B.5.3. Si on restreint la recherche de la solution de (P4) & un ouvert U C E,
c’est-a-dire si on s’intéresse au probléme

igf{J(m) |z ek}, K=&'{or})NU,
alors ce probléeme est équivalent au probléme sans contraintes :
iI&f{F(U) |ve Uy C Ep},

ou Up := EyNU est un ouvert de Ey. On est alors précisément dans le cadre de 'item v)
de la définition B.5.1.

Ecrit de maniere schématique, les conditions nécessaires et suffisantes d’ordres 1 et 2
pour le probléme avec contraintes affines (P4) sont donc :

(CN1) F'(v) =J'(z) =0p, i.e. Vh€ By : J'(Z)-h=0;
(CN2) VheEy : F'®)-(hh)=J"Z) (h,h) >0 ; (B.8)
(CS2) Ja>0 t.q. YhekEy : F'"(v)-(h,h)=J"(Z)-(h,h)> a||h||2EO ;

ou bien siir Z := u 4+ v doit étre un point admissible, c’est-a-dire € K.
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Application au calcul des variations. Nous avons déja utilisé sans le savoir les CN1 et
CN2 pour le probléme classique du calcul des variations, i.e. pour le Probleme (PCV), que
I’on peut écrire sous la forme :

iI%f{J(J}) |z e K},
avec K :== @7 1({0g2n}) N U, ot ®: E — R?" est définie par
O(z) = (z(a) — A, z(b) — B) = T(z) -y := (x(a),z(b)) — (4, B),

et ot U == € ([a,b], ) est un ouvert de I'espace vectoriel normé E = (€ ([a,b], R™), ||-||41).
On rappelle que Q est un ouvert de R™ et donc U est un ouvert de E. Le Probleme (PCV)
est alors équivalent au probléme sans contraintes :

iI%f{F(U) |veUyC Ep},

ot By =%, ([a,b],R") =KerT et Uy = EgNU = %4 ([a,b],). Pour trouver I’équation de
Euler-Lagrange, cf. Théoréme B.3.2, nous avons utilisé la CN1 :

VheEy : J'(Z)-h=0
et pour trouver la condition de Legendre, cf. Théoreme B.4.2, nous avons utilisé la CN2

VheEy : J'(z)-h?>0.

B.5.3 “Two-norm discrepancy”

Dans la Section B.6 sur les conditions de Jacobi, nous allons utiliser des conditions
suffisantes du deuxieme ordre. Cependant, comme nous allons le voir dans I’exemple suivant,
la condition suffisante (CS2) présentée ci-avant n’est pas toujours utile en pratique pour des
problemes en dimension infinie, notamment en calcul des variations.

Exemple B.5.3. On s’intéresse au probleme suivant :

igf {J(x) = /01 sin(z(t)) dt | z € €1([0,1],R), z(0) =0, z(1) = ——} ,

dont le lagrangien associé est donné par L(t, z,u) := sin(u). Il est facile de voir que la fonction
définie par Z(t) := — 5t est la solution globale du probleme et vérifie

J(z) = —1.
La CN1 est bien vérifiée car :
Vhe %y ([0,1,R) : J'(z)-h= /01 cos(z(t)) h(t) dt = 0.
La CN2 est aussi vérifiée car :

1 . 1, .
Vhe € (0,1,R) : J'(z)-h*= —/0 sin(z(t)) h?(t) dt :/O R*(t)dt = ||h||32 > 0,
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ou pour toute fonction mesurable (sous-entendu pour la mesure de Lebesgue) f: [0, 1] — R,
on a défini :

i = ([ o) ek

de telle sorte que ||-||;2 est la norme usuelle associée & I'espace de Hilbert L2([0,1],R) des
(classes de) fonctions mesurables de [0, 1] & valeurs dans R de carrés intégrables, c’est-a-dire :

L*([0,1],R) :== {f: [0,1] = R | f mesurable et ||f|| 2 < +o0}.

En revanche, la CS2 d’ellipticité de la dérivée seconde J” () n’est pas vérifiée car on a dans
notre exemple :
1Pllze < [[Plloo < [IAller = lIAlloo + l[Alloo,

mais pas l'inverse, c’est-a-dire, il n’existe pas de a > 0 tel que M O

Remarque B.5.4. Dans ’exemple précédent, nous ne pouvons pas montrer que & est un
minimum local strict en utilisant la condition suffisante d’ordre deux d’ellipticité de J"(Z).
Cependant, il est aisé de montrer que T est un minimum local a 'aide de la condition
suffisante de semi-définie positivité de J”(x) pour tout = € B(Z,n), pour un certain n > 0.
11 suffit de prendre 1 := 7/2 par exemple (la preuve est laissée en exercice).

Poursuivons avec I’exemple précédent. Nous avons donc
Vhe G (0,1,R) : J'(z)-h? = |h|2..

Ce qui est génant ici, c’est qu’il y a dans le terme de gauche h tandis que dans celui de droite,
on retrouve h. On aimerait avoir quelque chose qui ressemble a :

Ja>0 tqg. Vhe$([0,1,R)C Hy : J'(Z) h* > alh|F,

ou ||-||m, est une norme & définir sur un espace Hy lui-méme a définir. Introduisons pour
cela l'espace de Sobolev H'([0,1],R) :== W12([0,1],R) des fonctions f dans L?([0,1],R) qui
s’écrivent  sous la forme f(t) = f(0) + fotg(s) ds avec g € L*([0,1],R), c’est-a-dire :

HY([0,1],R) == {f € L*([0,1],R) | 3g € L*([0,1],R) t.q. f(t) = f(0) +/0tg(s)ds}.

11 est important de rappeler que l'application g est unique (modulo le fait que 'on identifie
deux fonctions intégrables qui coincident p.p. = presque partout = sauf sur un ensemble
négligeable). Ainsi défini, nous avons

¢'([0,1],R) c H'([0,1],R) c €°([0,1],R),

autrement dit, toute fonction de H' (sous-entendu H'([0,1],R)) est continue mais possede
moins de régularité que les fonctions de classe €'. En effet, les fonctions de H' ne possede

6. On rappelle qu’en réalité, W 2([0, 1],R) est un ensemble de classes de fonctions et non de fonctions.
Nous ne donnons pas ici sa définition, mais plutét une propriété. En effet, d’aprés [22, Théoréme VIII.2], il
existe un unique représentant continu pour toute classe dans Wl’Z([O ,1],R) que nous appelons ici f.
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pas de dérivée continue puisqu’elles ne sont méme pas dérivables en tout point ¢ € [0, 1]. Les
fonctions de H'! sont dérivables presque partout sur [0,1] et on a :

VfeH . f(t)=g(t) p.p.sur [0,1].

On fera donc clairement I’abus de notation f’ = g et puisque 1’on dérive par rapport a la
variable ¢ qui correspond au “temps” pour nous, on écrira plutot

f=y
Remarque B.5.5. Nous pouvons voir g comme une dérivée en un sens plus faible que
d’ordinaire. Cependant, si g est de classe €, alors la notion de dérivée faible coincide
avec celle de dérivée classique et f est alors de classe ¢’'. Ainsi, nous pouvons voir les
fonctions de H! = W12 comme des primitives de fonctions L?, de la méme maniére que
nous pouvons voir les fonctions de €' comme des primitives de fonctions €°, et nous
avons pour rappel :

¢1([0,1],R) c €°([0,1],R) et H([0,1],R) c L*([0,1],R).

11 nous faut maintenant une norme sur H'. Il existe deux possibilités équivalentes suivant
si 'on consideére la norme usuelle de W12 :

1wz = 1l + 1 e,

ou si ’on considere la norme

1l = (1122 + 1F112)F

induite par le produit scalaire usuel sur H' :

(il ) = (Al f2) e+ (Fil f2) 1 s

ot (- | )2 est le produit scalaire usuel sur L2, Les deux normes ainsi définies sont équivalentes
et on peut noter que 'espace H' muni du produit scalaire (- | -) ;71 forme un espace de Hilbert.

Exemple B.5.4 (suite). Revenons a ’exemple précédent. Nous avons donc
VheGH0,1R) ¢ J"(@) - h? =[] 2.

Rappelons que le probléeme classique du calcul des variations est un probléme d’optimisa-
tion avec des contraintes affines et nous avons vu dans la Section B.5.2 comment définir
un probleme équivalent sans contraintes. Appliquons les notations du cadre général de la
Section B.5.2 & cet exemple. Nous nous intéressons donc au probleme :

ir%f{J(x) |z e K},

avec K = ®1({0g2}) C E, E = €*([0,1],R) et ot ®(z) = T(x) — y définit les contraintes
affines. On a dans cet exemple T'(x) = (2(0),x(1)) et y = (0, —7/2). Pour obtenir de nouvelles
conditions suffisantes d’optimalité locale, nous venons d’introduire ci-avant ’espace H :=
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H'([0,1],R) de telle sorte que E C H. Dans l'optique de se ramener & un probléme sans
contraintes, nous avions introduit

Ey=EnKerT =%, ([0,1],R).
Toujours dans cette optique, nous introduisons :
Ho:=HnXKerT = Hy([0,1],R) := {h € H'([0,1],R) | h(a) = h(b) =0},

de telle sorte que
Ey C Hy.

L’idée générale est d’introduire un espace vectoriel normé plus grand que ’espace de travail.
Ici, en raison des contraintes affines, I’espace de travail est Ey et nous avons introduit Hy
(nous utilisons cette notation pour mettre un cadre général).

Remarque B.5.6. Pour étre un peu plus précis, application linéaire continue” T" ap-
partient & .2 (H,R?) au lieu de .Z(E, R?) comme dans la Section B.5.2. Nous devons tenir
compte ici du role du nouvel espace H.

L’espace Hy est muni de la norme induite par celle de H, i.e. |||z, = ||h||z et d’apres
le lemme B.5.1 (ci-apres), on a :

Ja>0 tq VheEy=%(0,1,R)C Hy : J'(z) -h*=|hl72 > al|h||z,. (B.9)

Ceci est l'objectif voulu. Car, d’apres la Proposition B.5.8 (ci-apres), on peut conclure que
Z est un minimum local (faible) strict, c’est-a-dire :

dn>0 tq. VYzeBg@nnNK, x#z : J(z)<J(x),
ou Bg(z,n) ={z € E| ||z —z||g < n}. O

Remarque B.5.7. C’est cette idée d’utiliser deux normes, ||-||g pour la différentiabilité
et |||z pour la condition de croissance J"(Z)-h? > a| h||% (qui remplace la condition
d’ellipticité), que 'on nomme “two-norm discrepancy”.

Lemme B.5.1. Soit a < b dans R. Alors,
3e>0 tg VheHy(a,b,R) ¢ Bl < cllhllze.

» Soit » € Hi([a,b],R). Alors, puisque h(a) = 0 et d’aprés l'inégalité de Cauchy-
Schwarz [22] :

h2(t) = (/at (s) ds)2 < (t—a) /at h2(s)ds < (b— a) /abif(s) ds = (b— a)|[h|2..
Ainsi,

b .
0Bs = [ 120 de < (60— ]2,

7. L’application T est bien continue car il existe C > 0 t.q. [|T(z)|z2z < [|%]|lc < C||lz|| g1 puisque Hy

s’injecte de maniére continue dans €°, cf. [22]. On peut noter que puisque 7" est continue, alors Hy est un
fermé de Pespace de Hilbert H', donc lui-méme un Hilbert, si on le munit du produit scalaire de H*.
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donc . ‘
HhH}QL]é = [|alF: = 1RlI72 + AlI72 < (1+ (b—a)®)||All7

et la conclusion suit avec ¢ := /14 (b — a)2 > 0. |

Proposition B.5.8 — Condition suffisante d’ordre 2 généralisée (CS2G)

Soient (E, ||-||g) et (H,||-||zr) deux espaces vectoriels normés t.q. E G H, i.e. E C H
et 3¢ >0tq Vh € E :||h||lg < c|h|g. Soit J: U C E — R une application 2 fois
dérivable sur U un ouvert de E et soit ¥ € U un point critique de J. Si

Ja>0 tq. YheE : J'x)-h®>alh|%), (B.10)

alors T est un minimum local strict (sous-entendu pour la norme ||| g).

» La formule de Taylor appliquée a J nous donne pour h € Et.q. x +h e U :

1
J(@+h) = (@) = 5 "(@) - 1+ ||l e(h)  avec i le(R)] = 0.

Par hypothese :

T+ 1) = 3@ > 21l + )l = (<0 g,

et donc il existe n > 0 tel que pour tout h # 0g t.q. ||h]|g <nonait +h €U et
J(z+h) — J(Z) > 0.

Autrement dit, z est un minimum local strict (sous-entendu pour la norme ||-||g). [ |

Remarque B.5.8. Dans la proposition précédente, il suffit de faire I’hypothese £ C H.
L’hypothese d’injection continue n’est pas nécessaire car elle est automatiquement vérifiée
des lors que 'on a I’équation (B.10). En effet, J”(Z) est continue car J est deux fois
dérivable en T et donc, il existe une constante K > 0 telle que

VYheE : |J"(z) h* < K|h|%
et finalement puisque (B.10) est vérifiée, on obtient automatiquement :
YheE : alh|3} <J"Z)-h% < K||h|%, (B.11)
et la constante ¢ == \/m fait ’affaire pour I’hypothese de la proposition précédente.

Remarque B.5.9. Dans le cas particulier on £ = H et |:|g = |||z, on retrouve la
condition suffisante d’ordre deux (CS2) classique, cf. conditions (B.7). Introduisons dans
ce cas la quantité ||h|| = /J"(Z) - h%. I est alors intéressant de noter (ce que 'on aurait
pu mentionner avant) que ||-|| définit une norme équivalente a la norme ||| g, cf. 'équa-
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tion (B.11), mais que cette nouvelle norme est induite par le produit scalaire
(h| k)= J"(Z) (h,k).

L’ensemble E munit du produit scalaire (-|-) est donc un espace préhilbertien (un espace
de Hilbert si F est un espace vectoriel normé complet, i.e. si E est un espace de Banach),
on dit alors que (E,||-||g) est un espace vectoriel normé homéomorphe & un espace
préhilbertien. On arrive alors & la conclusion remarquable que si E n’est pas homéomorphe
a un espace préhilbertien, alors la condition d’ellipticité ne peut jamais étre vérifiée, quel
que soit le point critique! Et donc dans ce cas, il est nécessaire d’utiliser une nouvelle
norme pour obtenir la condition de croissance.

Remarque B.5.10. La Proposition B.5.8 donne une nouvelle condition suffisante d’ordre
deux d’optimalité locale pour un minimum libre, i.e. dans le cadre d’un probleme d’op-
timisation sans contraintes. Bien entendu, nous pouvons donner une version de cette
proposition dans le cas de contraintes affines de maniére similaire a ce qui a été présenté
dans la Section B.5.2 (voir les conditions (B.8)) :

(CS2G) Ja>0 tq. VheE : J'Z) h*>alh|,,

ou Fy:=FENKerT, Hy:= HNKerT et ou x € K. Cette version ayant longuement était
détaillée dans cette section, cf. notamment ’équation (B.9).

B.6 Condition de Jacobi

Supposons pour simplifier que n =1, Q = R, i.e. z(t) € R et que le lagrangien L soit de
classe €3. On rappelle la dérivée seconde de la fonction cofit :

b (9L ’L . L. )
/i 12 — z 2 = 2
7y = (S0 + 25 b + 52100 d,
ou [t] == (t,z(t),&(t)). Soit £ une BC-extrémale qui satisfait la condition forte de Legendre :
O*L, _. . .

Alors, d’aprés le Théoréme B.3.4, z € ¢3(]a,b[,R), donc en particulier z € €2(Ja,b[,R)
mais comme nous I’avons déja vu (cf. le début de la Section B.4), nous pouvons prolonger
de maniére continue aux extrémités, c’est-a-dire T € €?([a,b], R) (nous n’avons pas besoin
de plus de régularité). Puisque L est €3, alors
&L :

t,x(t), x(t
L 1,2),3(0)

est €', et a 'aide d’une simple intégration par partie, on peut écrire :

b 52 . b 2
a Qaié: 1] h(E)h(t) dt = —/a % ((981@[;: [t]> R2(¢) dt,

ot maintenant [t] = (¢,Z(t), z(t)). Ceci nous permet de réécrire la dérivée seconde sous la
forme :

t—

J"(z) - h* = / ’ (Q) R*(t) + R(t) R* (1)) dt,



avec

2 2 2
Q(t) == g:f;[t] - % (;@Lx [t]> et R(t) = gug[t].

Sous I'hypothése L de classe €3 et sous la condition de Legendre stricte, on a Q € €°([a, b], R)
et R € €' ([a,b],R).

On appelle équation de Jacobi I'équation différentielle linéaire du second ordre :

Q1) 5 (RO (1) =0, (B.12)

Un temps t. € [a,b] est dit conjugué a a (le point x(t.) est dit conjugué a z(a)) si I’équation
de Jacobi admet une solution h telle que

h(t.) = h(a) =0 et R(t.)h(t.) #0.

Sous la condition de Legendre forte, la condition R(t.)h(t.) # 0 se réduit & h(t.) # 0. On
dit que la condition faible de Jacobi est satisfaite si I'intervalle ouvert |a, b ne contient
aucun temps conjugué a a. On parle de condition forte de Jacobi si l'intervalle |a,b] ne
contient aucun temps conjugué a a. On a alors le résultat suivant :

Théoréme B.6.1 — Jacobi-Weierstrass (1877)

Supposons le lagrangien L de classe €3 et la dimension n = 1.

Si z est une solution globale, locale forte ou locale faible du Probléeme (PCV), alors &
vérifie :

e I'équation de FEuler-Lagrange et les conditions aux limites;

 la condition faible de Legendre;

e la condition faible de Jacobi.

Une condition suffisante pour que & donne un minimum local faible strict est que
soient vérifiées :

e I'équation de FEuler-Lagrange et les conditions aux limites;

« la condition forte de Legendre ;

o la condition forte de Jacobi.

» Voir [65, Section 1.4]. On peut remarquer que dans la preuve du [65, Théoréeme 1.4.4],
on utilise (implicitement) la condition suffisante d’ordre 2 généralisée (B.5.8) basée sur
I'idée de la “two-norm discrepancy”. |
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