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Introduction

Ce cours est trés largement inspiré de Pouvrage [1].
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Chapitre 1

Vocabulaire de la théorie des ensembles

I propositions, ensembles et prédicats

I.1 Introduction

Vous avez sans doute déja rencontré des affirmations du type

(i) 7 7 est un entier pair” ;

"V3+2vV2=1+2V2";

)
) "toute fonction dérivable de R dans R est continue” ;
) 7on a (a+b)%2 = a% +b?";
(v) "on a a? — b = (a+b)(a—b)";

)

)

”le nombre x est un carré” ;

b2

un triangle est rectangle si et seulement si le carré d’'un de ses cotés est égal & la somme des carrés des
deux autres cotés”.

Parmi ces affirmations, vous savez, ou vous pouvez justifier :
— que certaines, comme (ii),(iii) et (vii) sont vraies;
— que d’autres, comme (i) sont fausses;
Mais d’autres dépendent de variables plus ou moins explicitées ; elles peuvent étre vraies dans certains cas et
fausses dans d’autres :
— Daffirmation (iv) est vraie pour quelques valeurs de a et b, mais fausse dans une grande majorité de cas;
— Daffirmation (v) est vraie si a et b sont réels, mais fausse si a et b sont des matrices (2,2);
— laffirmation (vi) dépend évidemment de la valeur de x, mais elle dépend aussi de la nature des valeurs que
peut prendre cette variable x :
— Si z est dans N c’est-a -dire si x est un entier naturel, cette affirmation n’est vraie que pour certaines
valeurs de x;
— Si z est dans R, 'ensemble des réels, cette affirmation n’est vraie que lorsque x est positif ou nul;
— Si z est dans C, ’ensemble des complexes, cette affirmation est toujours vraie.

I.2 Logique des propositions et Logique des Prédicats
Formules : vue intuitive

Pour une définition formelle des formules de la logique des propositions et de la logique des prédicats, voir le
cours de 1*¢ année.

Exemple I.1. (i) 72 est un entier pair” est une formule vraie de la logique des propositions ;
(ii) (1000 + 1) = 1000% + 2000 + 17 est une formule vraie de la logique des propositions ;
(#ii) 71 = 247 n’est pas une formule de la logique des propositions.
(iv) "2% —1 =07 est une formule de la logique des prédicats; Cette formule est vraie si on donne la valeur 1 ou

—1 a =z, elle est fausse dans les autres cas.

Remarque 1.2. Si P est une formule :
— on écrit la plupart du temps "on a P” ou “donc P”, au liew de ”P est vraie” ou “donc P est vraie” ;
— de méme on écrit "supposons P” au lieu de “supposons P vraie”.
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4 CHAPITRE 1. VOCABULAIRE DE LA THEORIE DES ENSEMBLES

Nous rappelons la définition intuitive des quantificateurs ”quel que soit” (V) et ”il existe” (3). La formule

Ve e B P(x)

signifie que P(x) est vraie pour tout x élément de E et se lit : quel que soit (ou pour tout x) x appartenant &
lensemble E P(x) est vraie. . Tandis que I'expression

JreFE P(x)

signifie que P(x) est vraie pour au moins un z élément de E et se lit : il existe = appartenant & I’ensemble E
tel que P(x) soit vraie.

Connecteurs non, et, ou, implique, équivalent

Dans la vie courante le mot ou peut étre utilisé avec des sens différents, comme par exemple :

— ou exclusif comme dans ”fromage ou déssert” ;

— ou mathématique comme dans ”s’il pleut ou s’il fait du vent, je ne sors pas” ;

— ou conditionnel comme dans "mange ta soupe ou tu iras au lit”.

En mathématique ces mots ont un sens précis, ils sont définis par leurs tables de vérité (voir le cours de 1*®
année).

Quelques propriétés usuelles sur les connecteurs

Propriété 1.3. Si P et QQ sont deux propositions alors
(i) non(P et Q)< (non P) ou (non Q);
(i) non(P ou Q)<= (non P) et (non Q);
(iii) P <= Q si et seulement si (P = Q et Q = P);
(iv) Si (P—= Q et Q = R) alors P—= R ;
(v) (P= Q)<= (non PouQ@);
(vi) (P = Q)) <= (non Q = non P) (propriété de la contraposée) ;
(vii) non ( Nx € E P(x)” )est identique ¢ "3x € E non P(z)”;
(viii) non ( 7z € E P(x)”) est identique & "Vx € E non P(z)”.

Remarques sur la Négation et les quantificateurs

Exemple 1.4. (i) La proposition "V € R,x? —1 = 0" peut se traduire en francais par la phrase : “pour tout
réel x, on a 22 — 1 = 0”. Elle est évidemment fausse. Sa négation est “on peut trouver un réel x tel que
22 — 1407, qui est donc vraie et qui s’écrit mathématiquement 3z € R, 22 — 1 #07.

(ii) Soit f une fonction de R dans R.
— Pour écrire que f est la fonction nulle on écrit : Vx € R, f(x) =07;
— La négation de la proposition précédente est : [ prend des valeurs non nulles et s’écrit "z € R, f(x) #
0”7 ;
— Attention de ne pas confondre cette proposition avec Nx € Rf(x) # 0”7 qui exprime que [ ne s’annule
jamais et dont la négation est "Iz € R, f(x) =07.

1.3 Raisonnements

Soit & démontrer Q, sachant que 1’on a 'hypothése P, plusieurs types de démonstrations sont possibles :

Raisonnement par contraposée

11 suffit de supposer que 1’on a (non Q) et de démontrer (non P), car

(P = Q) <= (non Q = non P).

Raisonnement par I’absurde

11 suffit de supposer que (non P) est vraie et de montrer que 'on aboutit alors & une contradiction.
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Raisonnement par récurrence

Ce raisonnement ne s’utilise que pour démontrer des propriétés sur N. Pour montrer qu’une propriété P est
vraie sur N, il suffit :

(i) de montrer que P est vraie pour n = ng, c¢’est-a~dire & partir d’un certain rang;

(ii) de supposer que P est vraie pour n et de montrer que P est vraie pour n + 1.

Ainsi, on démontre que la proposition P est vraie pour tout n > ng.

Exemple 1.5. Démontrons la propriété suivante : La somme des n premiers entiers est

n(n+1)
—

(i) Montrons que la propriété est vraie pour n = 1. En effet
1(2)
5

(ii) Supposons que la propriété P est vraie pour n et montrons que la propriété P est vraie pour n+ 1. Si P est
vraie pour n, cela signifie que

1=

n

Zk:1+2+...n: w)
k=1
et calculons
n+1
Dk
k=1
fasy - par hypothese de récurrence n(n + 1) (n + 1)(7’L + 2)
D ok=) k+(n+1) = ) =
k=1 k=1

Ce qui démontre que la proposition P pour n + 1.

IT Théorie des ensembles

IT1.1 Définitions—Notations

Définition I1.1 (Ensemble-Elément).

On appelle ensemble toute collection d’“objets” appelés éléments. Un ensemble ne contient pas de double.
(i) B ={1,4,1} n’est pas un ensemble
(ii)) A={1,4} et B = {4,1} définissent le méme ensemble

On note en général les ensembles par des lettres majuscules et les éléments par des lettres minuscules. Un
ensemble peut-étre défini de deux manieres différentes, soit par le dénombrement de tous ses éléments, soit en
décrivant une propriété de tous ses éléments.

Exemple I1.2. L’ensemble des voyelles de la langue francaise peut-étre défini par l’énumération de tous ses
éléments : E = {a,e,i,0,u,y} ou par ’énoncé d’une propriété : E = {x,x est une voyelle} qui se lit “I’ensemble
des x tel que x est une voyelle”.

Notation I1.3. Si un élément a appartient a un ensemble E on écrit : a € E, s’il n’appartient pas a l’ensemble E
on a non (a € E)” qui se note aussi "a ¢ E”.

Exemple I1.4. F = {z € R,1 <z < 2} E est l’ensemble des nombres réels supérieurs ou égauz a 1 et strictement
inférieurs & 2. On note aussi dans ce cas E = [1;2[ et E s’appelle aussi lintervalle semi-ouvert & droite 1;2. On
aaussi :1,02€ E;0,33¢E;1€FE;2¢FE.

Remarque 11.5. Dans l’exzemple précédent R représente l’ensemble des réels, c’est-a -dire l’ensemble de tous les
nombres :1/3 € R, m € R, v/2 € R, —0,5 € R. On note aussi R =] — oo; +oo| : intervalle moins linfini, plus
linfini.

Notation II.6. Rappelons les notations des ensembles usuels :
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— Ensembles des entiers positifs ou nuls, on dit aussi ensemble des entiers naturels :
N ={0,1,2,3,4,...}.

— Ensemble des entiers strictement positifs : N*. L’étoile indique que l’on a enlevé le zéro de l’ensemble.
— FEnsemble des entiers positifs, négatifs ou nul. On dit aussi ensemble des entiers relatifs : Z.
— Ensemble des nombres rationnels :

Q = {nombre x,x = a/b,a € Z,b € Z"}.

Définition I1.7 (Sous-ensemble).
On dit qu’un ensemble A est un sous-ensemble d’un ensemble B, ou est inclus dans B, si et seulement si tous les
éléments de A sont dans B :

ACB<+<=VYac A acB.

Définition I1.8 (Ensemble égaux).
Deux ensembles A et B sont égaux si et seulement si tous les éléments de A sont dans B et réciproquement.

A=B<+= ACB e BCA.
Exemple II1.9. (i) A={1,4} et B=1{1,2,3,4,5,6}, ACBmais B¢ A
(i) NCZCQCR.

Définition I1.10 (Ensemble vide). On appelle ensemble vide et on note § (ou plus rarement {}) ensemble qui
ne contient aucun élément.

Remarque II.11. On a toujours ) C E.

Définition I1.12 (Ensemble des parties d’un ensemble). Soit E un ensemble. On appelle ensemble des parties de
E et on note P(E), l'ensemble de tous les sous-ensembles de E.

Exemple I1.13. (i) Soit E = {a,b,c}
P(E) = {0, {a},{b}, {c} {a, b}, {a, c}, {b, ¢}, {a, b, ¢} }.

(i) Soit E =0,
P(E) = {0}.

Attention P(E) # 0. En effet P(E) = {0} est l’ensemble qui contient 1 élément : ’ensemble vide.

Définition I1.14 (Ensemble produit). Soit E et F deux ensembles. On appelle ensemble produit de E et de F et
on note E X F (on lit E croiz F') l’ensemble de tous les couples (x,y) ot x est un élément de E ety est un élément
de F.

Exemple I1.15. E = {a,b} et F ={1,2,3}
E x F ={(a,1),(a,2),(a,3),(b,1),(b,2), (b,3)}.

Remarque II.16. (i) Si E ou F est vide alors E X F' est vide;
(it) Siz #y, alors (z,y) # (y,2).

I1.2 Cardinaux

Définition I1.17 (Cardinal d’un ensemble). On appelle cardinal d’un ensemble le “nombre” d’éléments de cet
ensemble. Un ensemble de cardinal 1 s’appelle un singleton, un ensemble de cardinal 2 s’appelle une paire.

Exemple II1.18. (i) A={1,2,7}; Card(A) = 3.
(it) A=0; Card(A) =0.

Remarque I1.19. Un cardinal peut-étre fini ou infini. Le cardinal de l’ensemble des entiers naturels est infini.

Définition I1.20 (Ensemble fini-dénombrable-infini non dénombrable).

(i) Un ensemble E est dit fini si et seulement si son cardinal est fini.

(i) Un ensemble E est dénombrable si et seulement s’il existe une bijection de E sur N, cf la définition (I11.11)).
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(iii) Un ensemble E est dit infini s’il n’est pas fini.

Remarque I1.21. I est important de bien assimiler la définition ci-dessus car nous en aurons besoin en probabilités
et en théorie de l'intégration ou nous serons en effet souvent obligés de différencier ces trois cas.

Exemple I1.22. (i) E={a,b,c} E est fini
(ii)) E={x € N,z pair } E est infini dénombrable. En effet
fN — F

n +—— 2n

est une bijection de N sur E (bien que E soit inclus strictement dans N.

(iii) R est une ensemble infini mais n’est pas dénombrable (admis).

I1.3 Opération sur les ensembles

Définition II1.23 (Union de deux ensembles). On appelle union des deux ensembles A et B et on note AUB (on
lit A union B) l’ensemble des éléments qui appartiennent @ A ou ¢ B :

AUB = {z,z € A ou z € B}.
Exemple I1.24. A = {a,b} et B ={b,c,d}, AUB = {a,b,c,d}

Définition I1.25 (Intersection de deux ensembles). On appelle intersection des ensembles A et B et on note ANB
(on lit A inter B) l’ensemble des éléments qui appartiennent ¢ A et a B :

ANB={z,x € A et z € B}.

Exemple I1.26. A = {a,b} et B = {b,c,d}
ANB={b}

FI1cURE 1.1 — Diagramme de Venn.

Définition I1.27 (Ensembles disjoints). Deuz ensembles A et B sont dits disjoints si et seulement si ils n'ont
aucun éléments en commun :
A et B sont disjoints <= AN B = (.

Remarque I1.28. On peut avoir des ensembles deur a deux non disjoints qui ont une intersection vide : A; =

{1,2}, Ay ={2,3} et A3 ={1,3},
A1NAs =42} AinAs={1} Ayn A3 ={2},
mais A1 n A2 mAg = (Z)

Définition I1.29 (Complémentaire d’un ensemble). Si A est inclus dans E, on appelle complémentaire de A dans
E, Uensemble B notée CpA des éléments de E qui ne sont pas éléments de A :

B = CpA={z,inE/ = ¢ A}.

Notation II.30. Lorsqu’il n’y a pas d’ambigiité sur ’ensemble de référence E, comme c’est le cas en calcul des
probabilités, on note aussi A le complémentaire de A dans E.
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Propriété I1.31. Soient A, B et C trois ensembles quelconques. Alors nous avons les propriétés suivantes :
(i) AUB = BUA commutativité ;
(ii)) AN B = BN A commutativité ;
(iti) AU(BUC) = (AU B)UC associativité ;
(iv) AN(BNC)=(ANB)NC associativité ;
(v) AN(BUC) = (
(vi) AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC) distributivité de la réunion par rapport & lintersection ;
(vii) Si A C B et B C C alors A C C transitivité ;
(viii) Si AC B et ACE et BCE alors CpB C CgA;
(ix) AUD = A;
() AN =10;
(ri) Si ACE et BC E alors Cp(AUB) = CgAn CgB premiére loi de Morgan ;
(zii) Si AC E et BC E alors Cp(AN B) = CpAU CgB deuziéme loi de Morgan ;
(ziii) Si A C E alors CpCrA = A;

(ziv) (ANB)U(CaupANB)=AUB et
(AnB)N (CAuBAﬂB) =0

(zv) AUA=A;
(zvi) ANA=A.

ANB)U(ANC) distributivité de lintersection par rapport a la réunion ;

IIT Fonction, application

IT1.1 Introduction

La notion de fonction est une notion importante car elle permet de représenter des objets que nous utilisons
tous les jours. Si nous voulons par exemple étudier la taille de la population frangaise nous travaillerons avec la
fonction qui & chaque individu fait correspondre un nombre positif qui représentera sa taille en centimetres : la
taille est fonction de l'individu. Si nous voulons étudier une réaction chimique, nous pouvons étre intéressés par
exemple par la concentration d’un certain produit ”en fonction du temps” : la concentration est fonction du temps.

IT1.2 Définitions

Définition ITI.1 (Fonction—Application). Une fonction ou application définie sur un ensemble E et d valeurs dans
un ensemble F' est une correspondance entre éléments de E et de F' qui a tout élément de E associe un élément de
F et un seul.

Notation III.2. Une application de E dans F sera notée de la facon suivante :

f:E — F

r — y= f(z);

(i) E s’appelle 'ensemble de départ de la fonction ou application ;
(i) F s’appelle l'ensemble d’arrivée de la fonction ou application ;
(iii) f(x) s’appelle limage de x par la fonction ou Uapplication f ;
(i) x est un antécédent de y par la fonction ou application f.
Remarque 111.3. On fait parfois la distinction entre fonction et application :

— Une fonction associe a chaque élément de l’ensemble de départ E au plus un élément de l’ensemble d’arrivée
F. On définit alors le domaine de définition de la fonction f par l’ensemble des éléments de l’espace de
départ qui ont une image dans l'ensemble d’arrivée : domf = {x,inE/f(x) existe}. Dans ce cas on peut
définir application

g:domf — F
v o gl@) = f().

— Dans ce cours, nous ne ferons pas de différence entre fonction et application.
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Remarque II1.4. (i) Nous distinguerons soigneusement la fonction ou lapplication f et la transformée f(x)
d’un élément x de E. Ce transformé est un élément de F'.

(i) Pour définir la régle qui a x élément de E associe f(x) élément de F nous utiliserons la notation suivante :
x+—  f(x). Par suite nous définirons complétement une fonction f par :

f:E — F
x —  f(x).

Exemple III.5.

f:{Jean, Paul, Marie} — {bleu, marron}
Jean +— bleu
Paul +~—— marron
Marie +—— marron.

f représente Uapplication qui a chacun des individus Jean, Paul, Marie associe la couleur de ses yeux. Nous pouvons
ici représenter la fonction f par :

» marron

FIGURE 1.2 — Fonction couleur des yeuz.

Exemple II1.6. On désire représenter la relation “est le pére de”. Nous pouvons avoir par exemple :

FIGURE 1.3 — correspondance est le pere de.

Mais nous ne pouvons pas représenter ceci par une fonction car Paul n’a pas qu’un seul enfant, cf. la figure 1.3.

Exemple I11.7.
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fR —
r — 22
Nous avons alors :f(3) =32 =3x3=9 et f(—5) = (=5)% = 25.
(i)
R

R —
r — 2x+1.

Nous avons alors :f(3) =2x3+1=7et f(=5) =2 x (=5)+1=-9.

Définition IIIL.8 (Egalité de deux applications). Deuz applications [ et g sont dites égales si et seulement si
(i) on a légalité des ensembles de départ de f et g;
(ii) on a l’égalité des ensembles d’arrivée de f et g;

(#ii) pour tout élément x de l’ensemble de départ commun on a f(x) = g(x).
Notation II1.9. On notera F(E,F) ou FE, I’ensemble des applications de E dans F.

Définition II1.10 (Restriction, prolongement). Soit f une application de E dans F'.

i) Si A est une partie de F, la restriction de f a A, notée f 4 est Uapplication de A dans F définie par : pour
|
tout v € A, fla(z) = f(x).
(i) On appelle prolongement de f tout application g définie sur un ensemble A contenant E vérifiant : pour tout
r € Boglx) = f(a).

Définition II1.11 (Injection, surjection, bijection). Soit f une application de E dans F.
(i) [ est une injection, on dit aussi que [ est injective, si et seulement si
Vee ENNy e Ex#y= f(z)# f(y)
(i) f est une surjection, on dit aussi que f est surjective, si et seulement si

Yy € F,3x € E tel que f(x) =y.

(iii) f est une bijection, on dit aussi que f est bijective, si et seulement si f est injective et f est surjective.

Remarque I111.12. (i) Dire que f est injective signifie que l'image de 2 éléments de l’ensemble de départ F
par f donne 2 éléments de ’ensemble d’arrivé F différents.

(i) Pour démontrer que f est injective, on utilise souvent la contraposée f de la définition, c’est-a-dire
Ve € E\Ny € E, f(x) = f(y) =z =y.

(i) Dire que f est surjective, c’est dire que tout élément de l’ensemble d’arrivée F posséde au moins un
antécédent.

(iv) Dire que f est une bijection signifie que tout élément de l’ensemble de d’arrivé posséde un et un seul
antécédent :

Yy € F,3\z € E tel que f(z) =y
(le caractére | dans Uexpression ci-dessus se lit unique).

Exemple II1.13.
()

f:4{1,2,3} — {a,b}
1 — a
2 — b
3 — a

f est une surjection, mais pas une injection (a posséde deux antécédents 1 et 3 : f(1) = f(3) =a).
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(i)

f:4{1,2,3y — {a,bcd}
1 — b
2 — ¢
3 — d

f nest pas une surjection (a ne posséde pas d’antécédent), mais f est injective.

(ii)

f:4{1,2,3} — {a,b,c}
1 +— b
2 — a
3 — ¢

f est une bijection.

Définition III.14 (Composée de 2 applications). Soient E, F et G trois ensembles et [ et g deux applications
respectivement de E dans F' et de F' dans G. On appelle composée des applications f et g Uapplication h = go f
définie par
h=gof:E — F
e

T

Exemple I11.15. Soient

f:R — R

r — 2x+3
g:R — R

y — g(y) =siny

alors
gof:R — R
x +— (go f)(z)=sin(2z + 3).

Propriété I11.16. Si f : E — F,g: F — G et h : G — H sont 3 applications alors (hog)o f =ho(go f) que
l’on notera aussi hogo f.

Définition IT1.17 (Application réciproque). Soit f une bijection de E dans F, on appelle application réciproque
Uapplication notée f~1 définie par :

F — F
y — [Ty ==,
Propriété II1.18. (i) L’application réciproque est une bijection.

(i) (f~1)~1=F.
(iii) Si f est une bijection on a f~lof =idg et fof~! =idp ouidp etidr sont respectivement les applications
identité de E et F.

Définition I11.19. Soit f : E — F une application de E dans F'.

(i) Pour toute partie A de E, on appelle ensemble image directe de A (ou image de A) l'ensemble :
f(A)={ye F.3z € A, f(z) = y}.
(i) Pour toute partie B de F, on appelle ensemble image réciproque de B l’ensemble :

~YB) = {z,inE/f(x) € B}.



12 CHAPITRE 1. VOCABULAIRE DE LA THEORIE DES ENSEMBLES

Remarque II1.20. (i) f est une surjection si et seulement si f(E) = F.

(ii) Il ne faut pas confondre f=1 introduit ci-dessus avec l’application réciproque d’une bijection. En pratique,
c’est le contexte qui donne la signification.

(iii) f est une bijection de E sur F si et seulement si f est une application et f=*({y}) est un singleton pour
tout y € F.

Les propriétés suivantes ne doivent pas étre connues par coeur, mais elles doivent pouvoir étre retrouvées
rapidement :
Propriété I111.21. (i) f~Y(AUB) = f~1(A) U f~Y(B);
(ii) [ ANB) = [~1(A)n f(B) ;
(iii) F(AUB) = f(A) U f(B);
(iv) f(ANB) C f(A)Nf(B);
(v) F(F(B)) C B;
(vi) AC fH(f(A));
(vii) 11 (CpB) = Cu(f(B)).
Démonstration
Démontrons par exemple (7). Par définition f~*(ANB) = {z € E, f(z) € ANB} ={z € E, f(z) € Aet f(z) € B}.

D’autre part f~H(A) N f~Y(B)={z € E/f(z) € Ayn{z € E/f(x) € B}. D’ou le résultat. O
On peut démontrer d’autres résultats comme

Théoreme II1.22. Une application f de E dans F est injective si et seulement si pour tout (A, B) € P(E) x
P(E), f(ANB) = f(A) N (B).

Démonstration

(i) Démontrons tout d’abord 'implication f injective = pour tout (A, B) € P(E)xP(E), f(ANB) = f(A)N(B).
On pose F’' = f(E) et g application
E — F
v — gla) = f@).
Alors f est injective si et seulement si g est une bijection. Posons maintenant h = ¢g~! alors pour tout A et

Bonah Y (ANB) =h"1(A)Nh~1(B). Mais h=! = g et pour tout sous-ensemble A de E, f(A) = g(A),
d’ou le résultat.

(ii) Réciproque. Supposons donc que 'on ait la propriété : pour tout (4,B) € P(E) x P(€),f(AN B) =
f(A) N (B). Soient x et y deux éléments distincts de E et posons A = {a} et B = {y}, alors AN B = {
et( d)OHC J(”(f)‘1 NB) = f(0) = 0. Par suite f(4) N f(B) = f({z}) N f{y}) = {f@@)} n{f(y)} = 0, donc
f(@) # f(y)-

IV Indices, familles

IV.1 1Indices et sommation

Nous utiliserons souvent des notations avec des indices, ceci permet de noter différents éléments d’'un méme
ensemble. Nous noterons par exemple x1,Zs,...,2x11 11 nombres réels.
Ces indices permettent aussi d’écrire des sommes et des produits de nombres. On écrira notamment

n
>
k=1

pour la somme x1 + x5 + -+ + x, €t

n

S
k=1

pour le produit x1 X g X -+ X x,.
Dans ces notations l'indice k joue un role opératoire. On ’appelle 'indice de sommation.
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Lorsque le contexte est suffisamment claire on écrit simplement :
S e T
k k

, et méme parfois

Zxk et Hmk

Remarque IV.1. Le produit des deux sommes Y ._, x) et > »_, yi est une somme de np termes. En effet nous
avons

(£) () -5 »

=1 11=1
car

(x1+x2+---+xn)(y1+---+yp)le(y1+--~+yp)+032(y1+~--+yp)+-~-+xn(y1+~--+yp).

Remarque IV.2. Dans lezpression de gauche de la formule (1.1) nous aurions pu prendre la méme lettre pour
les indices k et 1, mais nous ne pouvons pas le faire dans l’expression de droite.

Remarque IV.3. On peut intervertir l’ordre des sommes :

S ()

k=11=1 k=1 \i=1

n
= Z(xkyl + e TRYp)

=1

Remarque IV.4. Nous avons :

(zcnlxn) ( nlx"> - <ix">2 - iikaz éximzxm

k= k=1 k=11=1 k<l

Nous venons de voir le cas ol il n’y a qu’un seul indice, mais souvent dans la pratique nous avons besoin de
plusieurs indices. Nous noterons par exemple
('rij)i:L...,n s i=1...,p
les nombres 211,212, ..., %1p, T21, - - -, Tnp. La notation
n P
> i
i=1 j=1
signifie 11 + - -+ + 2np. On note parfois cette somme double :
S
0,J
Remarque IV.5. La formule
n
3wt
k=1
signifie en général
ao+ a1z + -+ agz® + -+ apa”,
ot
k _
¥ =xrx---xzx.
—_—————
k fois
Définition IV.6 (Symbole de Kronecker). On appelle symbole de Kronecker les nombres d;; définis par :
51']' =1si1= j,
(51']‘ =0 si 1 7& ]
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IV.2 Définitions

On supposera toujours ici que les ensemble I et J sont non vides.

Définition IV.7 (Famille, sous-famille). Soient I et E deux ensembles. Une application f de I dans E s’appelle
également une famille d’éléments de E. On utilise alors la notation indicielle : I s’appelle l’ensemble d’indices,
Uimage f(i) d’un élément i € I se note x; et la famille f est notée (x;)icr. Si J est un sous-ensemble de I la
restriction de f = (x;)icr @ J, notée (x;)jcs, est appelée sous-famille de la famille (x;)icr.
Remarque IV.8. (1) Si I est fini, la famille est dite finie. Si I = {1,...,n}, on note cette famille (x;)i=1,...n-
(i) Si I =N, la famille (x,)nen s’appelle aussi une suite d’éléments de E
(iii) Une suite extraite de la suite (xn)nen est une sous-famille de la forme (y;)ien 00 y; = Ty(i) el @ est une
application de N a valeurs dans N strictement croissante.

On utilisera souvent les familles d’ensembles c’est-a-dire une famille d’éléments de P(E). On notera une telle
famille (A4;)icr, les A; étant des éléments de P(E), c’est-a-dire des sous-ensembles de E.

Définition IV.9 (Union et intersection d’un nombre quelconque d’ensembles). Soit E un ensemble et (A;)icr
une famille de parties de E

(i) on appelle union des ensembles A;, i € I, ’ensemble noté U;c1 A; des éléments qui appartiennent d au moins
un ensemble A;
UAZ:{.’ﬂ, E'ZGI, CL’GAl}
iel

(ii) On appelle intersection des ensembles A;, i € I, l’ensemble noté N;crA; des éléments qui appartiennent
tous les ensembles A;
ﬂAi:{x, Viel, xe A}
iel
Exemple IV.10. Soit A; =[i;i+1] i€ R
(i) Si1=1{0,1/2,1,3/2,2} alors
U4 = [0, 11u(1/2. 3/2[U[1,2U[3/2. 5/2[U[2, 3[= [0, 3].
el
(i) Si I ={2"P,p e N} alors
Uai=Jl™.27+1[=]02[

el peEN
(#ii) Si I =10,1/2[ alors
JA4i=103/2].

i€l
Remarque IV.11. Si Card(I) = 2 on retrouve les définitions de ['union et de lintersection de deux ensembles.
Notation IV.12. (i) Si I ={1,2,...,p} on note aussi :
P
iel  i=1
et
P
iel  i=1
(1i) Si I =N on note aussi :

U-y-U

i€l €N =0
400
icl i€EN =0

Les propriétés 11.31 et I11.21 se généralisent aux cas des familles d’ensembles.
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Propriété IV.13. Soient (A;)icr et (Bj)jes deux familles de parties d’un ensemble E alors :

(i)
(Us)n(Um)- U wam,

icl JjEJ (i,)eIxJ

(ii)

JjE€J (i,9)€IxJ

(n&)u(naj— N o)
(iii)
(

(i)
(v)
(vi)

IV.3 Produits

Définition IV.14. Soit (A;);cr une famille d’ensembles, on appelle produit de la famille (A;);cr Uensemble, noté
[Lics Ai, des familles (x;)icr avec, pour tout i € I, z; € A;.

Propriété IV.15. (i) Si pour tout i, A; # 0, alors [];c; Ai # 0.

(i) La contraposée de la propriété précédente s’écrit :
Si [1;er Ai = 0 alors il existe un indice i € I tel que A; = (.

Notation IV.16. (i) Si pour tout i € I, A; = E, on note [[;c; Ai = EL.

(ii) On retrouve ainsi la notation de l’ensemble des applications de E dans F, F¥ = F(E, F).

Remarque IV.17. Si I = {1,...,n}, on note aussi (z;)i=1,.. n = (T1,...,2n) €t
[T4i=]]A4i =41 x-x A,
i€l i=1

V Relation d’équivalence

V.1 Définitions

Définition V.1 (Relation binaire). On appelle relation binaire sur un ensemble E, la donnée d’un sous-ensemble
I' de E x E. On notera x Ry, et on dira que l’élément x de E est en relation avec l’élément y de E, lorsque le
couple (z,y) appartiendra o T.

Définition V.2 (Relation d’équivalence). Soit R une relation binaire sur E. R est une relation d’équivalence sur
E si et seulement si les 8 propriétés suivantes sont vérifiées.
(i) Pour tout x € E, x R x (réfexivité) ;
(ii) pour tout (z,y) € E*,x Ry =y R x (symétrie) ;
(iii) Pour tout (z,y,2) € E®,(x Ryety R 2) = x R z (transitivité).
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Définition V.3 (Classe d’équivalence). Soir R une relation d’équivalence sur un ensemble E et x un élément de
E. On appelle classe d’équivalence de x l’ensemble noté [x] de tous les éléments de E qui sont en relation avec x :

[z] = {y € E,xRy}.

Propriété V.4. (i) [z] # 0 car x € [z] ;
(i) Siy € [z] alors [y] = [z] ;
(i11) Soient x et y deuzx éléments de E alors [x] N [y] =0 ou [z] = [y].

Démonstration

(i) Evident.

(ii) Siy € [z] alors xRy et donc yRx grace a la symétrie et donc x € [y]. Montrons maintenant que [y] C [z].
Soit donc z € [y] alors yRz, mais comme y € [z], on a xRy, donc par transitivité xRz et z € [z]. Il reste &
montrer U'inclusion inverse, mais elle est immédiate. En effet si y € [z], on a vu qu’alors = € [y]. Donc en
intervertissant les roles de = et y dans la démonstration de [y] C [z], on démontre que [z] C [y].

(iii) Siy € [z] alors le point précédent dit que [z] = [y]. Si y ¢ [z] alors [x] N [y] = §; sinon il existe z € [z] N [y]
et donc xRz et yRz, mais cela implique que =Ry, ce qui n’est pas possible.

O

Définition V.5 (Ensemble quotient). Soit R une relation d’équivalence sur l’ensemble non vide E. Le sous-
ensemble de P(E) constitué des classes d’équivalence s’appelle l’ensemble quotient de E par R et se note E/R.

Définition V.6 (Partition). On appelle partition d’un ensemble E, tout sous-ensemble S de P(E) dont les éléments
sont non vides, disjoints deux a deux et dont la réunion donne E :

(i) VAe S,A#0D;
(ii) V(A,B) € S, A#B=ANB=10;
(iti) UpesA=FE.
Théoréme V.7. Soit R une relation d’équivalence sur l’ensemble non vide E, l’ensemble quotient E/R est une

partition de E et réciproquement si S est une partition de E il existe une relation d’équivalence et une seule R
telle que S = E/R.

Démonstration
L’implication est immédiate. Pour la réciproque, soit donc S une partition de E non vide. Si R existe, les classes
de R sont les éléments de S, par suite la relation doit étre :

rRy< dJAe S,z € Aety € A.

On a donc 'unicité. Pour 'existence, il suffit de vérifier que la relation ainsi définie est bien une relation d’équivalence,
ce qui est immédiat. O

Si R est une relation d’équivalence sur E non vide, d’apres ce qui précede pour tout x dans E il existe un unique
élément A de E/R tel que z € A (A = [z]).

Définition V.8 (projection canonique). Soit R une relation d’équivalence sur E non vide. On appelle projection
canonique de E dans E/R application surjective
p:E — E/R
v — pz) =[]

Théoréme V.9 (Décomposition canonique d’une application). Soit f une application de E dans F. On désigne
par R la relation dans E définie par :

xRy < f(x) = f(y).
Alors R est une relation d’équivalence ; si j désigne l’injection :
j:f(E) — F
y — =y,

et sip désigne la projection canonique de E dans E/R, alors il existe une application unique f : E/R — f(E) telle
que f =jo fop. De plus f est une bijection.
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Démonstration
Le fait que R soit une relation d’équivalence est trivial. Par construction f est constante sur les classes d’équivalence
de R. On définit alors f par I'application qui & une classe d’équivalence associe cette valeur commune : f([z]) = f(y)
pour tout y € [z]; ceci montre I'existence et 1'unicité. Montrons maintenant que f est une bijection. Pour la
surjectivité, il suffit d’écrire que pour tout y € f(E), il existe z € E tel que f(x) = y et donc f([z]) = f(z) = y.

Pour I'injectivité considérons A et B dans E/R tels que f(A) = f(B) et soit x € A et y € B, alors f(z) = f([z]) =
f(A)=f(B) = flyl = f(y); donc 2Ry et A= B. O
On peut "visualiser” la décomposition canonique par le diagramme dit commutatif 1.4.

E —1 ., F

g d

E/R — . f(B)

FIGURE 1.4 — Schéma commutatif de la décomposition canonique d’une application.

VI Relation d’ordre

Définition VI.1. Soit R une relation binaire sur un ensemble E. On dit que R est une relation d’ordre si et
seulement si

(i) pour tout x € E, xRx (réflexivité) ;
(ii) pour tout (z,y,z) € E3(xRy et yRz) = xRz (transitivité) ;
(iii) pour tout (x,y) € E*(zRy et yRx) = x =y (antisymétrie).
Un ensemble muni d’une relation d’ordre est dit un ensemble ordonné.

Notation VI.2. Le plus souvent une relation d’ordre est notée <. Dans ce cas on note aussi (x <y et x #y) par
<y

Définition V1.3 (Ensemble ordonné). On appelle ensemble ordonné tout ensemble E muni d’une relation d’ordre
R.

Définition VI.4 (Ordre total). Un ordre est dit total si x # y = ((x < y) ou (y < x)). Il est dit partiel dans le
cas contraire.

Exemple VI.5. Sur N la relation < est un ordre total.
Exemple VI.6. Sur P(E) la relation C est un ordre partiel si card(E) > 1.

Définition VI.7 (plus grand élément, plus petit élément). Soit E un ensemble ordonné, on appelle plus grand
élément ou élément maximum (respectivement plus petit élément ou élément minimum), U'élément M = Max F
(respectivement m = Min E) de E, s’il existe, tel que pour tout x € E,x < M (respectivement m < x).

Remarque VI.8. Dans la définition on parle de l’élément avec l'article défini et non d’un élément avec ’article
indéfini. Ceci implique que cet élément s’il existe est unique. En effet si My et My sont deux plus grands éléments
alors My < My et My < My, donc My = M.

Exemple VI.9.

Dans P(E), E est un plus grand élément et () est un plus petit élément.

L’ensemble N posséde 0 comme plus petit élément mais ne possede pas de plus grand élément.

Toute partie non vide de N admet un plus petit élément (cette propriété de N est fondamental).

Définition VI.10 (Majorant, minorant, partie bornée). Soient E un ensemble ordonné et A une partie de E. Un
élément M (respectivement m) de E est dit un majorant (respectivement minorant) de A si et seulement si pour
tout v € A,x < M (respectivement m < x). Si A admet au moins un majorant (respectivement minorant) on dit

que A est majorée (respectivement minorée).
A est bornée si et seulement si elle magjorée et minorée.

Exemple VI.11.
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Soit E un ensemble non vide et P(E) ordonné par Uinclusion. A = {{z},x € E} C P(E) est majoré dans P(E)
par E, mais il n'est pas majoré dans P(E)\E.

Dans R, [0, 1] est magjoré par 1, par 10 par 10 000.
Définition VI.12 (borne sup, borne inf). Soient E un ensemble ordonné et A une partie de E. La borne sup
(respectivement borne inf) de A dans E est , s’il existe, le plus grand élément noté SupgA, ou Sup A s’il n’y a

pas de confusion possible, (respectivement plus petit élément noté Infr A, ou Inf A) de l’ensemble des majorants
(respectivement minorants) de A dans E.

Remarque VI1.13. Soit A une partie d’un ensemble totalement ordonné E. Un élément M est une borne supérieure
de A dans E si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(i) Pour tout v € A,x < M (M est un majorant de A dans E);
(ii) Pour tout y dans E tel que y < M, il existe v € A tel que y < x.

Exemple VI.14. (i) La borne sup de [0,1] est 1.
(#i) La borne sup de [0,1] U [3,4] est 4.

Remarque VI.15. Si A posséde un plus grand élément (respectivement un plus petit élément) alors c’est la borne
sup de A (respectivement la borne inf de A) : Max A = Sup A (respectivement Min A = Inf A).

VII Equation

Soient f et g deux applications de E dans F. Résoudre I’équation f(z) = g(x) c’est chercher les z € E dont les
images par f et g coincident.

Remarque VIL.1. Ici dans Uécriture f(x) = g(z) le signe = n’a pas la méme signification que par exemple dans
(a+ b)2 = a? + b2 + 2ab. En effet cette dernicre expression signifie que le membre de gauche est toujours égale au
membre de droite, alors que lorsque 'on veut résoudre f(x) = g(x) on cherche x tel que I’égalité soit vraie.

Soit E = F = R alors résoudre f(x) = g(x) est équivalent & résoudre h(z) =0 ou :

h:R — R
z — h(z)=f(z)—g(z)

Résolvons maintenant les équations dans R du premier degré. Soit donc

f:R — R
x — f(z)=ax+Db

ou a et b sont fixés. Résoudre f(z) = 0 conduit alors immédiatement aux deux cas suivants :
(i) Sia#0 alors S ={-b/a}
(ii) Sia =0 alors
(a) Sib#0alors S =10
(b) Sib=0alors S=R

Résolvons maintenant les équations dans R du deuxieme degré. Soit donc

f:R — R
r — f(z)=ax’+bx+c

(i) Si a =0 alors nous sommes ramenés au cas précédent.
(ii) Sia # 0 alors

b
ax2+bx+c:a<x2+x+c> =a
a a

+£ 2_b2—4ac
. 2a 4a?

Nous avons donc trois possibilités :

(a) Si A =b?— 4ac < 0 alors
_b2 —4ac >0
4a?

et donc f(z) > 0 pour tout x. Par suite S = ().
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(b) Si A =0 alors S = {-b/2a}
(c) Si A >0 alors A =62 avec § >0 et

f(x)a[(:ﬂJr b;a‘s) <x+

il y a donc deux solutions

S

{

—b+6 —b—9
2a = 2a

b+ 6
2a

|

)

19
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VIII Exercices

VIII.1 Exercices avec solutions

Exercice 1. On considére les données suivantes

1 0 1 2 3
17 0 1 4 9]

On note (x;)i=1,...5 (respectivement (y;)i=1,...,5) les données de la premiére (respectivement deuxiéme) ligne.
1.1. Caleuler =30 @ et =30, y;.

1.2. Calculer .

SPE(x,y) = Z(Ii —)(yi — ).

i=1

SPE signifie somme des produits des écarts.

1.3. Calculer .
Z T;Y; — NTY.
i=1

Correction

1.1. z2=1ety=3.

1.2. Calculer
SPE(z,y) = 20.
1.3.
5
> wiy; —nEy=35-5x1x3=20.
=1
O

Exercice 2. Soit f une fonction de R dans R.

2.1. Comment, a Uaide de f(x), écrire que f est positive ¢

2.2. Ecrire la négation de l’assertion précédente.

2.3. Que pensez-vous de Vx € R, ((f(z) > 0)ou(f(z) <0))”?

2.4. Que pensez-vous de "(Vx € R, f(z) > 0)ou(Vz € R, f(z) <0))” ¢

Correction

2.1. Vz € R, f(x) > 0.
2.2. La négation s’écrit Iz € R, f(x) < 0.

2.3. L’assertion affirme que pour tout nombre réelle le nombre réelle f(x) est (positif ou nul) ou est (négatif ou
nul). Cette assertion est donc vraie.

2.4. Cette assertion signifie que f est positive ou nulle ou que f est négative ou nulle. Ce qui est en général fauz.
O

Exercice 3. Soient A, B,C' trois ensembles tels que AUC C AUB et ANC C AN B. Montrez que C est inclus
dans B

Correction

Soit « dans C, alors z € AUC C AU B. Par suite z € A ou = € B. Nous avons donc ceux cas
— Size A alorsz e ANC C ANBetdoncx € B
— Siz ¢ A, alors x € B.
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Dans ces deux cas x € B. O

Exercice 4. Soit I in ensemble fini d’indices et (A;)icr et (B;)er deux familles de parties d’un ensemble E telles
que pour tout i € I, A; U B; = E. Démontrer que :

(Ur)(0n)- (un)o(00) -+
Correction

Omn a (Uiel Ai) U (ﬂiel Bi) C E. 1l suffit donc de montrer l'inclusion inverse. Soit donc « € E on a alors deux cas
exclusifs :

— Soit il existe ¢ € I tel que x € A;; alors z € (Uiel Ai) U (ﬂie[ Blv).

— Soit pour tout i € I,z ¢ A;, mais alors pour tout i € I,z € B; et donc € (;; Bi et # € (U;e; 4i) U

(ﬂiel Bi)'

En échangeant les roles des ensembles A; et B; on a la deuxieme égalité. O

Exercice 5. On considére l’application

f:R — R:

x — e

5.1. Déterminer f=1({1,e}).
5.2. Soit y € R, déterminer f~'({y}).
5.3. f est-elle bijective ?

Correction

5.1. La fonction exponentielle est une bijection de R dans R de fonction réciproque log, donc

2z+1

1
f@) =l =l 2+ 1=logl =0 =2z =—.

et
2z+1 __

flz)=e<=e =e<=2z+1=loge=1<=x=0.
Par suite f~1({1,e}) = {0, —1/2}.
5.2. Soity € R, la fonction log étant bijective on a :

—1+logy

y=e =logy=20+1<= 2= 5

Donc

n = { T

5.3. Tout élément y € R admet un antécédent et un seul, par suite f est une bijection.
O

Exercice 6. Soit A € P(E). On définie application

ua:P(E) — P(E)
X — XnNA.

6.1. Montrer que si A # E alors ua n’est pas injective.
6.2. Montrer que uy est surjective si et seulement si A = E.

Correction

6.1. Si A+ FE alors ua(A) = A=uas(E) et donc ua n’est pas bijective.
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6.2. — Implication.
Supposons donc que uy soit surjective, alors il existe B C E tel que ua(B) = BN A = E. Par suite A=E.
— Réciproque.
Si A= FE alors ua = idpg) est une bijection, elle est donc surjective.

O
> Exercice 7. On définit sur Z la relation binaire xRy <= x — y est divisible par 9, c’est-a-dire
TRy <= dpeZ,z —y=09p.
7.1. Montrer que cette relation est une relation d’équivalence.
7.2. Donner les classes d’équivalence.
7.3. Montrer que tous les nombres 10", n € N sont dans la méme classe d’équivalence.

7.4. Soient [q] et [¢] deuz éléments de Z/R. On définit 'addition de [q] et [¢'] par [q]+[¢'] = [q + ¢']. Montrer que
ceci est bien défini, c’est-a-dire que cette somme ne dépend pas des éléments de Z pris dans les classes [q] et [¢'].

7.5. Soit a = ap...a1a9 = a, 10" + -+ a110 + ag 0% an,...,ag sont des éléments de {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Montrer que [a] = [a, + -+ + ag].

Correction

7.1. (i) Rélexivité.
Pour toutx € Z,x —x =0=0x9, donc zRzx.
(i) Symétrie.
Supposons que xRy, alors il existe p € Z tel que x —y = 9p, donc y —x = 9(—p) et yRx.
(iii) Soient x,y et z trois entiers relatifs tels que xRy et yRz, donc il existe p et p’ dans Z tels que x —y = 9p
ety—z=9p. Parsuitex —z=(zx—y)+(y—2)=9p—9p =9(p—p') et zRz.

7.2. Il y a 9 classes d’équivalence :
— [0] = {x € Z/x = I}, c’est-a-dire U'ensemble des entiers relatifs divisibles par 9.
— [l]={x€Z/z=9+1}.

— Bl={x € Z/z=9p+8}.
3. 10" =9... 1= 1...14+1€[1].
7.3. 10 9...94+ 9 x +1e1]
n fois n fois
7.4. Soient x et y deuz éléments respectivement de [q] et [¢']. On peuz toujours considérer que q et ¢ sont dans
{0,1,2,3,4,5,6,7,8}. Doncx =9p+qety=9p"+q eta+y=90p+p)+q+d €lg+q]
7.5.
0] = (10", {1001+ {oo] = [an)+ - FHar oo = [an + -+ + ao).
Nous venons de démontrer en particulier qu’un nombre entier est divisible par 9 si et seulement si la somme de

ses chiffres est divisible par 9.

O

VIII.2 Exercices avec indication
> Exercice 8. Soit E = {1,2,3,4,5}. Pour chacune des assertions suivantes, dire si elles sont vraies ou fausses, et
le justifier.
(i) Vee E,Jye E,x <vy;
(i) Iy e E\Nz € E,x <vy;
(iti) Ve € E,Jy € E;x <y ;
(iv) Yy € ENz € B,z <y.

> Exercice 9. Soit (4;)icr, I = {1,...,n} une famille finie de parties d’un ensemble E. En admettant les lois de
Morgan de la propriété I11.31 démontrer que



VIII. EXERCICES

9.1.
J(Crai) = Cr
iel
9.2.
iel
Indication

9.1. La démonstration se fait par récurrence sur n.
9.2. Idem.

O

(
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N

i€l

U4

iel

)
)
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