ENSEEIHT — 1ére Année Sciences du Numérique 2022-2023
INTEGRATION ET APPLICATIONS TD 3

TD 3 — Intégrales et théoremes limites

> Exercice 1. Soit (E, A, i) un espace mesuré. Soit (fy,)nen une suite décroissante de fonctions
mesurables positives. Soit f = inf,cn fin-

1.1. Montrer que:/fd,ug lim /fnd,u.
E
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1.2. Montrer que si 3N € N t.q. / fvdp < +o0, alors  lim / fondu = / fdu.
E n—+oo J g E

Remarque. On rappelle que A est la mesure de Lebesgue.

> Exercice 2. Justifier que 'intégrale de Lebesgue et 'intégrale de Riemann coincident pour les
fonctions suivantes et calculer sa valeur.

2.1. sin(z) sur l'intervalle [0, 7].
2.2. e""cos(x) sur R .

1
2.3. 1+7 sur R+

2.4. ﬁ]l[o’zﬂ () + 51y foo(z) sur R}.

Remarque. Dans le restant des deux TD, on s’affranchira de la démonstration systémique de
I’équivalence entre I'intégrale de Riemann et celle de Lebesgue.

> Exercice 3. Pour chacune des suites (f;,),cn+ de fonctions boréliennes de R, dans R suivantes,
calculer

lim / FudA.
+

n—+oo JR
3.1. Vne N", Vz € R, falz) = sin(nx)]l[oyn] ().

3.2. Vne N, Va € R, falz) = |cos(x)|%e_x.
3.3. Vne N, Vz € Ry, fo(z) = (1= 5)"cosz Ly, (7).

>> Exercice 4. On considere I'espace mesuré (]R:,B(Ri), A). On pose :

VneN, f.o R — R
ne %

V14+n2z2

mesurable de (R, B(R’,)) dans (R, B(R)). Utiliser le lemme de Fatou pour montrer que

Z > ful®) =

/ fndh — +o0.

n—-+o0o

Indication : on admettra que /* —d)\ = +o0.
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