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Chapitre 1
Quelques rappels

Définition 1.0.1. Injection.
Soit E, F des ensembles, f : E — F est une injection siVx,y € E, f(z) = f(y) =z =1y.

Définition 1.0.2. Surjection.
Soit E, F des ensembles, f : E — F est une surjection siVz € F, 3z € E tel que f(z) = z.

Définition 1.0.3. Bijection.
Soit E, F des ensembles, f : E — F est une bijection si f est une injection et une surjection.

Proposition 1.0.4. Soient E, F,G des ensembles. Soient f : E — F, g: F — G. Alors [f
et g injectives] = [go f injective].

Démonstration. Soient xz,y tels que g o f(z) = go f(y). L’application g est injective donc
f(z) = f(y). L’application f est injective donc x = y. O

Définition 1.0.5. On dit qu’un ensemble E est dénombrable s’il existe une injection de E
dans N. Dans le cas ot E est infini, on peut alors démontrer qu’il existe alors une bijection
de E dans N.

Exemple 1.0.6. Tout ensemble fini est dénombrable.

Exemple 1.0.7. Z est dénombrable car l'application

f:Z — N
2n stin>0
—2n—1 sin<0

k

est bijective (donc injective).
Exemple 1.0.8. N x N est dénombrable car l'application

f:NxN — N

(p+q)(p2+q+1) tq

(pq) ~
est bijective (donc injective).
Exemple 1.0.9. L’ensemble Q est dénombrable. L’ensemble R n’est pas dénombrable.

Proposition 1.0.10. Si on a Ey, Eq, ..., E,, ...des ensembles dénombrables alors E =
EyUELUEyU--- = gOEn est un ensemble dénombrable.
n=z

(En d’autres termes, une réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable.)
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2 CHAPITRE 1. QUELQUES RAPPELS

Démonstration. Pour tout ¢ > 0, E; est dénombrable donc 3f; : E; — N injective. Pour
T € gOEn, on choisit i(z) le plus petit entier tels que x € E;,). Soit
nz

F: UE, — NxN
n>0
r = (i(x), fiz)(x)) six € E;

Cette application F est injective. L’ensemble Nx N est dénombrable donc il existe g : NxN —
N injective. Par la proposition Iﬂ_ﬁfl, g o I est injective. Donc goE" est dénombrable. [J
nz

Exemple 1.0.11. Rappel : Si f : E - F et ACF, f7Y(A) ={z € E: f(z) € A}. Si
CCE, f(C)={f(x),z e C}.
On considére Uapplication f : R — R, x — 2.

1. Déterminer £(1=3,—1)), £(1=3,1]), £(] - 3.1)).

2. Déterminer f~1(] — o0,2]), f~*(1,+oc[), f~1( —1,0] U1, 2]).

Correction :
1. f([=3,-1]) = [1,9], f([-3,1]) =[0,9], f(] —3,1]) = [0,9[.
2. f_ (] ]) \/ﬁv\/é]: f 1(]1 +OOD ] OO,—l[U]l,—‘rOO[, f_l(]—l,O]U[1,2D =

=[-
{0ju] - \f 1JU1,v2[
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Chapitre 2

Théorie de la mesure

2.1 Tribus

Dans la suite, on utilisera un ensemble E que 'on appellera « univers » en théorie des
probabilités.

Définition 2.1.1. Une famille A de parties de E est une tribu (sur E) si elle vérifie
1. E€A
2. Ae A= A° e A (stabilité par passage au complémentaire)

3. Ap, A1, As,--- € A = Up>9A4, € A (une réunion dénombrable d’éléments de A est
dans A)

Si A est une tribu sur E, on dit que (A, E) est un espace mesurable.

Remarque 2.1.2. On rappelle que :
— A={zecE:zx¢ A}
— Une tribu est un ensemble de parties.

Proposition 2.1.3. Stabilité par des opérations ensemblistes.
Soient A une tribu et Ag, Ay, Ag,--- € A, alors goA" € A. De méme une tribu est stable
n

par différence (A,B € A=— A\ B ={z;z € A,£¢ B} € A) et par différence symétrique
(AABeEA=— AAB=(A\B)U(B\A)e A)

Démonstration. On note pour tout n, B,, = AS. Donc, par définition d’une tribu, B,, € A,Vn

et U B, € A.
n>0

nNAa = nB¢
n>0

( par définition ) € A.
Les autres résultats se montrent de maniére semblable. O

Exemple 2.1.4. Pour n’importe quel ensemble E, A= {0, E} est une tribu.

Exemple 2.1.5. Pour n’importe quel ensemble E, et A C E, A = {0, A, A°,E} est une
tribu.

Exemple 2.1.6. Pour n’importe quel ensemble E, A = P(E) (les parties de E) est une
tribu.

Exercice 2.1.7. Une intersection de tribus sur E est une tribu sur E.

Démonstration. L’intersection des tribus contient E car chaque tribus contient E. Si A est
dans 'interstion des tribus, son complémentaire dans F est aussi dans toutes les tribus, donc
dans l'intersection. De méme pour la réunion dénombrable. O
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4 CHAPITRE 2. THEORIE DE LA MESURE

Proposition 2.1.8. Soit A C P(E), il existe une tribu notée o(A) telle que si B est une
tribu telle que A C B alors o(A) C B.

On dira que o(A) est la plus petite tribu contenant A, ou encore que o(A) est la tribu
engendrée par A. C’est lintersection de toutes les tribus contenant A.

Définition 2.1.9. Soit O [’ensemble de parties ouvertes de E pour une topologie donnée.
La tribu o(O) s’appelle la tribu des boréliens et se note B(O

Dans le cas ot E = R?, et d € N, on montre (cf exercice|2.1.1(} pour d = 1) que B(R?)
est la tribu engendrée par les boules ouvertes pour la norme Buclidienne de R, (ou pour la

valeur absolue de R, sid=1).

Exercice 2.1.10. Soit l’ensemble de parties de R U {400, —00} suivant :
A ={la,b[: a,b € RU {+00, —cc}}
(c’est ensemble des intervalles ouverts). La tribu o(A) est la tribu des boréliens B(R).

Exemple 2.1.11. Soit [a,b] intervalle fermé de R. Les intervalles | — oo, a[, b, +00[ sont
dans B(R). La famille B(R) est une tribu donc | —o0, a[U]b, +o0[€ B(R) (stabilité par réunion
dénombrable), et donc aussi (] — 0o, alU]b, +00[)¢ = [a,b] € B(R) (stabilité par passage au
complémentaire).

De méme, on peut montrer que tous les intervalles de R sont dans B(R), ainsi que tous les
singletons (les ensembles de la forme {z}, x € R).

Exercice 2.1.12. Montrer les relations suivantes :
1. Si AC B CP(E) alors o(A) C o(B).
2. SiACo(B) et BCo(A) alors o(A) =o(B).

2.2 Mesures

Notation 2.2.1. Dans le calcul des mesures, on adopte les conventions de calcul suivantes
(qui ne sont pas valables ailleurs) : Vo € R, x + 0o = 400, 0 X co = 0.

Définition 2.2.2. Soit E un ensemble muni d’une tribu A. On dit que [ est une mesure
(positive) sur (E,A) si :

1. p: A—[0,400] (elle peut prendre la valeur oo)

2. n(®) =0

3. si Ag, A1, A, - € A et sont deux & deuz disjoints alors ,u(nL>JOAn) = >0 M(An).

Exemple 2.2.3. Quand p est une mesure sur (E, A) telle que u(E) = 1, on dit que p
est une mesure de probabilité . La tribu A contient tous les événements possibles et, pour
A€ A, u(A) est la probabilité que A se produise.

Définition 2.2.4. Quand p est telle que u(E) < oo, on dit que p est une mesure finie.

Définition 2.2.5. Si on a une mesure p sur l’espace mesurable (E,.A), on dit que (E, A, u)
est un espace mesuré.

Exemple 2.2.6. Le triplet (N, P(N), card) est un espace mesuré. Nous avons vu (exemple
2.1.0) que P(N) est une tribu sur N. De plus :

1. Pour A € P(N), card(A)(= le nombre d’éléments de A) est bien dans [0, +0o0].

2. La partie O est de cardinal 0.
3. Si Ag, A1, -+ € P(N) sont deuz a deux disjoints, card( gOAn) =D >0 card(Ay).

Proposition 2.2.7. Croissance et mesure d’une différence
Soit (E, A, u) un espace mesuré. Soit A, B € A tels que B C A.
— Alors u(B) < u(A).
— 81, de plus 1(B) < 400, alors (A\B) = p(A) — u(B).
(Rappel : A\B={z:x€ Az ¢ B}.)



2.2. MESURES 5
Démonstration. On a p(A) = p(A\B) + u(B) (car A\B et B sont disjoints). Donc u(B) <
u(A). Si u(B) < 400, nous avons alors p(A\B) = u(A) — u(B). O

Proposition 2.2.8. Sous-additivité.
Soit (E, A, u) un espace mesuré. Si Ay, A1, Aa, -+ € A (pas forcément deux & deuzx disjoints).

Alors p( goAn) = ano 1(An).

Démonstration. On pose pour tout entier k > 1, By, = A\ Up<i<kp—1 A; (et nous avons
alors, par convention, By = Ag). Les ensembles By, By, Ba, ... sont deux a deux disjoints.
Nous avons

IU/(nLEJOAn) - N(ngan)

(car By, Bi, Ba, ... deux a deux disjoints) = Z w(By)
n>0

(car Vn, B,, C 4,) < Z w(Ay)
n>0

O

Proposition 2.2.9. Mesure d’une réunion croissante.
Soit (E, A, 1) un espace mesuré. Soient Ag, A1, € A tels que Ag C Ay C -+ C A, C
Api1 C ... Alors ,u(kL>J0Ak) = limy, 00 #(Ap)

Démonstration. Posons pour tout k > 1, By, = Ap\Ar1(={x:x € A, ¢ A+ k—1}) et

By = Ag. Les ensembles By, By, Bo, ... sont deux a deux disjoints. Donc
R )
= ) u(Br)
k>0
= Jlm ) nB)
k=0
On a Vn, >;_, u(Bi) = u(A,). Donc ,u(kgoAk) = limy,— 400 (Ap)- O

Proposition 2.2.10. Mesure d’une intersection décroissante.
Soit (E, A, 1) un espace mesuré. Soient Ag, A1,--+ € A tels que Ag D Ay D --- D A, D
Aps1 D ... et tels que p(Ap) < +oo. Alors u(kgoAk) = limy,— 100 1(An)-

Démonstration. Posons pour tout k, By = Ag\Agt1. Les ensembles By, By, Ba,... sont
deux a deux disjoints. ~ On pose B,, = Ag\A4,, = Ao N AS. La suite (B),) est croissante et
B:= UB,= U (AN AS) = Ap\ N A, = Ap\A. On abtient alors u(B) = pu(A4g\A4) =
n>0 n>0 n>0

limy s oo A0\ An) = i(Ao) — limy s o0 () = pi(Ao) — p(A). 0
Théoréme 2.2.11. Mesure de Lebesgue.
SiAeB(R), et x € R alors {y:y—z € A} € B(R).
Il existe une mesure X sur (R, B(R)) vérifiant

1. pour tout intervalle Ja,b[, A(Ja,b]) =b—a

2.VAeBR),Vz e R, \{y:y—x € A}) = A(A) .
Cette mesure A s’appelle la mesure de Lebesgue.

Exemple 2.2.12. Mesure de Lebesque d’un intervalle quelconque.
Soient a < b des éléments de R. Nous avons

A[a,b])) = XJa—1,b+1\(Ja —1,a[U]b,b+ 1]))
(par Prop.[2.2.7) = XJa—1,b+1]) — A(a —1,a[U]b,b+1])
(réunion disjointe) = M(a—1,b+1[) —A(Ja—1,a]) — A(]b,b+ 1)

= b+1—(a—1)—(a—(a—1)—(b+1-0)
= b—a.
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De méme, \([a,b]) = A(Ja,b]) = b — a.

Exemple 2.2.13. Mesure de Lebesque d’un singleton.
Soit x € R, Vn > 1, {a} C [z — 1/n,z + 1/n]. Donc, en utilisant la prop. Vn > 1,
A{z}) < X[z —1/n,x + 1/n]) = 2/n. Donc AM({z}) = 0.

Exemple 2.2.14. Mesure de Lebesgue de Q.

On sait que Q est dénombrable. Donc on peut numéroter ses éléments : Q = {ug, u1, ua,...}.
Pour tout entier n > 1, on définit A,, = igo [uz — ﬁ, u; + n%] On a pour tout n, Q C A,
(donc, par la prop.[2.2.7, A(Q) < A(4,)) e;, par la prop. [2.2.8 AM(A,) < 3iog A ([ui —
2 Bt donc \(Q) = 0.

1
n2to Uy

2.3 Fonctions mesurables

Définition 2.3.1. Application mesurable.

Soient (E, A), (E', A") deuz espaces mesurables. On dit qu’une application f: E — E’ est
mesurable (par rapport auz tribus A, A') siVB € A, f~Y(B):={zx € E: f(z) € B} A. .
On notera que f~1(0) = 0. De plus si A C P(E), on pose f~H(A) ={f"(A),A € A}.

Définition 2.3.2. Application borélienne.

Dans la définition ci-dessus si E et E' sont deux espaces topologique, et si f est mesurable
pour les tribus des boréliens associées, on dit que f est borélienne. Si de plus E' = R on
parle de fonction borélienne.

Définition 2.3.3. Soit A C E. La fonction indicatrice de A est la fonction

14 : E — {0,1}
1 sizeA
T
0 siz¢A.
Il existe d’autres notations. Par exemple si A =1[0,1] C R, on peut écrire 1 4(z) = Licpo =
Lo<z<1-

Exemple 2.3.4.
— Soit (E,&) un espace mesurable et A C E. La fonction indicatrice de A est mesurable
de (E, &) dans (R,B(R)) ssi A€ €.
— Toute fonction constante de (E,E) dans (R,B(R)) est mesurable de (E,E) dans
(R, B(R)).

Lemme 2.3.5. Image par f~! d’une tribu. Soit f : E — F et F une tribu sur F. Alors
f~YF) ={f"YB),B € F} est une tribu.

Lemme 2.3.6. Lemme de transport. Soit f : E — F et A C P(F). Alors f~1(c(A)) =
a(f~1(A)).

Démonstration. On a f=1(A) C f~1(o(A)), dot o(f~1(A)) C f~(c(A)). Pour la réci-
proque, considérer S = {B C F, f~1(B) € o(f'(A))} et montrer que c’est une tribu, que
A C S, puis que 0(A) C S, puis que f~(o(A)) C f~HS) C a(fL(A)). O

Proposition 2.3.7. Critéres de mesurabilité
— Si (E,€) et (F,F) sont mesurables et A C F et F = o(A). Alors f mesurable
— f1A) CE.
— Sif:(E,A) — (£, A") est mesurable et g : (E', A") — (E", A”) est mesurable alors
gof:(E,A) — (E",A") est mesurable.
— Soient E et F sont deuzr espaces munis de topologies. Si f : E — F est continue,
alors f : (E,B(E)) — (F,B(F)) est mesurable.

Proposition 2.3.8. Si fi,...f4 sont des fonctions mesurables de (E,E) dans (R, B(R)) ;
soit g une fonction borélienne sur R, Alors h: (E,&) — (R,B(R)), =+ g(f1(z), ..., fa())
est mesurable de (E, &) dans (R, B(R)).
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Exemple 2.3.9. Siles fi, i = 1...d sont des fonctions mesurables sur (E,E), alors les
fonctions suivantes sont des fonctions mesurables sur (E,E) :

1. Z?;l a; fi, les a; étant réels

2. min(fy, f2), max(f1, f2)
De plus les ensembles {x, f1(x) = f2(x)}, {z, fi(x) > fa(x)} sont éléments de E.

Proposition 2.3.10.
— Toute fonction continue f:R — R est mesurable (de (R, B(R)) dans (R, B(R)).
— Si f et g sont des fonctions mesurables (E, A) — (R,B(R)) alors f + g, f X g sont
mesurables. Si de plus g ne s’annule pas, 5 est mesurable.

Proposition 2.3.11. Soit (f,)nen une suite de fonctions mesurables sur (E,£), alors les
fonctions suivantes sont des fonctions mesurables sur (E,E) :

1. z—inf,en(frn(x)) et @ — sup,en(fn(z))

2. x = liminf,en(fn(2)) = supy, inf,>1(fn (7)) et = limsup,,cn(fn(x)) = infy sup,, >, (fo())

De maniére générale, toute fonction (R, B(R)) — (R, B(R)) définie par une formule est
mesurable.

Proposition 2.3.12. Mesure image.

Soit (E, A, 1) un espace mesuré. Soit (E', B) un espace mesurable. Soit f : E — E' mesu-
rable. L’application v : B — [0, +oc] définie par v(B) = u(f~1(B)) est une mesure appelée
mesure image de | par f.

Démonstration. Vérifions d’abord que v est bien définie : VB € B, f~}(B) € A car f est
mesurable, donc v(B) est bien défini. On a donc v : B — [0, +00].

Puis v(0) = p(f~1(0)) = u(0) = 0 car p est une mesure.

Enfin, si By, B1, Bg,--- € B sont deux a deux disjoints, V(nL>JOBn) = u(f’l(ngan)) =

#(\U S (Ba). Eneffet f~1( U Ba) = {x € B: f(x) € ngOBn}; YlweE: f(z) € B, }.

1( U
Soient m # n, si x € f_l(Bn),}(x) € By, donc f(z) ¢ B (car By, Bi, Ba, ... sont deux a
deux disjoints), donc x ¢ f~(B,,), donc f~1(B,)N f~1(B,,) = 0. Donc, puisque u est une
mesure,

V(ngan) = ,u(ngof_l(Bn))
=Sl (Ba)
n>0
= ZV(BH)

Donc v est une mesure. O
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Chapitre 3

Intégrale des fonctions mesurables

On se donne un espace mesuré (F, A, p1).

3.1 Intégrales des fonctions étagées mesurables positives.

Définition 3.1.1. Soit f : E — R™. On dit que f est étagée (positive) s’il existe une famille
finie Ay, ..., A, de A telle que
— les A; forment une partition de E (ce qui veut dire que Ay, ..., A, sont deuz & deux
disjoints et que E = 1§%J§nAi)
— Vie{l,...n}, 3a; €R, a; >0, tel que f(z) = a;, YVx € A;.
L’ensemble des étagées est noté ]-'3.

Remarque 3.1.2. Une fonction de .7-'_?_ est mesurable, comme somme de mesurables. Si f €
}"g est définie avec une partition Aq, ..., A,, il peut exister une autre partition By,..., By,
(différente de Aq,..., A, ) telle que f est constante sur chacun des B;.

Lemme 3.1.3. Si AC E, B C E alors Vz, 14(z) X 1p(x) = Lanp(z).

Exemple 3.1.4. La fonction

fAR — R
0 six <0
T lz] sizel0,2]
0 stnon

est une fonction positive étagée (|x] signifie « partie entiére »). En effet, elle est constante
sur | —o0,0[, [0,1], [1,2], {2}, ]2, +o0].
Avec des fonctions indicatrices, nous pouvons écrire f de maniére plus compacte :

f(x) = |_.%'J1[072] (.%') = 1[072[(.%') X |_$J + 2 X 1{2}($) = ... .
Définition 3.1.5. Si f € .7-"2, il existe une représentation de f appelée canonique sous la
forme f =>"a;14,, avec [i # j = a; # a;].

Définition 3.1.6. Soit f une fonction positive élagée associée & une partition Aq,..., A,
(avec f(x) = a; si x € A;). On appelle intégrale de f par rapport & p le nombre suivant

/E Fa)n(de) = > ain(A)

Ce nombre peut étre +0o. Une fonction positive étagée f est dite intégrable si fE f(@)p(dx) <
+00. Dans cette définition, la valeur + inf prise sur un ensemble de mesure nulle est comptée
pour "0" ("0 x +inf = 0"). 8"l n’y a pas de risque de confusion, on note aussi [, fdu =

[ f(@)p(dz).
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Remarque 3.1.7.
1. La valeur de fE fdu est indépendante de la partition associée a f.
2. L’intégrale de la fonction nulle est nulle.
3. L’intégrale de la fonction constante égale a ¢ est cu(E).
Proposition 3.1.8.
i) Sia>0et feF), alorsa-feF et [pa-fdu=a- [, fdu.
i) Si fetgeF), alors f+ge FY et [, f+gdu= [, fdu+ [,g9du.
i) Si f etge€ .7'—_?_ et f <g, alors fEfdu < ngdu.

Remarque 3.1.9. Soit (fn)nen une suite de fonctions définies sur E. La (fn)nen est une
suite croissante de fonctions sur E ssin < p= [Vx € E, fo(x) < fp(x)].

Définition 3.1.10. Soit (f,)n>0 une suite de fonctions E — R. On dit que (f,) converge
simplement vers [ siVx, fn(z) = f(z).
n—-+0oo

Proposition 3.1.11. Clé de voite de l’intégrale
Soit (fn)n>0 une suite croissante de fonctions de ]-'3 qui converge simplement vers [ (f non
nécessairement dans F3 ). Alors

— Si g € FY vérifie g < f alors Jpgdp <lim [, f dp

— Si feFY alors [, fdp=1lim [, f,dp

Démonstration. Soit € €]0,1[. On pose g = > a;1a, et A? ={z: 2z € A;et (1 —e)a; <
Jn(z)}. Partir de Y (1 —€)a;1a» < fy, utiliser iii) de la proposition et passer succes-
sivement & la limite n — 400 puis ¢ — 0 dans U'intégrale. O

3.2 Intégrales des fonctions mesurables positives

Définition 3.2.1. L’ensemble des fonctions mesurables de (E,&) dans (R, B(R)) a valeurs
positives est noté Fy.

Définition 3.2.2. Soit f € F. L’intégrale de f sur E par rapport a la mesure p est définie

par
/fd,u:sup{/ pdu:pe F) €t¢§f}
B B

Pour B € £, on note
[ fan=[ fiadu.
B E

Remarque 3.2.3. Dans le cas de l'intégrale sur E tout entier on utilise souvent la notation :
J fdp:= [ fdu.

Définition 3.2.4. Une fonction mesurable positive [ est dite intégrable si fE fdu < oo.

Proposition 3.2.5. Toute fonction de F est limite simple d’une suite croisssante de fonc-
tions de F2.

Démonstration. Considérer pour f € F,

on on = on 9

fie o JEo s Sf@<BRE=01n2 -1
n si f(z) > n,

et se convaincre par un dessin faisant figurer n = 1 et n = 2 sur une fonction en cloche. [

Proposition 3.2.6. Si f € F, est limite simple d’une suite croissante de fonctions (fp)nen,

avec Vn, f,, € .7-'3, alors
/ fdpu= lim / fndp.
E n—+4oo E

Proposition 3.2.7. Croissance de l’intégrale.
Soient f,g € Fy tel que f < g, alors [, fdu < [, gdpu.
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Démonstration. On utilise les propositions et Soit (fn) et (gn) deux suites
croissantes d’éléments de ]-"3_ convergent simplement respectivement vers f et g. On a

alors f, < sup,cngn = lim, 4o gn, qui entraine, d’aprés la définition S fpdu <
Jpimn 4o gn dp = [, g dps. On achéve par une nouvelle utilisation de la proposition

O
Cette proposition admet comme corollaire le théoréme suivant.

Théoréme 3.2.8. Théoréme de comparaison.
Soient f,g € Fi. Si f < g et g est intégrable alors f est intégrable.

Définition 3.2.9. Soit ;1 mesure sur (R, B(R)). La mesure p est dite avoir pour densité la
fonction f >0 sur R (par rapport & A) si V¢ mesurable positive R — R,

/R by = / 6(x) f()\(da) .
(R)

Ceci implique, en particulier, que VB € B(R),

u(B)szfdA.

Théoréme 3.2.10. Linéarité de l’intégrale.
Soit f,g € Fy eta >0, alors :

/Ef+gdu=/]3fdu+/Egdu
/Eafdu:a/Efd,u.

En particulier, si f et g sont intégrables alors f + g aussi.

Théoréme 3.2.11. Convergence monotone ou théoréme de Beppo-Levi. Soit (fn)nen une
suite croissante de fonctions de Fy qui converge simplement vers f (f € Fy nécessairement).

Alors
lim /fndu:/fd,u.
n—-+oo E E

Note : la suite ([}, fn dp)nen est croissante.

Démonstration. On a directement [, fn dp < [, fdp car f, < f.

On considére pour chaque n une suite (gy,;); de fonctions de .7-]2 qui converge vers fi,.
On pose alors h; = max{g1,...¢ii}, et h = Sup,, fn hy- On montre que i < f (en partant
de h; < max{f1,...fi} = fi) puis que f < h (en partant de g, ; < max(hy,h;) < h). Enfin
le résultat s’obtient et passant & la limite dans | 5 I dpt)nen et en se rappeleant de ce que

Théoréme 3.2.12. Inégalité de Markov.
Soit f une fonction positive mesurable sur (E, A, ). Soit a > 0. Alors :

1
ple € B f@)>a) <3 [ famlan)
Démonstration. On a alyy.s,)>a) < f donc par théoréme de comparaison (théoréme|3.2.8]) :

/al{y:f(y)za}d“ = /fdw
E E

La fonction aly,.r(,)>q} est une fonction étagée et on calcule son intégrale :

[ @tz di = ax lly s £) 2 a) + 0 % s £) < ab).

D’oit le résultat. O
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Théoréme 3.2.13. Lemme de Fatou
Soit (fn)n>0 une suite de fonctions mesurables positives. On note f = liminf,_,  f,. Alors

f est mesurable positive et
/ fdu < liminf/ fndp
E n—-+o0o E

Démonstration. Par définition de la lim inf, nous avons pour tout z,

f(z)= lim (inf fk(:c))

n—+oo \ k>n

(cette limite existe dans | — 0o, 400] car c’est la limite d’une suite décroissante). Par le
théoréme 7?7, les fonctions « +— infy>, fr(x) sont mesurables pour tout n. Par le corollaire
la fonction f est mesurable.

Soit m > 1. Soit pour tout n, 4, = {z : Vp > n, f,(z) > (f(z) — =);}. Pour tout z,
N € N tel que n > N = f, () > f(z) — . Nous avons donc nL>J1A” = E. On remarque

que pour tout n, A, C A,4+1. Et donc pour tout =z,

(1@-5) 1w 7 (-1

Donc, par théoréme de convergence monotone,

/E (f(x) - ;>+ 14, (2)u(dx) el /E <f(:c) _ §1>+“(dx) .

Pour tout n, nous avons

[ = [ g wu > [ (0-5) 1 @ua)

et donc

i [ (o) > [ (f(x)—;)+u<dx>.

Nous avons pour tout x, (f(ac) - i)+ /' f(z). Donc, par théoréme de convergence mo-

m
m—

notone, [, (f(x) — 1), p(dx) g I f(xoju(da:). Et donc

fimint [ fu@ldo)> [ fantas)

n—-+oo

O

Exercice 3.2.14. Soit (fn)nen une suite d’éléments de F.. Alors [ 3 fndp =" [ fndp.

3.3 Intégrales des fonctions mesurables de signe quel-
conque.

Soit une espace mesuré (F, A, u). Soit f : E — R mesurable. Elle peut toujours s’écrire
f=f"—f avec fT et f~ mesurables positives :
0 sinon

f+(x): {f($> si f(x) >0

—f(z) sinon.

f(2) = {o si f(z) >0
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Définition 3.3.1. Une fonction [ mesurable sur un espace mesuré (E, A, ) est dite inté
-grable si fT et f~ le sont (voir définition de l'intégrabilité des fonctions mesurables
positives) et dans ce cas, on définit lintégrale de f (sur E par rapport & p) par

[ @) = [ s - [ £ @i

et, VA € A, Uintégrale de f sur A par

/f u(dz) /f JLa(2)pldz)

Lemme 3.3.2. Soit f une fonction mesurable sur un espace mesuré (E, A, u) et intégrable.

Alors
< [ 1@t

Tz xr) — (@ T
/Ef()u(d) /Ef()u(d)
/ FH@)p(de)| +
E

wu(dx)

Démonstration.

/E f(@)u(d)

IN

Il Il
t‘j\ t‘j\
= =
= T
= =
= =
S
+
5
kﬁ

O

Théoréme 3.3.3. Linéarité et croissance.
Pour l'intégrale d’une fonction de signe quelconque, on a encore la linéarité et la croissance

comme dans la proposition [3.2.7] et le théoréeme[3.2.10,

3.4 Fonction de répartition

L’étude de la fonction de répartition d’une mesure va permettre de mettre en ccuvre les
théorémes de ce chapitre.

Définition 3.4.1. Soit u mesure sur (R, B(R)) telle que u(R) < 4+o00. On définit la fonction
de répartition de p par :

F,:R — [0,+00]
z — F,(x)=p(—o0,z]) .

Proposition 3.4.2. Soit 1 une mesure sur (R, B(R)) telle que p(R) < 4o00. La fonction F),
est croissante, cadlag (continue a droite avec une limite & gauche), limg_, | o Fy,(z) = p(R),
limg—, o0 Fju(x) = 0.

Démonstration. Soient z < y. Nous avons ] — oo, z] C] — 00, y] donc, par la proposition [2.2.7]
Fu() = p(] — o0, z]) < p(] = 00,y]) = Fu(y)-
Soit z € R et (uy,)n>0 suite de R telle que u,, > x et uy, > Upt1, YV et lim, 4 oo uy, = .
Pour tout n, | — 00, up41] C] — 00, Uy, QO] — 00, Up| =] — 00, z] et pu(] — oo, up]) < p(R) <
nz

oo, donc, par la proposition sur 'intersection décroissante (prop. [2.2.10]) lim,, oo (] —
00, Up]) = u( Qo] — 00, Up]) = p(] — 0o, z]). En d’autres termes : lim,_, o Fj,(un) = F(2).

Ceci prouve qu_e F' est continue & droite par application du théoréme de la limite monotone.

Soit x € R et (up)n>0 suite de R telle que uy, < x et up < Upy1, Vn et limy,,y oo up = 2.

Pour tout n, | — 00, tup11] D] — 00, uy], go] — 00, U] =] — 00, z[, donc par la propriété de
n

réunion croissante (prop. , limy, 400 F'(upn) = p(] — 00, z[). Ceci prouve que F), a une
limite & gauche (égale & u(] — oo, z)).

On trouve également la limite de F), en +o0 en utilisant la proprété de réunion croissante
et la limite de F, en —oo en utilisant la propriété d’intersection décroissante. O
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Remarque 3.4.3. Dans la proposition précédente, la limite a gauche en x de F), est (] —
00,z[) et Fj(x) = p(] — o0, z]). Par la proposition w(]— oo, z]) — p(] — o0, z[) = p({z}).
Donc F),(z) = pu(] — oo, z[) si et seulement si p({z}) =0.

3.5 Exercices

3.5.1 Enoncés

1) Rappel : Pour une famille d’ensemble (A, )nen, on note (1,5 An = {z : Vn,z € A,} et
Unso An = {2 : 3n tel que z € A, }
(a) Déterminer (), <o]1,14+1/(n+ 1)].
(b) Déterminer (,~]1,2 + 1/(n + 1)].
(c) Determiner (7,01 — 1/(n + 1),2].
(d) Soit f:R — R,  — 2*. Déterminer f~'(U,>q[1/(n + 1), +00|).

2) Soit E un ensemble et soient Ag, Ay, ... des sous-ensembles de E.

(a) On suppose dans cette question que 49 C Ay C -+ C A, C Apy1 C ... Posons
pour tout n > 1, B, = AN\ 4,1 (rappel : ANC = {x € A:x ¢ C}). Montrer que
les ensembles B,, sont deux a deux disjoints.

(b) On note : VA C E, A° ={z € E: x ¢ A}. Montrer que goA% =( QOA”)C'

Mont Ac)e = N A,.

(¢) Montrer que (ngo °) ngo n

3) Soit Ay,..., A, une partition de R. Montrer que A = {{J;c; Ai : I C {1,...,n}} est une
tribu. (A est constitué de toutes les réunions possibles d’ensembles 4;.)

4) Soit

Card : P(N) — [0, +o0]
A +— Card(A) = le nombre d’éléments de A .

Montrer que Card est une mesure sur (N, P(N)).

5) On se donne un espace mesurable (E, A).

(a) Soit z € E, on note

0z A —  [0,400]
B 690(3){

siz€eB

1
=0 sinon .

Montrer que d, est une mesure sur (E,.A). (Cette mesure s’appelle la mesure de
Dirac en z.)

(b) Soient x1, ...,z des éléments distincts de E et py,...,pr € R%. On note

p:A — 0,400
B — uB)= > pids(B)
1<i<k

Montrer que p est une mesure sur (E,A).

6) Soit A = U,>o[n,n + 5[. Calculer A(A). (On se servira du fait que A est réunion

d’ensembles disjoints et on utilisera la propriété d’additivité.)

7) (a) Soit x € R, calculer A({z}) (utiliser la propriété de croissance).
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(b) Soit xg,x1, s, - € R, calculer

)‘(UnZO{xn})

(utiliser la propriété de sous-additivité).
(¢) En déduire que A(Q) = 0. Calculer A([0, 1]\ Q).

8) Un ensemble de Cantor.
Pour n > 1, on note :

A, = {z€]0,1,z n’a que des 1 ou des 5 dans son développement décimal
jusqu’a lordre n}
A, est donc l'ensemble des x € [0,1] qui s’écrivent = 0,ujug ... UpUpi1 ... avec
UL, ..., Uy € {1,5}.
(a) Calculer A(A,) pour tout n.
(b) Soit B = Ny,>14,, calculer \(B) (utiliser la propriété d’intersection décroissante).
9) Mesures a densité.

(a) Soit u mesure sur (R, B(R)) de densité 1}y 1j(z) par rapport & la mesure de Lebesgue.
Calculer ([0, 1]), ([0, 2]), p([0,1/2]), n({1/2}).

(b) Soit u mesure sur (R, B(R)) de densité 1,50e” " par rapport a la mesure de Lebesgue.
Caleuler a(R), u({1}), ([0, 1)), (1, +00]).

(¢) Soit p mesure sur (R,B(R)) de densité 1,~oxe” 2*/2 par rapport & la mesure de
Lebesgue. Calculer u([0,1]).

]
10) (a) Montrer que 0 < ?lf[o el]( os())2d\(z) < 1.

(b) Montrer que 0 < f[o 2 F LdN(z) < 2.

27"

(¢) Montrer que 0 < f[ﬂ/&ﬂ/?} sin(log(1 + u))dA(u) < 3.

3.5.2 Corrigés
1) (@) Nusoll,14+1/(n+1)] =0car 1 ¢ (),50/1,1+1/(n+1)] et Vo # 1, In tel que
JL,1+1/(n+1)] et donc @ & (,50]1, 1+ 1/(n+1)]
() Nnzoll,2+1/(n+ 1) =]1,2]
(©) Nuzoll =1/(n+1),2] = [1,2]

(d) Unsoll/(n+1), +00[=]0, +oo[ donc f~H(U,,50[1/(n +1),4+00]) = f~1(]0, +o0[) =
R\{0} =R~

(2) (a) Soient k # n,k < n. Ay C A,—1 donc Vo € Ag, © ¢ B,,. Comme By C Ay, alors
B.NB,=10

(b) — Six € ( 0 An)C alors = ¢ ﬂ A donc In tel que z ¢ A,. Donc In tel que
x € AS. Doncxe U AC
— Size U A alors Eln tel que x ¢ A,,. Donc z ¢ QoAn. Donc z € ( ﬁoAn)C.
Conclusion : ngoA" = (,EOA") .
(¢) Par passage au complémentaire dans le résultat précécent : ( L;OA%)C = r;OAn.
(3) On rappelle que "A4,..., A, partition de R" signifie que les ensembles A; sont 2 & 2
disjoints et que A3 U---UA,, =
i) R=4,U---UA, €A
(i) Soit UA; € A, (UA)°= UA; €A
i€l i€l g1

(iii) Si on fait une réunion dénombrable d’éléments de A :
ngo(ieL}nAi) - U AreA.

e U I,
|:7zen20 n:|
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(4) Fait en cours

(5) (a) Remarque : §, s’appelle la mesure de Dirac en z.
(i) d, est bien une fonction de A dans [0, +00]
(i) 0,(0) =0carxz ¢ 0
(iii) Sion a des éléments 2 a 2 disjoints de A : Ag, Ay, .. ..

=1 size UA,
5m( ) An) nz0
=0 sinon

=1 sidntelquexz € A,
=0 sinon

n>0

car les A, sont 2 & 2 disjoints (et donc au plus un seul d’entre eux contient x,
c’est & dire au plus un seul d’entre eux est tel que 6,(A,) = 1).

(b) On remarque que Vi, §,, est une mesure par la question précédente.
i) p est bien une fonction de A dans [0, +00]
ii

(
(i) w(®) = Zlgigk pidz; (0) =0
(iii) Sion a des éléments 2 a 2 disjoints de A : Ag, Aq,... :

:u'( U An) = Z pzaxq(ngoAn)

n>0
1<i<k

1<i<k n>0

n>01<i<k

= Z 1(An) -

n>0
(6) Les ensembles [n,n + 3-[ sont 2 & 2 disjoints donc A(A) = Ym0 Alln,n + =) =
Y n>0 3+ = 2 (somme de série géométrique).
(7) (a) Ve >0, {z} C [x,x +¢] donc A({z}) < A([z,z + €]) = . Donc A({z}) = 0.
(b) AMUn>ofzn}) < 32,50 A({2n}) = 0 par la question précédente.
(¢) Q est dénombrable donc on peut écrire Q = {xg,z1,...,Zn,...} donc A(Q) = 0
par la question précédente. Nous avons A([0;1]) < oo donc, par la prop. [2.2.7]
A([0;IN\Q) = A([0;1]) = AM(@Q) = 1.
(8) (a) On remarque que

A, = {lz,z+107": 2 =0,u1...u, avec ug,...,u, € {1,5}}
= U ma+107000]
z€B,
ou B, = {x =0,uy...u, avec uy,...,u, € {1,5}}. On remarque que B,, est fini
et que les intervalles ([z,2 + 107" [)zep, sont 2 & 2 disjoints. Donc :
MAn) = D M,z +107")
zeB,

= Card(B,) x 107" =2" x 107" .

(b) Vn, A, C A,41 donc par intersection décroissante : A(B) = lim,, 0 A(4,) = 0.
9) (a) w([0,1]) = fy Lo,y () Lo, (x)da = foi ldz =1
1([0,2]) = [ Lo,9(2) 1o 1y (x)dz = [; 1dw =1

([0.1/2]) = [ Lo,z (@) Loy (@)der = Jo/* 1dw = 1/2
p({1/2}) = [ 1p103 (@) 101y (x)de = [ 11 0y (2)dz = 0 car A({1/2}) =0
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( ) M(R) :f]R e>0e “dr =1
p({1}) = [p 1y (2)1es0e de = [ 1iy(z)e tde = 0 car A({1}) =0
— L _
1([0,1]) = [z 10,1)(2)1es0e  de = [j e "de=1—e!
H([L,+00)) = [ 1oy (@) Losoe ™ da = [ e~oda = e~
1
1p0,1)(%)1p>0(z)TE™" 2y = [ze=2dy = |—e" /2| = (1 —
R (x 0 o
—1/2)
n utilise a chaque fois la propriété de croissance de l'intégrale (prop.|3.2.7).
10) O ili h fois 1 iété d i de I'i 1 3.2.7))
(a) Pour tout z, 0 < |cos(z)| <1 donc 0 < X f[oyel](cos(gc))2 d\(z) < & foel 1d\(z) =

1.
(b) Pour tout z € [0,2], 0 < ¢

712/2

V2m

712/2

Ners dx <

<

1 e
== 5= donc 0 < f[072}

Var®
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Chapitre 4

Ensembles négligeables

Définition 4.0.1. Soit (E, A, u) un espace mesuré. Un élément A de A est dit négligeable
(pour la mesure p) si u(A) = 0.

Soit f: E — R une fonction mesurable. Elle est dite u-presque partout nulle si JA € A
négligeable tel que x € A = f(x) = 0. Une définition équivalente est : il existe B u-
négligeable tel que {z, f(z) # 0} C B.

On dira aussi que f est : presque partout nulle, p-presque siirement nulle, presque stre-
ment nulle, p.p. nulle, p.s. nulle. Soit A € A tel que u(A°) = 0. On dira que l'on est dans
A pour p.t. (presque tout) x de E, p-p.s. (presque sirement) en x € E, ...

Remarque 4.0.2. Une fonction positive d’intégrale finie est finie p.p.

On part de 'inégalité de Markov. Soit A,, = {z; f(x) > n} . On a pourn € N*, nu(A,)
[ f dp. Comme le membre de droite est fini, on a que p(Ay) est fini. Alors lim,,_, 4o pu(Ay,)
0 et p({a; f(x) = +oo}) = p(NAy) = limy 400 p(An) = 0.

I IA

Théoréme 4.0.3. Espace complet.
Soit (E, A, 1) un espace mesuré. Il existe une tribu B sur E et une mesure v sur B telles
que

— ACB

— si A€ A alors p(A) = v(A)

— VN CE tel que NC A avec Ae A, p(A) =0, ona N € B etv(N)=0.
La tribu B est alors appelée tribu complétée de A et v est appelée mesure complétée de p.
Un espace mesuré (E, A, u) pour lequel

[NCAavece Ac A, pu(A)=0]= [N e A]

est appelé un espace mesuré complet.

Théoréme 4.0.4. Soit (E, A, ) un espace mesuré et f fonction mesurable sur cet espace.
Alors f est p.p. nulle = fE f(z)u(dx) = 0. Et la réciproque est vraie pour f > 0.

Démonstration. — Si f est p.p. nulle alors 3A € A tel que u(A) = 0 et f est nulle sur
Ac. Dans ce cas, la partie positive de f est aussi presque partotu nulle. On réalise
la démonstration pour la partie positive. La partie négative se traite similairement.
Soit £(f) l'ensemble des fonctions étagées positives inférieures a f. Soit ¢ € E(f)
et Bi,..., B, partition associée & ¢. On note B; = B,N A et B/ = B; N A°, Vi €
{1,...,p}. Les ensembles Bi,..., B}, BY,..., B, sont deux a deux disjoints et ¢ est
constante sur chacun d’entre eux. Pour z € B}, on note ¢(x) = ¢;. Pour tout = dans
BY,...,B,, f(z) = 0. Pour tout i € {1,...p}, u(B;) < u(A) (par proposition
donc p(Bf) = 0. Donc

/Eqﬁ(x)u(dz) :Ox,u(Bf)+~~+0><u(Bg)+cl X u(By) +-+cp XM(B;/D) =0.
Cela est vrai pour toute ¢ € £(f) donc [, f(z)u(dx) = 0.

19
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— Soit malntenant f>0.8i [, f(z)u(dz) = 0. Soit & > 0, soit A, = {z € E: f(z) >
e} = f1([e, +oc[). L’ensemble [s +oo[ appartien & B(R) car c’est un intervalle. La
fonction f est mesurable donc A. € A. Soit ¢ étagée telle que

¢(x){0 i o€ Ag

=ec siz€eA..

L’ensemble A¢ appartient a A. Pour tout z, ¢(z) < f(z) donc

0< /E o(@)u(de) < /E f(@)u(dz

donc [, ¢(x)p(dx) = 0. Par ailleurs,

/¢ p(dx) =0 x p(AS) + & x pu(Ay)

donc p(A:) = 0. Les ensembles A;/, pour n € N* vériﬁent Ai/n C A1jny1- Donce par
la proposition sur la réunion croissante (proposition [2.2.9), u({x € E : f(z) > 0}) =
(Un>141/,) = limy> o0 p1(A1 /) = 0. Donc f est nulle p.p.

O

Proposition 4.0.5. Intégrale sur un ensemble négligeable.

Soit (E, A, i) un espace mesuré. Soit A € A négligeable. Soit f,g: E — R mesurables. On
suppose que fE Yu(dx) est deﬁme (ce qui a lieu, par définition, quand fT et f~ sont
d’intégrales ﬁmes) ainsi que [, g(x)p(dx). On suppose que f(x) = g(x) siz ¢ A (donc f et
g sont preque partout égales). Alors

/A f(@)uldz) =
| t@itan) = [ s@putan)

Démonstration. — Par définition,

/ f(@)u(dr) = / F(@)La(x)ulde) |
A E

Donc par le théoréme précédent, [, f ( ) (dx)
— Par linéarité, [, f(z)pu(de)— [ g(z)u( fE x))p (dx) La fonction f —g
est nulle presque partout donc, par le theoreme precedent f p(f(x) —g(x))p(dz) = 0.
O

On retient de la proposition précédente que deux fonctions égales presque partout ont la
méme intégrale.



Chapitre 5

Théorémes limites et applications

On se donne (E, A, 1) un espace mesuré complet. On supposera a partir de maintenant,
pour des raisons techniques, que E est réunion dénombrable d’éléments de A de mesure
finie. On dit alors que E est o-fini.

5.1 Stabilité de la mesurabilité par passage a la limite.

Définition 5.1.1. Soit (f,)n>0 une suite de fonctions E — R. On dit que (f,) converge
presque partout vers f (et on note f, % f) s’il existe A négligeable tel que [z ¢ A] =
n—-—+oo

nle) = J@))

Exemple 5.1.2. Prenons E = [0;1] et f,(x) = /™ (n > 1). Pour x # 0, nous avons
fn(x) = exp(log(z)/n). La suite log(x)/n - 0 et la fonction exp est continue donc
n—-+0oo

fn(x) =7 1. Six =0, fo(z) =0 " 0. Donc la suite de fonctions (fn)n>1 converge
n—-+0oo n—-+oo -

simplement vers la fonction g définie sur [0;1] par

g(z){l siz#0

0 stx=0.

Remarque 5.1.3. La convergence simple implique la convergence presque partout.

Corollaire 5.1.4. Si on a une suite (fy,) de fonctions E — [0, +o00[ mesurables (positives)
telle que fn 225 f alors f est mesurable.
n—-+4oo

5.2 Théorémes de convergence pour les intégrales.

Théoréme 5.2.1. Théoréme de convergence monotone
Soit (fn) une suite croissante (c’est & dire que Vx, ¥n, fo(x) < foy1(z)) de fonctions
mesurables positives E — [0, 4+00[ convergeant presque partout vers une fonction f. Alors

i [ f@ntin) = [ f@tdo)

n—-+oo

Démonstration. Soit a €]0,1[. La suite ([, fn(2z)p(dz)) est croissante (par croissance de
I'intégrale) donc elle a une limite [ € [0, +o00]. Soit pour tout n, A, = {x € E : fu(r) >
af(z)}. Pour tout n et pour tout z, f,(x) > fn(x)la,(x) donc

[ o@ntan) > [ pioa@utn = [ a2 o /. @) G21)

Montrons que

/An f(@)p(dx) njm/Ef(x)u(dx) : (5.2.2)

21
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Soit & > 0. Soit ¢ une fonction étagée telle que ¢ < f, [ d(x)u(dx) > [ f(x)u(dz) — e (il
en existe par définition de l'intégrale). Nous avons

/E . (@)o(z)p(dx) /f )14, (z)p(dz) /f : (5.2.3)

On suppose que ¢ se décompose sur une certaine partition By, ..., B,
= > bilp,(x)
1<i<p
Alors Vn, ¢14, est une fonction étagée qui se décompose en

$(x)1a,(z) =0x Lae(z)+ Y bilpna,

1<i<p
Et donc
/¢ )1a, (2)p(dr) =0 x p(A5) + > b x u(Bi N Ay) (5.2.4)

1<i<p

Pour tout n, nous avons A,, C A, 41 et donc Vi, B; N A,, C B; N A,,41. Par la propriété de
convergence croissante de la mesure,

/J/(Bl N An) n—>—+>oo M(UnZO(Bi n An)) = /L(B,L n UnZOAn) . (525)

On remarque que Up>04, = {z € E: 3n, fo(z) > af(z)} D{z € E: fo(x) el f(z)}.
Donc {x € E : fp(x) iy f(@)}° D (Up>0An)©. Donc 0 = p({z € E : fo(z) —

F@) 2 1(UnzoAn)®). Done u(UnzoA >f=QMBJM%NAmﬂSMm%@Am$f§

Pumxdf3)——u(3 N Unzody)9) +1(B: N (Ur204,)) don u(B) = u(B: 1 Urz04,)- On

déduit donc de et -
/¢ Y1g, ( dx)n%mbeu /qS

1<i<p

Donc par (5.2.3) et en utilisant la définition de ¢

wu(dr) — d

[ r@wtan < < [ s
- RETOO/Edy(x)lAn(m)dx
SgggAfMMm

< limsup/A f(x)u(dx

n——+oo

< Lﬂmwm

Cela est vrai pour tout € > 0 donc nous avons donc montré ((5.2.2)). Alors, par (5.2.1)),
1> a/ fz)u(dx) . (5.2.6)
E

Pour presque tout z, f,(z) * f(x) donc f,(x) < f(z). Soit ¥n, f,, définie par

n—4oo

In(@) 0 sinon

_ :{fn(a:) si fu(x) < f(x)

Les fonctions f, et f, sont égales presque partout donc leurs intégrales sont égales. La
fonction f,, vérifie f,(z) < f(z) (Vx) donc en particulier

[ fu@ntan) = [ fu@intan) < [ fapias).
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| fantan =1,
E

Et comme 1 ’équation ([5.2.6) est vraie pour tout « €]0, 1], ceci finit la démonstration.

Donc

O

Théoréme 5.2.2. Théoréme de convergence dominée (appelé aussi théoréme de Lebesgue)
Soit (fn)n>0 une suite de fonctions mesurables sur E. Si :
— il existe g positive mesurable et intégrable telle que Vn € N, Vo € E, |fn(x)] < g(x),
p.p.

— et f, 2B g
n—-+oo

alors

— fE |f |M d.%‘) <0
— limps oo [5 [ fn(2) = f(2)|p(dz) =0 .
Ce qui implique en particulier

WA /E fn(@)p(dz) = /E flx)u(dx) .

Démonstration. Pour simplifier la démonstration, nous allons suppose que ( n) C onverge
simplement vers f. Nous avons alors pour tout z, |f(z)| < g(z), donc f g 1 f(@)|p(dr) <
29(x

Pour tout z, 2g(z) — | f(z) — fn(z)| > 0 et lim infn%+oo(2g(x) |f( )— fo(z )|)
par le lemme de Fatou

) donc

timinf [ (29(a) = |f(@) = fo()p(de) > /E 29(x) ()

n—-+oo

Mais par linéarité de I'intégrale,

timinf [ (20(e) = 17(2) = ful@)Dutde) = [ 20(@hulao) timsup [ 15() = fu(olute)
Donc
153?55/ |f(z z)|p(dz) = 0
Jim [ 7@ = fu@lut@) = 0.
Puis
[ fu@ntdn) - [ st e
E E
(par lemme[3.3.2) < / |f(z x)|p(dx) n_>—+>000.

O
Exemple 5 2.3. Soit l’espace mesuré (N, P(N), card). Soit f(k) = ﬁ et pour toutn > 0,
fn(k) = kH)Q lk<n. Pour tout k, fo(k) 7~ f(k). Fizonsn > 0, la fonction f, est étagée

n—-+o0o
et son intégrale vaut

/ fn(x)card(dz) = % x card({0}) +% x card({1}) +
N

oot ———= x card{n}) + 0 x card{n + 1,n+2,...})
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Par théoréme de convergence monotone,

/an(x)card(dx) njm/l\lf(x)card(d:c)
et donc

/f )card(dx) Z(k—l—l)

On peut ainsi montrer que pour nimporte quelle fonction g : N — RT,

g(x) card(dx) g(k
[ tormitar = o

et donc, pour lespace mesuré (N, P(N), card), calculer une intégrale d’une fonction positive
revient & faire la somme d’une série.

Exemple 5.2.4. Soit lespace mesuré ([0, 1], B([0,1]), X). Soient les fonctions (pourn > 1)
foo: [0, — RY
= S A

Pour tout x €]0, 1], limy, 400 fn(z) =0 et f,(0) = 1 pour tout n > 1. Donc f, p'—j_} f (sur
n—-+oo
[0,1]) avec f la fonction nulle. Pour tout n > 1, |f,(x)] < 1 qui est une fonction intégrable

sur [0,1]. En effet
/ ldz=1<o00.
[0.1]

Donc, par théoréme de convergence dominée,

fo(@)uldz) — 0.

[0,1] n—-+o0o

5.3 Lien avec l'intégrale de Riemann

Théoréme 5.3.1. Lien intégrale de Lebesgue/intégrale de Riemann.

Quand (E, A, 1) est le complété de (]R B(R),\), et f est mesurable et intégrable sur E,
Uintégrale fE f@)pu fR ) que nous venons de définir s’appelle l'intégrale de
Lebesgue sur R.

Dans le cas ot f a une intégrale de Riemann sur [a,b], —o0o < a < b < +00, elle admet
ausst une intégrale de Lebesgue sur [a,b] et nous avons l’égalité suivante entre les deux types

d’intégrales
b
) = [ s
C’est en général avec cette formule que l’on calculera les intégrales.

Démonstration partielle. On définit la subdivision réguliére z(n,k) = a + (b — a)27 "k,
k = 0,...2". On définit aussi I(n,k) =lz(n,k — 1),z(n, k)] pour k > 1, et I(n,1) =
[z(n,0),z(n,1)].
On pose aussi u(nv k) = infwe[z(n,k—l),w(n,k)] f(I) et U(TL,]{) = SUDPge[z(n,k—1),z(n,k)) f(d?)
Enfin on définit g, = > u(n, k) 114, k) et hn = > v(n, k) 11(, ). On a alors les faits suivants
— (gn) tend vers une fonction g en croissant, (h,,) tend vers une fonction h en décroissant
— Puisque f est Riemann integrable, f est bornée. Dans ce cas, g, et h,, qui sont
de signe quelconque sont majorées en valeur absolue par la fonction constante égale
& Sup,e(q | f(2)]. D’aprés la convergence dominée de Lebesgue, [ g, d\ tend vers
JgdX et [ h,d) tend vers [hd .
— Les fonctions h,, et g, sont a la fois étagées et en escalier. Leurs intégrales de Rieman
et de Lebesgue sont les mémes.
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— Puisque f est Riemann intégrable, lim,,_, |« [ gnd\ = lim,, 4o [ sy dX (caractéri-
sation par les sommes de Darboux). On a donc [(h — g) d\ = 0.
On a donc g < f < h, avec g et h mesurables, intégrables, et f(h —g)dA=0.
On en déduit dans un premier temps que f est mesurable pour la tribu complétée. En effet,
puisque h = g p-p.p., on a B = {z,g(z) # h(x)} C A, avec \(A) = 0. De plus, si on pose
¢=f—g.Onaalors f =g+ ¢, avec

=0 z€BCA
(@) {>0 sizd¢ B .

Soit a € R. On vérifie alors que

CB sia>0
=F sia<0,

¢~ ([, +o0]) {

Puisque B (C A, avec A(A) = 0, est inclu dans un négligeable) est dans la tribu complétée,
on a le résultat de mesurabilité.

Finalement, f est intégrable, car majorée en valeur absolue (par la constante sup, ¢, 4 | f ()]
sur I'intervalle fermé borné [a, b], on a que [ fdu = f g d;htf f—gdup. La conclusion provient

de 0< [(f—g)du < [(h—g)du=0.
O

Théoréme 5.3.2. Lien intégrale de Lebesgue/intégrale de Riemann impropre.
Soit b € R et a < b. On considére l'intégrale Riemann impropre en b convergente suivante

I= fab f(x)dz.

On a encore
b
f@w(dr) = [ f(w)is
la,b] a

dans les deux cas suivants :
1. la fonction f est positive sur [a,b]

2. la fonction f n’est pas de signe constant, mais son lintégrale de Riemann impropre
en b est absolument convergente, c’est a dire, la fonction t — f; |f(x)|dx admet une
limite a gauche finie en b.

Ce résultat s’adapte aisément & une intégrale de Riemann impropre en a.

Démonstration. On introduit la suite de fonctions f, = f - 1[4 -

1. La suite f,, est mesurable positive. Le théoréme de la convergence monotone s’applique
directement et donne le résultat.

2. La suite | f,,| est mesurable positive, et converge en croissant vers | f|. La suite [ | f,| du,
admet une limite lorque n — 400 d’aprés ’équivalence Riemann-Lebesgue sur un
intervalle fini, et tend vers [ |f|du. On en déduit que |f,| est dominée par |f|, et
le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue s’applique et donne le résultat
escompté.

O

Exemple 5.3.3. Soient les fonction suivantes définies sur [0; 7],
f(z) = sin(z) ,

_)sin(z)  six#£7/2
g(x)—{o sizx=m/2 .

Les fonctions f et g sont égales p.p. Nous avons donc

/Oﬂg(x)dx = /wa( dx

x)
[—cos(z)]f =1—(-1)=2.
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5.4 Intégrales dépendant d’un paramétre

Soit f Z xR —> R ol Z est un intervalle de R. On définit une fonction F' sur Z
par F(u fR dz). Cette fonction F' s’appelle, suivant les auteurs, une « intégrale
a parametre », « mtegrale dépendant d’un paramétre », ... Dans cette partie, nous allons
démontrer diverses propriétés des intégrales & paramétre a 1’aide du théoréme de convergence
dominée.

Théoréme 5.4.1. Continuité sous l'intégrale
Soit f : R xR — R telle que

(i) Vu € Z, x — f(u,x) est mesurable

(11) Jueo tel que pour presque tout x, u— f(u,x) est continue en U
(i4i) g positive intégrable telle que Yu € R, |f(u x)| < g(x) presque partout en x.
Alors la fonction F définie par F(u fR A(dx) est définie en tout point u € R et est
continue en Usg .
Démonstration. 1l suffit de montrer que F(u,) WS F(uoo) pour toute suite (upn)n>0
convergeant vers to,. Prenons donc une telle suite (uy,),>0. Posons Vn, f,(z) = f(un, ).
Nous avons f, ni’—i)oo h avec h(z) := f(uco, ) par (ii). Les fonctions f,, sont mesurables par

(i). Par (iii), nous avons Vn, Vz, |fn(z)] < g(x) avec g intégrable. Donc par théoréme de
convergence dominée,

F(u,) = /Rf,,(x))\(d:c) — /Rh(x))\(d:c) = F(ux) -

n—-+o0o

Corollaire 5.4.2. Théoréeme de continuité « globale »sous l’intégrale
Soit f : R xR — R telle que

(i) Vu € I, x — f(u,z) est mesurable

(i1) pour presque tout x, u— f(u,x) est continue
(iti) g positive intégrable telle que Yu € R, |f(u x)| < g(x) presque partout en x.
Alors la fonction F définie par F(u fR A(dx) est définie et continue en tout point
uel.

Remarque 5.4.3. Ces théorémes restent vrais si on remplace u € R par u € I avec I
intervalle ouvert de R.

Exemple 5.4.4. Convolution
Soit f : R — R intégrable et ¢ : R — R bornée et continue. La convolée de f et ¢ est définie
par

o (f *6)( /<z>u—x JA(da)

Notons h(u,z) = ¢(u — x)f( ). Pour tout x, u — ¢(u — z)f(x) est continue. Pour tout u,

16(u — 2)F(@)] < 1Bllocl£(@)] et [y [9llocl f(2)A(dz) < 00 par hypothése. On rappelle que
|¢]loc := sup,eg ¢(v). Pour tout u€R, x— ¢(u—x)f(x) est mesurable comme produit de

fonctions mesurables. Donc par le théoréme de continuité globale, f x ¢ est continue sur R.
Théoréme 5.4.5. Dérivation sous l’intégrale
Soit I un intervalle ouvert non vide de R, us, € I. Soit f: I x R — R telle que
(i) Vu € I, x — f(u,x) est intégrable
(ii) pour presque tout x, %(um,x) existe
(11i) Jg positive intégrable telle que Yu € I, |f(u,x) — f(Uso, )| < g()|u — uso| presque
partout en .

Alors F(u fR A(dx) existe pour tout u € I et est dérivable en us. De plus

of

Fl(ux) = A %(uoo,x))\(dx) .
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Démonstration. L’existence de F' est assurée par (i).

En ce qui concerne la dérivation, il suffit de montrer que pour toute suite (up)n>0 conver-
F (un)—F(uco)
geant Vers o avec Vn, Uy 7 Uoo, — oty —>> S fR 5o (oo, ) A(dz). Prenons donc une

telle suite (uy)n>0. Posons Vn

f(un,x) — f(uooax) )

b (x) - Upn — Uco
Par (ii), ¢n p'—j_} g{; (Uoo, ). Par (iii), nous avons pour p.t. z, |¢,(z)| < g(z). Donc par
n—-+0oo
théoréme de convergence dominée,
F n) ny, L) — 00 0
Flun) = Fluco) / f(u S (u aj))\(dx) — / —f(uoo,x))\(dm) .
Uy, — Uso — Uso n—+oo Jp Ou
O
Corollaire 5.4.6. Dérivation « globale »sous l’intégrale
Soit I un intervalle ouvert non vide de R. Soit f: I x R — R telle que
(i) Vu € I, x — f(u,z) est mesurable
(i1) Jug € I, © — f(uo,x) est intégrable
(iti) pour p.t. x, u > f(u,x) est dérivable sur I
(iv) Yu, gi (u,x)‘ < g(x) avec g intégrable presque partout en x.
Alors F(u fR A(dx) existe et est dérivable sur I. De plus
of
F A(dx) .
) = [ Gt o)
Démonstration. Pour tout u € I,
[f(w,z)] < [f(uo, )| + |f(u, 2) = f(uo, )]
of
< f(uo, 2)[ 4 |u—uo| sup B—(U,x)
vE[u,ug] | OU
< fluo, )| + |u —uolg(x) -
Donc, par (i) et (iii), F' est bien définie. Pour tous u, u~ € I, pour tout z,
of
F2) = flune )] < ool s |2 0,2
vE[u,ug] | OU
< g(@)|u — u|
par (iii). Et le théoréme précécent finit la démonstration.
O

Exemple 5.4.7. Soit, pour u > 0, F(u) = f0+oo e x %dt. La fonction t — e~ Xt x

—S";(t) est L-intégrable sur |0, +oo[ car |e™1Xt x —Sir;(t)‘ < et (car ’Slr;ﬁ‘ <1)ettr et

est L-intégrable sur ]0,+oo[ (équivalence dans le cas de fonction positive avec Riemann
sin(t)
t

généralisé du théoréme . Pour tout t > 0, u > e~ % x

et 2 (e*“t X %) = —e Usin(t).

Sozt e > 0. Pour tout u > ¢, |—e~“sin(t)| < e ¢ (car |sin(t)| < 1) qui est intégrable
sur )0, +o00[. Donc par théoréme de dérivation globale, nous avons pour u > &

est dérivable sur |0, +o0]

Fllu) = /[0 O ).
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L’intégrale de Riemann f0+oo —e~sin(t)dt est Riemann généralisée en +oo, absolument
convergente. Cela est vrai Ve > 0 donc Yu > 0, on a donc, d’aprés le Théoreme [5.3.])

F'(u) = 0+°O —e “sin(t)dt. Calculons

F'(u) = [e™ cos(t)]goo + /0+00 ue” "t cos(t)dt
= —1+4[ue™™ sin(t)]:)roo " /*O@ w2e" sin(t)dt
= —1—u’F'(u) . i
Donc F'(u) = 1+u2 Donc il existe une constante C telle que F(u) = C —arctan(u). Posons

pour n € N*, f,.(t) = exp(—nt) bm(t) . Les fonctions f, sont mesurables. Pour tout t > 0,

fn(t) Nl 0 et|fn(t)] <etx 1 qui est L—intégmble sur [0,4o00[. Donc, par théoréme de

convergence dominée, F(n ffn —+> 0. Nous avons lim,,_, o arctan(n) = 5
n—+oo

donc C' = 5. Donc

Fu) = g — arctan(u) .

5.5 Exercices

5.5.1 Enoncés

1) Correspondance Riemann-Lebesgue. Calculer les limites suivantes :

(a) limy, oo f+°o Ign;"ildx (exercice type)

(b) lim,, 400 fo Tsin(ﬂ) dx

(¢) limy, 400 fo (1-2)"dx

(d) limy oo [7sin (£) St dar
(e) limy o0 f+<>0 1+cos®™ (z) o=l e
(f) limy, 400 fo arctan(z/n)e”*dx

2) On pose : I(a) = limy 400 f[o . (1- E)n e*®dx pour n € N et a € R (exercice type).

n

(a) On pose pour n € N, f, : Rt — R telle que fp(z) = (1 — %)newlmgn. Montrer
que (frn)n>0 est une suite croissante de fonctions. (On pourra notamment étudier :

gn(z) = (n+1)In (1 — RL_H) —nln (1 — %))
(b) En déduire la valeur de I(«) en fonction de .
3) Soit w la mesure de comptage ("Card") sur (N, P(N)). Pour toute suite positive (ty)n>0,
ona:y s oup = [yunp(dn).
(a) Calculer limy_, 4 oo [ano 3= (1 - m)}

(b) Calculer limy_; o0 {ano %}

4) Inégalité de Jensen.
Soit (E, A, 1) un espace mesuré avec u(E) = 1. Soit ¢ : R — RT convexe et dérivable
deux fois (et donc ¢” > 0). Soit (E, A, ) un espace mesuré avec u(E) = 1. Soit f :
(E, A) — (R, B(R)) mesurable et telle que [, f(z)du(z) < +oo.
(a) Montrer que Vz,y € I, ¢(y) > é(z) + ¢'(2)(y — 2)

(b) En prenant z = [, f(t)du(t) et y = f(z) dans l'inegalité précédente, montrer que :

(o)« foosome
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(¢) En déduire que pour toute fonction f : [0,1] — R telle que f[o 1 |f(z)|p(dx) < 400 :

(/ If(ff)u(dx)> < [ f@Puldn).
[0,1] [0,1]

5) (a) Montrer que V2 > 0,0 <1—e"* < z.

l1—e”

:czy
(b) En déduire que Yy > 0, x — -=55— est intégrable sur [0, +-o0l.

(¢) Pour tout y > 0, on pose

2
1— e
Fo) = [ ).
O4oc] @

Montrer que F est dérivable sur ]0, 4+o00|[. Calculer F’(y). On rappelle que
+oo 5
/ e " dr =/7/2.
0

(d) En déduire F(y) a une constante prés.

(e) Calculer cette constante en regardant lim,,_, . F'(1/n).
k
2
6) On considére pour n > 0 la série Y, Un,k aVEC Up k= 7 (%) .

(a) Montrer que cette série est convergente (Vn > 0). On notera I,, sa limite.

(b) Calculer lim,, oo I,.

5.5.2 Corrigés

(1)

(a) — Exercice type. Cet exercice fixe la méthodologie que vous devez suivre.

Les autres corrections ci-aprés fournissent des "indices".
. +oo 2 . N
On veut calculer I = lim, 4o [, —%-Fi-dz. On note f,(z) la fonction a

) x2n2+1
intégrer.

i. Faire le lien avec l'intégrale de Lebesgue. Pour tout = > 1, |f.(x)] =
2 2 2 2

m;‘njil < 7;2121 < 2in < 5—2 La fonction z — f—z est absolument R-

intégrable au sens généralisé (avec pb en +00), donc f, est a son tour L-

et R~ intégrable sur [1,+c0], et les deux intégrales coincident. On est donc

. 2
ramené & la recherche de lim,,_, 1 f[l o] #ﬁil du(x)

ii. Recherche du bon théoréme. Ici il semble facile d’aprés la question précé-
dente de procéder par le théoréme de la convergence dominée. Il faut vé-
rifier les deux hypothéses : domination (p.p.) et convergence simple (p.p.).
Convergence simple : pour tout z, f,(x) — ;12, avec r — Z% Lebesgue inté-
grable d’aprés la quesiotn précédente. De plus pour tout n on a le majorant
indépendant de n suivant : |f,(z)| — 1—12 D’aprés ce qui précede, m% est
L-intégrable.

iii. Application de la convergence dominée : I = f[l} o] x% Cette intégrale est
associée a une intégrale généralisée de Riemann absolument convergente. On
a donc identité entre les deux intégrale et on obtient I = limy 4o fla ?12 =
hma%JrOO[_%]? =1

qui est intégrable sur [1; 400l

2
— Pour tout x > 1, #ﬁl ST .

PO . + 2 +
Donc, par théoréme de convergence dominée, fo it gy *© Ldr =
x2n?+1 n—s—400 0 x
—1/alf™ = 1.

x

(b) — Vx €]0,1], ﬁ sin(1/nx)| < % et % intégrable sur [0, 1]
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— Vz €]0,1],

= sin(l/nz) — 0

\/5 n——+oo

Par convergence dominée & argumenter, lim,,_, o fo 7z sin ( L ) dr =20

— Vz € [0,1], (1 — 5) | <1 et la fonction constante égale a 1 est intégrable sur
[0, 1].
— On a Vz € , (1-% " = exp(nlog(l — %)) = exp(n(—z/n +o(1/n))) =

exp(—z + 0(1)) j) e~ * par continuité de la fonction exponentielle.

Par convergence dominée, on sait directement que

/ (1—E> de — / e dr=1—¢e1.
[0,1] n n—+0 Jio1]

— Vz € R, |sin ()
00, +00|,
— Vx € R, sin (%)

z(lj—zz)| < (14_1:,;2) qui est une fonction intégrable sur | —

n 1 .
—y — v Ccar sin(u ~ U.
z(1+a?) n——+o0o (1+z2) ( )u—>0
Par convergence dominée a argumenter,

. +oo x n teo 1 +oo
lm - sm( )md =/ mdm = [arctan(z)]T30 =7 .
— Vz € R,

el+cos2"(z)e—\m| < 62—\x|

qui est une fonction intégrable sur R.

— Pour p.t. z € R, elteos™ @e—lal _ cl=lal
n—-+oo

Par convergence dominée & argumenter,

+o0 5 400
. n p— —
lim etteos™ (@) o~ el gy 2/ e 1l gy = 2t

n—-+oo

— 0o — 00

— VY >0, arctan(z/n)e~* < (m/2)e”* qui est une fonction intégrable sur [0, +o00].

— Pour tout x > 0, arctan(z/n)e™* — 0
n—-+oo

donc par convergence dominée,

+oo

lim arctan(z/n)e “dr =0 .
n—+oo 0

On a pour 0 <z <n, fpy1(x)/fn(z) = exp(gn(z)) et

= (L !
0= (- 757) Temn e 2

pour 0 < z < n donc g, croissante sur [0,n]. g,(0) = 0 donc g, (z) > 0 Va € [0,n].
Donc fpt1(x) > fo(x) Vo € [0,n]. Clest également vrai sur [n, +oc] donc f,, suite
de fonctions croissante.

Ona [ (1—2)" e dp(a = Jio.ny fn(@)du(z). De plus, Vo > 0, f,() R
e~ 2T donc par convergence monotone, [ = hmn_)_s_Oo f[o,n] fru(@)du(x) = f[0+oo] e
On va a présent calculer cette intégrale en passant par une intégrale de Riemann
généralisée. Soit o # 1, puisque la fonction g(x) = e™*T% est positive et Rieman
intégrale sur tout intervalle [0, n], on a directement que I = f[o o] e duy(z) =

. . —ztax
limy, 4 00 fon g(x)de = limy, | o[ 5——

I(a):{JrOO sia>1

= sinon .
—

16, on a donc :
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(3) (a) Pour tout n,k, 0 < - (1 k(n+1)) < 3~ qui est le terme général d’une série

convergente. Pour tout n, y ( n +1)) P = donc par convergence domi-
née :

i ¥ (1- ) Syl
k—rtoo | £ 37 k(n+1) =3 2

(b) Pour tout n, k, ‘Sm(z%‘ < 2L qui est le terme général d’une série convergente.

2TL
sin(n/k)

o — 0 donc par convergence dominée :

Pour tout n,
k— o0

lim ZL(”/ Ml o,

k—+4o0 0 AL
(4) Inégalité de Jensen.
(a) Vz,y € I avec z <y, ¢(y) — = [V ¢ (t)dt > [} ¢(2)dt (car ¢ convexe), donc

Py) — d(2) > ¢'(2 )( —2)
(b) On prend z = [, f(t)du(t) et y = f(x) dans l'inegalité précédente et on a :

o) 2o ([ 0aw)+o ([ 10a0) 6-2 .

On intégre ensuite par rapport a du(z) :

[ o ([ a0} aute)

+ [ o ([ £0an0) - aute)
o ([ roam)

+ ([ 10au0) ([ r@nto) - [ rrinte) )
o( [ s0aun) .

(c) La fonction ¢ : x € [0,1] — 22 est convexe. Donc par le résultat précédent, pour
toute fonction f :[0,1] — R intégrable,

(f 1 f(x)ldx>2 <[ ' fa)da

(5) (a) 0<1—e?= [etdt< [[1dt==z

Y%

/ O(f(x))dp(z)

22, )
(b) Par la question précédente, Vy > 0, 0 < 1_‘;2 L < yet < E% donc 0 < 1_‘;2 Y <

22,
inf(y,1/2?) donc z — 1=%; ’ est intégrable

(c) Soit & > 0,
— Vy>e a1

® est intégrable

2
—e Y L, .
l—e est dérivable

— Vo >0 (et donc pour presque tout x > 0), y —

a2,
— Ve >0,Vy>e¢, & (1_6 y) = e 7"V et \e“”zy| < e~ qui est intégrable sur

) Dy 22
0, o0
Donc (théoréme de dérivation globale et équivalence entres intégrales impropres
dans le cas de fonctions positives) F' est dérivable sur |e, +oo[ et F’ vaut :

Pl = [ e
y) = | e T
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Cela est vrai Ve > 0 donc cette dérivée est valable pour tout y €]0,+oco[. Par

changement de variable (u = /gz), F'(y) = - [ e du = %

On en déduit F(y) = /7y + C pour une certaine constante C'.

—22/n
F(1/n) = 0+Oo fn(z)dx avec fp(x) = % Pour tout = > 0, f,(x) - 0.

Pour tout « > 0, |f,(z)| < inf(1,1/2?) (voir question 1). Donc, par théoréme de
convergence dominée :

F(1/n) n_>—+>000
donc C = 0.
Pour n > 0,0 < % <6n2+6n+6n2+n+1=6.Donc 0 < u,; < 6~/k!

et cette derniére quantité est le terme général d’une série convergente (quand on
somme sur k)(série exponentielle). Donc ), - tun i est convergente.

On sait par l'exercice |3[ que I,, peut étre vue comme une intégrale par rapport a la
mesure de comptage sur N.
— Pour tout k, upp —> 2F /K.

n—-+oo

— Pour tout k, u, < 6%/k! qui est sommable.
Donc par théoréme de convergence dominée, I, — >, .27 /k! = 2.
n——+00 =



Chapitre 6

Mesure produit et théorémes de
Fubini

On se donne deux espaces mesurés (E, A, ) et (E', A", p').

6.1 Théorémes de Fubini et Fubini-Tonelli

Théoréme 6.1.1. Sur l’ensemble E x E’, il existe une « plus petite tribu » C contenant
tous les ensembles de la forme A x B avec A€ A, Be A'". OnnoteC=AQ A

Il existe une unique mesure, notée p®@ u' sur C telle que, si (A, A"y € Ax A, pn@ ' (A x
A') = p(A)p' (A").

Définition 6.1.2. La mesure p ® p' définie par le théoréme ci-dessus s’appelle la mesure
produit de p et p'. La tribu C définie par le théoréme ci-dessus s’appelle la tribu produit.

Définition 6.1.3. On notera B(R?) la tribu B(R) ® - -- @ B(R) = B(R)®? (produit d fois).
La mesure A@ \ sur B(R?) mesure les aires, la mesure A\Q A@ X = A\®3 sur B(R?) mesure
les volumes, ...

Théoréme 6.1.4. Théoréme de Fubini- Tonelli
Soit f : E x E' — [0, +00] mesurable positive. On définit les fonctions ¢ et ¢ sur E et E’
respectivement par

o@) = [ Fla i (dy), bly) = / F(y)ulde) |
E’ E

Ces fonctions sont mesurables positives et vérifient

[ ot@mtan) = [ paus itinds) = [ v

(et cette quantité € [0, +o0]).
On retient que pour des fonctions positives, on peut intervertir 'ordre des intégrations.

Théoréme 6.1.5. Théoreme de Fubini (ou Fubini-Lebesgue)
Soit f : E x E' = RU{+00,—00} une fonction mesurable. On définit les fonction fi et fo
sur I et E' respectivement par

/IfaryIM(dy foly /|fxy|udx>.

(i) Si l'une des fonctions f1 ou fo est intégrable alors lautre l'est aussi et dans ce cas, f,
¢ et Y sont intégrables. De plus, nous avons alors

/aﬁ(x)u(dx):/ [, y)p e (de,dy) = [ () (dy) .
E EXE’ E’

33
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(i1) Si f est intégrable (contre la mesure p @ ') alors f1 et fo sont intégrables et nous
avons encore [’égalité ci-dessus.

Exemple 6.1.6. Soit

fooo0,1]x[0,1] — R+
(z,y) — e W0

Cette fonction est mesurable positive. Par Fubini-Tonelli (et équivalence Riemann-Lebesgue
dans le cas de fonctions continues sur un intervalle borné),

/[0,1] < o f(x,y)A(dx)> A(dy)

/[0,1] o (/01 ewlzﬂ’gldx) Aldy)
1-y

Jou™ (/o ) A

/0 eV (1-e ) ay

1
= e Y
0

/ £(z, 9)A ® A(da, dy)
0,1]x[0,1]

2
e
Notation 6.1.7. Intégrale multiple

Pour toute fonction f : R* — R intégrable, on notera indifféremment

f(x1,. .., 2\ dxy, ..., dzg) = flz1, ... zq)day ... dxg
R4 Rd
1 1
= / / flz1,...,zq)dzy .. .dzy
0 0
= f(u)du
R4
(on a remplacé, dans cette écriture, (x1,...,xq) par u).

Définition 6.1.8. Soit u mesure sur (R?, B(R?)). La mesure p est dite avoir pour densité
la fonction f: R4 — R (par rapport & )\®d) si Yo mesurable positive R? — R,

y ¢(@)p(da) = y (@) f(z)X*(dz) .

Ceci implique, en particulier, que VB € B(R?),
5= [ 1w

f @ Ryx[0,1] — R
(v,y) +— 2e 2% — e,

Exemple 6.1.9. Soit

Cette fonction est mesurable et n’est pas de signe constant. Calculons pour tout y > 0

+o00 +o00
/ flz,y)dx = / 272 — e” Wy
0 0

|:_e—2;17y + e—xy:| +oo
0

) 0
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Nous avons donc pour p.t. y € [0,1], f0+°° f(z,y)dz =0 donc, par le théoréeme

1 “+o00
/ (/ Fap)ie ) dy =0
0 0
Calculons pour tout x > 0

1 Cox eyl
/ flz,y)dy = [W}
0 0

e® 5 0. Nous avons pour p.t. x € [0,1], fol fla,y)de = &——=— >0

Pour x > 0, e e
“+o00 1
/ (/ f(m,y)da:) dy >0 .
0 0

donc, par le théoraéme
+oo 1 1 +oo
L ([ rwma)avz [F([7 swas)a.
0 0 0 0
Exemple 6.1.10. Interversion de somme et d’intégrale
Soit f : ExE' — R* mesurable positive. Nous supposons dans cet exemple que (E', A', ') =
(N, P(N), card). Comme nous l’avons vu dans l’ea:emple pour toute fonction g positive

sur ',
| at@idn) =S th)

k>0

Donc

Par Fubini-Tonelli, nous avons alors

/E > fak) M(dx)zlg)(/Ef(a:,k)u(dm)>.

k>0

6.2 Changement de variable

Définition 6.2.1. Soient U et V deux ouverts de R?. Un difféomorphisme ¢ de U dans V
est une bijection ¢ (U — V) qui est C* telle que ¢~ est C1 aussi.

Rappel : C! veut dire que la fonction est continue et ses dérivées partielles du premier
ordre existent et sont continues. De maniére plus explicite, la fonction

¢ v — VvV
(ul""7ud) H (¢1(u17""ud)7"'7¢d(u17"'7ud))
est C! si ¢q,...,¢q sont continues et Vi, j, gi’f existe et est continue.
J

Définition 6.2.2. Si ¢ est un diffécomorphisme de U dans V (deux ouverts de R?), on
appelle matrice jacobienne la matrice suivante (fonction de (uq,...,uq))

9 2}

gii (ula 7ud) gi; (ula aud)

Ty = ﬁ(ul,...,ud) a%’:i(ul,...,ud)
) )
%(ul,...,ud) %Z(Ul,---,ud)

Théoréme 6.2.3. Théoréme de changement de variable.
Soient U,V deuzx ouverts de R%. Soit ¢ : U — V un difféomorphisme. Soit f une fonction
intégrable V. — R. Alors la fonction fo¢: U — R est intégrable et

/ )y = / (f 0 #)() x | det(Jy (x))|da
174 U

(Attention & ne pas oublier la valeur absolue dans les calculs.)
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Remarque 6.2.4. Lien avec le changement de variable en dimension 1.

Soient |a, b[, e, d[ deux intervalles ouverts de R. Soit ¢ :]a, b[—]c, d[ un difféomorphisme tel
que lim,_,, ¢(x) = ¢, lim,p ¢(x) = d. Nous connaissons le changement de variable pour
les intégrales de Riemann, pour [ :]c,d[— R

/Cd f(z)dz

Et d’apres le théoréme précédent,

/ f(x)dx
[e.d]

car la matrice jacobienne est ici une matrice 1 x 1. Supposons a < b, ¢ > d. La fonction ¢
est donc monotone décroissante donc Yy, ¢'(y) < 0. D’aprés le Théoréme

b
/ f o d(y)d (w)dy

/ £ o 6(y)|¢/ (v)ldy
[a,b]

d
[ t@iz=— [ fads
c le,d]

ce qui est cohérent avec le fait que

b
/ Foowdwiy =~ [ foole Wiy

Donc, en dimension 1, on peut faire le changement de variable avec le théoréme ci-dessus
ou directement sur l'intégrale de Riemann.

Exemple 6.2.5. Changement de variables en coordonnées polaires.
Soit
¢ : ]0,4+00[x]0,F[ — Ri xR%

(0.6) — (peos(B), psin(0)) -

L’application ¢ est un difféormorphisme (on l’admet sans démonstration). Calculons sa ma-

trice jacobienne
- cos(0) sin(0)
Jo(p,0) = [ —psin(8) pcos(d) | -

Nous avons donc | det Jg|(p,0) = |pcos?(0) + psin(0)| = |p|. Donc, par le théorémem

— (22442 _ 2
[ ey = [ e pluddtn
[0,4-00] J[0,+00] [0,400] J[0,m/2]
T [t

= 5/ pe " p(dp)
0

Or

2 2 2 2
/ / e WY p(da)p(dy) = / e ” (/ eV u(dy)> p(da)
[0,400] J[0,400] [0,+0c] [0,400]

Donc

“+o00
/0 eV dy = 277. (6.2.1)
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Exemple 6.2.6. Convolution

Soient f,g R —> R deux fonctions intégrables. Rappelons que la convolée de f et g est
(f*g)(z fR —y)u(dy). Montrons que cette fonction est bien définie (c’est a dire
que f*g < 00 pp) Nous avons

- waﬂuwﬂ

/ / )] % l9(z — ) |(dy)u(dz)
A / 7)1 % oo = Dlutds) ) ()
[ 1wl [ late = s)lutaoatay
‘4U@)<49@—MMM@>M@%

Pour y fizé, nous avons par changement de variable en dimension 1 (u=z—y, t =u+vy,
dx = du)

/R (% 9) (@) a(de)

IN

(Fubini- Tonelli)

/R 9(z — y)|u(dz) = / 9z — y)lu(da)
- / l9(w)| ()

Donc

[1omntas) < [ 5 [ iouan) wan
(/R |9(u)|ﬂ(du)> x (/Rf(y)/ﬁ(dy)) <o

car [ et g sont intégrables. Par la remarque |f*g| est donc finie presque partout, donc
f*g est p.p. finie.

Fizons x et opérons un changement de variable y = x — u dans lintégrale :

[ 1wt =nutan) = [ =gt

- / f(@ — u)g(u)du
- / f(@ — u)g(u)du

Donc

frxg=gxf.

Exemple 6.2.7. Volume de la boule unité
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On note B = {(x,y) € R? : 22 + y* < 1} la boule unité de R%. Calculons

p@u(B) = 4213(x7y)u®u(dx,dy)

(Fubini-Tonelli) = /R ( /R 1x2+yz§1u(dy)> p(dz)

V1—z2
= /1|x\§1 </ 1dy> p(dz)
R —V1—z2

+1
/ 21 — z2dx

1

[N

(changement de variable x = sinu) = / 2 cos(u) cos(u)du

(e m\:l

= / cos(2u) + 1du

Sll’l
= + 7
iy
2

= .

m\:l

Exemple 6.2.8. Calculons I = |, e_(”H‘y)z_(””_y)Qu(d:E)u(dy). Changement de

[0,400[%x[0,+00]

{ u=x+y { T = “TJ“’
v=x—y ) y = uEU
Le difféomorphisme est ¢ : (u,v) € {(u,v) € R? : u > 0,|v] < u} — (42, 452) €
[0, +00[x [0, +00]. Sa matrice jacobienne est

variables

N|—=
o

Ty =

N|—=

Donc

2

1
I = / e e_”2§u(du),u(dv)
(u,v)ERZ:u>0,|v|<u

77142 u
(Fubini-Tonelli et Théoréme = / ¢ 5 </ e”2dv> wu(du) .
w€[0,+00]

—Uu

Posons F(u) = [* e Vdv = 2f0 ~*dv (par symétrie). Nous avons F'(u) = 2e~%.
Donc (lien Riemann généralisé / Lebesque pour lintégrale d’une fonction positive du Théo-
réme
+o0 1
I = / —F'(u)F(u)du
O 4

= [1F(u)2} "

(par Uégalité =

6.3 Exercices

6.3.1 Enoncés

1) (a) Montrer que pour tout y > 0 :
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1

1
/[o,m} (I+y)(A+ ar?y)ﬂ(

RN )

(b) Montrer que :

1 7r2
/[°v+°<>} </[0,+oc} (1+y)(1+:c?y)“(d$)> nldy) = = -

(¢) Montrer que pour tout > 0,z # 1 :

1 _ 2log(x)
/[o,m] a2 ™ =21

(d) En déduire que :

2) On rappelle que : 0+°O e‘“zu(dac) = TW En utilisant le changement de variable v = z+y,

v =z —y, calculer :
/ et e (da) (dy) -
RxR

6.3.2 Corrigés

(1) (a) D’apres ’équivalence Riemann Lebesgue impropre dans le cas de fonction positive
en +oo
—+o0

+oo 1 1 1
L e = T [\/17 a“ta”(m)]
T 1

2 /y(l+y)

(b) D’aprés Fubini-Tonelli et I’équivalence Riemann Lebesgue impropre en +o0o dans
le cas de fonction positive, I'intégrale vaut

/[0,+oo] </0+Oo (1+y)(11+q;2y)d5”> 1(dy)

0

+o0 1
/0 PINIES

—+oo
1
= / T~ _2du
o 21+4+w?

3

= rlarctan(u)|§™
2
N 3 . . _ _ 1
ol 'on a fait un changement de variable en v = |/y, du = mdy.

(¢) Pour tout > 0,2 # 1, on a, en utilisant I’équivalence Riemann Lebesgue impropre
en +oo dans le cas de fonction positive, et par décomposition en éléments simples :

Foo 1 1 oo g z?
—2 dy = 2 - 2 dy
0 (T+y)(1+ 22y) 1-22 J, 1+y 1+22%y

1
= mﬂog(l +y) — log(1 + z%y)]5>

1 1+y
= 1 +oo
1—x2[0g<1+x2y)]0
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(d) Par Fubini-Tonelli et puisque f[o +o0] mu(dy) = 2;273’;(? pour p.t. = €

[0, +o0] :

(d)p(dy

N~—
Il

1
/[07+oo1 /[o,+oo] mu(d@/)u(dw)
= / Mﬂ(déﬁ)
[0,4-00]

2 —1

log(z)
= w(dx) .
/[0,+oo] 2% —1 )

1
TN L oM
/[0,+oc] ~/[0,+oo] (1+y)(1+2%y)

e e

(2) Changement de variable :
— — ut
{ u=x+y { r =
v=x—y y="445".

$:R*> — R?

(uv) s u+v u—v
’ 2 7 2

est bijective. On calcule le jacobien (c’est a dire que 'on écrit dans une matrice les
dérivées partielles de ¢ en u et v) :

o= 1 A ]

L’application :

On fait le changement de variable dans l'intégrale et on utilise Fubini-Tonelli :
[ e e ity = [ e e den( w wtdu)a(ae)
RxR RxR
1
= / e‘“ze_vzfu(du)u(dv)
RxR 2
_.21
= / e " —/mu(du)
R 2

™
D) .
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