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Un des objectifs est de définir I'intégrale de Lebesgue, c’est-a-dire de donner

du sens a :
/ fdu.
(B,A)

Dans ce chapitre, nous allons partir d’'un ensemble E quelconque. Sur cet en-
semble, nous allons définir une famille de parties de F, c¢’est-a-dire une famille
contenue dans & (E), 'ensemble des parties de E, que nous appellerons une tribu
sur F. Cette famille sera notée A et devra vérifier quelques axiomes pour avoir le
privilege se s’appeler une tribu : contenir F, étre stable par passage au complé-
mentaire et par réunion dénombrable. Les éléments de A sont donc des parties de
E, autrement dit des ensembles composés d’éléments de E. Nous appellerons les
éléments de A des ensembles mesurables. Un ensemble mesurable est un ensemble
que ’on va mesurer, c’est-a-dire a qui on va attribuer une valeur. L’opération qui
consiste a quantifier ces ensembles mesurables se fera a ’aide d’une application
particuliere appelée mesure, notée u. Une mesure p est donc une application
définie sur une tribu A, sur un ensemble E quelconque, qui attribue a chaque
ensemble mesurable A € A un nombre : une valeur réelle ou l'infini plus pré-
cisément. Enfin, étant donné un ensemble F muni d’une tribu A, l'intégrale de
Lebesgue d’une application f peut se voir comme une simple application qui a
I’application f attribue aussi une valeur. Cette valeur dépendant de f mais aussi
de E, A et pu. Avant de définir I'intégrale de Lebesgue au chapitre suivant, nous
devons introduire la notion d’application mesurable. En effet, pour avoir une
chance d’étre intégrable, une application f devra nécessairement étre mesurable.
Les applications mesurables sont les analogues des applications continues pour
les espaces topologiques et la définition est en un certain sens tres analogue aussi.
Comme vous 'aurez compris le mot clé pour ce chapitre est “mesure”.
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2.1 Espaces mesurables

2.1.1 Définitions et exemples

Définition 2.1.1 — Tribu

Soit E un ensemble et A C Z(F) une famille de parties de E.

A est une tribu sur E si :
i) Ee A,
ii) A est stable par passage au complémentaire : AC F e A= A°=F\ A€ A,
iii) A est stable par réunion dénombrable : A, Ay,--- € A= U, A, € A

Exemple 2.1.1. Les familles suivantes sont des tribus :

« La tribu grossiére : A = {0, E}. Cette tribu n’a pas d’intérét pratique.
o La tribu discréte : A= Z(E). Cette tribu permet de retrouver la notion de familles
sommables, voir Exemple 3.2.2 ou £ = N.

e A={0, A, A° E} pour A C F est la plus petite tribu contenant A, voir Exemple 2.1.2.
O

Remarque 2.1.1. Les éléments de la tribu sont appelés les ensembles mesurables. 11
faut noter la contrainte de dénombrabilité dans la condition iii), la réunion d’une famille
quelconque d’ensembles mesurables n’est pas en général mesurable.

Définition 2.1.2 — Espace mesurable

Pour A une tribu sur ’ensemble E, le couple (E, A) s’appelle un espace mesurable.

2.1.2 Propriétés

Proposition 2.1.3

Une tribu est stable par :

e N :  intersection ANB=(A°U B°)".
e\ : différence. A\ B=AnNBe.
e A . (différence symétrique. AAB = (A\ B)U (B\ A).
e N, : intersection au plus dénombrable.

» Il ne reste & prouver que la stabilité par intersection au plus dénombrable. Soient
Ay, Ay, --- € A. On note By, = AS. Par définition d’une tribu, Vn: B, € Aet U, B,, € A.

Ainsi, ¢
NA, = (B = <UBn) A
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Nous pouvons retenir de la proposition précédente qu’une tribu est stable par de nom-
breuses opérations. Sachant que I'on aimerait pouvoir calculer I'intégrale du plus d’applica-
tions possibles, il est important que la tribu contiennent de nombreux éléments. La proposi-
tion suivante nous permet de construire une tribu a partir d’une famille dans Z(FE) qui ne
vérifie pas nécessairement les axiomes de la Définition 2.1.1. A la place de construire, nous
dirons que I'on engendre une tribu a partir d’une famille de parties de E.

Proposition 2.1.4

i) L’intersection d’une famille quelconque de tribus est une tribu;

ii) Soit C C #(E), on appelle tribu engendrée par C, notée o(C), I'intersection
de toutes les tribus contenant C : c’est la plus petite tribu contenant C.

» i) On note A = N;erA; Uintersection des tribus.
e Viel . Fe A, = FeA,;
e AcA=Vicel : Ac A, =>Viel: Ac A, = A°c A;
o A, Ay, .- € A idem.
ii) Soit A une tribu contenant C. Alors o(C) C A par définition. [ |

Exemple 2.1.2. Soit A C E. Alors 0({A}) = {0, A, A, E'}. O

Une tribu est une famille potentiellement nombreuse pour laquelle il peut s’avérer difficile
de chercher & caractériser ses éléments. L’avantage a travailler avec une tribu engendrée
est que 'on pourra montrer des résultats en utilisant seulement les éléments de la famille
qui engendre et non pas la tribu engendrée. La proposition suivante va nous permettre de
formaliser ceci.

Proposition 2.1.5

i) SiCy C Cy dans P (E) alors o(C1) C 0(Ca). Si C; C 0(Ca) et si Co C 0(Cy) alors
o(C1) = o(C2);

ii) Si (E, ) est un espace topologique ! alors o(Q) = o(F), F étant I'ensemble des
fermés de E.

» i) Tout d’abord C; C Cy C o(C2) puisque par définition o(Ce) contient Co. Ainsi,
puisque o(C1) est la plus petite tribu contenant C; et puisque o(Cq) est une tribu, on a
o(C1) C o(C2). On a donc

C C U(Cg) = O'(Cl) C O'(Cg)

et de maniére similaire Co C o(C1) = 0(C2) C o(C1) ce qui permet de conclure que
0(C1) =0(Cy) si C; C a(C2) et Cy C o(Cq).

ii) Montrons que O C o(F) et que F C ¢(O). Soit O € O. On a
F=0€FCo(F)=0=F‘eco(F)=0Coa(F).

On montre de méme que F C 0(O) et on conclut a 'aide du résultat précédent. |

1. Une topologie O C Z(E) contient ) et E, et est stable par réunions quelconques et intersections finies.



6 Chapitre 2. Théorie de la mesure

Remarque 2.1.2. Par exemple, pour montrer que A = ¢(C), on utilisera la méthodologie
suivante : on montre que A C o(C) et que C C A.

Nos applications & intégrer seront toujours a valeurs dans R, R ou C et parfois définies
sur R. Sur R (comme pour R et C) il existe une topologie usuelle, dont les éléments sont
appelés les ouverts de R (pour cette topologie). Nous allons définir la tribu engendrée par
cette topologie qui sera notée H(R). Ces tribus particulieres engendrées par des topologies
ont un role fondamental et porte un nom particulier donné par la définition suivante.

Définition 2.1.6 — Tribu de Borel et boréliens

Soit (E,O) un espace topologique. Les éléments de Z(FE) := o(O) sont appelés les
boréliens de E et on appelle Z(F) la tribu de Borel de E. L’espace topologique
étant sous-entendu.

2.1.3 Tribus de Borel sur la droite réelle et la droite réelle achevée

Lorsqu’une tribu est engendrée par une famille de parties (autre que la tribu elle-méme),
il est intéressant de travailler directement avec la famille qui engendre car elle contient moins
d’éléments et en principe on sait caractériser les éléments de cette famille. Ainsi, il appa-
rait intéressant de chercher pour une tribu donnée, des familles qui ’engendre constituées
d’éléments, c’est-a-dire des parties de E, simples a caractériser. L’exercice suivant en est
I'illustration.

Exercice 2.1.1 (solution p. 71) : Soit C := {Ja,b[ | a < b€ RU {—00, 400} = R}.
Montrer que ¢(C) = o(0) = A(R), ou O est I'ensemble des ouverts de R pour la
valeur absolue.

On sait donc que A(R) est la tribu des boréliens de R (ou tribu de Borel). Elle est
engendrée par les ouverts de R, par les fermés de R, mais aussi, comme 'indique ’exemple
précédent, par les intervalles ouverts a extrémités réelles. On admet que la tribu de Borel
sur R est I'ensemble des parties de R prenant 'une des formes suivantes : A, A U {400},
AU{—o0} ou AU{—00, +00}, ot A € A(R). La proposition suivante nous donne de nouvelles
possibilités pour engendrer ces deux tribus de Borel.

Proposition 2.1.7

Soit S une partie dense de la droite réelle.?

Alors #(R) est la tribu engendrée par les intervalles du type

1) [a,4o0], 2) Ja,4o0], 3) |—o00,aql, 4) ]—o00,al,

avec a € S. Il en est de méme pour #(R) avec les intervalles du type [a,+0o0]. ..

» La preuve est laissée en exercice. |

2. C’est-a-dire telle que tout nombre réel est limite d’une suite a valeurs dans S ; par exemple S = Q.
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2.1.4 Lemme de transport et tribu trace

Soit une application f: Fy — Es avec Ej et Fo deux ensembles. Il important de noter
que nous ne supposons rien de plus sur f. On ne la suppose ni bijective, ni surjective, ni rien
d’autre.

Proposition 2.1.8

Si Ay est une tribu sur Es, alors® f~'(Ap) := {f~*(B) C E1 | B € Az} est une tribu
sur F1, appelée tribu image réciproque de A, par f.

» Montrons que f~1(A2) est une tribu. On a
« B =[N (E) e [T (A
« Si A= f"YB) e f1(Ag) alors A° = (f~Y(B)) = f~YB°) € f1(Az) car B® €
Ag;
e Si(An), € ffl(.Ag)N, avec A, = f~1(B,,) alors puisque U, B,, € As, on a :

UAn — Uf_l(Bn) — f_l(Uan) S f_l(-AZ)

|
Proposition 2.1.9
Si Ay est une tribu sur E1, alors B == {B C FEs } f1(B) ¢ Al} est une tribu sur Fs,
appelée tribu image de A; par f.
» La preuve est laissée en exercice. |

Remarque 2.1.3. La tribu image n’est pas f(.A;) qui n’est en général pas une tribu.
Nous avons défini la tribu image (directe) B via les images réciproques f~!(B), B C Es.
Cependant, on peut noter que f~!(B) ne fait pas intervenir I’application réciproque de
f qui n’existe pas nécessairement mais fait intervenir seulement I'application f, puisque

f7U(B) ={x € B | f(z) € B}.

Le résultat suivant est difficile & montrer mais tres puissant. Il dit qu’étant donnée une
application f: E; — FEs et une famille C C #(FE5>), la tribu engendrée par I'image réciproque
de C par f est égale a I'image réciproque par f de la tribu engendrée par C. Autrement dit,
les opérations “engendrer une tribu” et “calculer une image réciproque” commutent.

Théoréeme 2.1.10 — Lemme de transport

Soient une application f: E1 — Es et une famille C C & (FE,). Alors

3. Pour B C Es, l’image réciproque de B par f est définie par f~'(B) := {x € E1 | f(x) € B}. Attention,
f71(B) est un ensemble défini par f, E1 et B mais ne fait par intervenir I'application réciproque f~! qui elle
n’est pas nécessairement définie.
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» Montrons que o(f~1(C)) C f~(a(C)). On a
CcalC)=f1(C)C fHa(C) = a(f7H(C) C fFH(a(C))
car f~1(o(C)) est une tribu (c’est la tribu image réciproque de o(C) par f) contenant
F7HC) et o(f~1(C)) est la plus petite tribu contenant f~1(C).
o Montrons l'inclusion réciproque, c’est-a-dire que f~(o(C)) C o(f~1(C)). Soit Az la
tribu image de A; == o (f*(C)) par f: Ao ={BC Ey | f"}(B)€ A1}.Ona
VBeC: f7Y(B)e A car f71(C)coa(f1(C)),

donc C C As. Ainsi 0(C) C Az et donc f~1(o(C)) C f~1(Az). Mais,

f_l(A2) = {f_l(B) ‘ B e Az} c A

donc en conclusion f~1(a(C)) C o(f~1(C)). [ |

Ce théoréme peut se représenter sous la forme d’un schéma commutatif :

¢ 17 e

g o

o(C) — 5 A
avec A=o(f1(C)) = f~1(a(C)).

Tribu trace. Soient F un ensemble et O une topologie sur F, i.e. un ensemble de parties
de E appelés des ouverts de E. La paire (E, Q) est donc un espace topologique. On rappelle
que la tribu de Borel sur (E, O), notée Z(F), est la tribu sur E engendrée par O, c’est-a-dire
AB(E) = 0(0). La topologie trace (ou induite) de O sur un ensemble X C E est constituée
par définition des intersections des ouverts de F avec X :

tr(0) ={0ONX |0 € O}.

On parle aussi de trace des ouverts sur X. Si X € O alors la topologie trace est simplement
les ouverts de O inclus dans X, mais X peut ne pas étre dans O. Prenons un exemple. On
considere R muni de la topologie usuelle et on prend X = [0, 2] C R. Alors, pour la topologie
trace sur X, 'ensemble |1, 2] est un ouvert puisqu’il peut s’écrire |1,2] = XNJ1, 3], avec |1, 3|
un ouvert de R. Revenons au cas général. On souhaite maintenant écrire la topologie trace
comme 'image réciproque de O par une certaine application. Soit i: X — E [l’injection
canonique, alors

tr(0) =i 1(0) = {i"'(0) | 0 € O},

car :

VOO : il (O)={zeX |i(z)=2€0}=XnO.

On a alors le résultat suivant :
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Proposition 2.1.11 — Tribu trace

La tribu trace de #A(E) sur X définie par tr(A(E)) = {BNX | B € #B(E)} est la
tribu engendrée par la topologie trace de O sur X, c-a-d tr(#A(FE)) = o(tr(0)).

» Lemme de transport : tr(#(E)) = tr(c(0)) =i (c(0)) = a(i~1(O)) = o(tr(O)). A

Exemple 2.1.3. La tribu Z([0, 1]), c’est-a-dire la tribu engendrée par la topologie trace des
ouverts de R sur [0, 1], est donc aussi la tribu trace de #(R) sur [0, 1]. Ainsi, connaissant
A (R), nous connaissons maintenant %([a,b]) pour tous a < b réels. O

2.2 Applications mesurables

2.2.1 Définitions et exemples

Définition 2.2.1 — Application mesurable

Soient (E7, A1) et (E2,.A2) deux espaces mesurables et f: Ey — FE5 une application.
i) On dit que f est mesurable de (F1,.A;) dans (Es, Ag) si

FH(A2) C Ay,
c’est-a-dire si :
VBe Ay: fY(B)={zc E| f(z) e B} € Ay ;

On écrira aussi f: (E1, A1) = (E2, A2) mesurable.
ii) Si Ej et Fs sont des espaces topologiques et si Ay et As sont les tribus de Borel
correspondantes, on dit alors que f est borélienne.

Remarque 2.2.1. Les applications mesurables ont la méme importance pour les espaces
mesurables que les applications continues pour les espaces topologiques. On rappelle que
si (E1, O1) et (E2, O2) sont deux espaces topologiques, alors une application f est continue
en tout point de Ej si et seulement si f~1(0z) C O;. On peut donc remarquer la similitude
dans la définition d’une application mesurable.

On parlera parfois de fonction a la place d’application quand ’application est a valeurs
dans R ou R.

Exemple 2.2.1. La fonction indicatrice 14: (E,A) — ({0,1}, 2({0,1})) est mesurable si
et seulement si A est mesurable, i.e. A € A. Montrons pour cela que I'image réciproque par
14 de tout ensemble mesurable de &2({0,1}) est mesurable si et seulement si A € A. On a :

oy =4 13'({(1h =4, 13°({01})=E, 13(0)=0.

Ainsi, puisque 0 et E appartiennent & la tribu et puisque pour que A€ € A il faut et il suffit
que A € A, le résultat est démontré. O

Exemple 2.2.2. Toute fonction constante de (E,.A) dans (R, Z(R)) est mesurable. O
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2.2.2 Propriétés

La proposition suivante fournit des criteres assurant la mesurabilité d’une application.
Le premier point montre encore 'avantage a travailler avec une tribu engendrée car il suffit
d’utiliser la famille qui engendre pour montrer la mesurabilité de I’application. On mettra a
profit ce résultat pour montrer les deux derniers points affirmant qu’une application continue
ou continue par morceaux est mesurable.

Proposition 2.2.2 — Critéres de mesurabilité

i) Soit C une classe de parties d’un ensemble F, i.e. C C & (F'). On note B := o(C).
Alors,
f: (B, A) — (F,B) mesurable & f~1(C) c A ;

ii) Soient fi: (E1, A1) — (B, A2) et fa: (B2, A2) — (Es, A3) deux applications. Si
f1 et fo sont mesurables alors fy o f1: (E1, A1) — (FE3,.A3) est mesurable;

iii) Soient (E,0q) et (F,O3) deux espaces topologiques. On a #(E) = o(O)
et B(F) = o(0Os) les tribus de Borel correspondantes. Si f: (E,#A(E)) —
(F, B(F)) est continue alors elle est mesurable;

iv) Soit f: [a,b] — R continue par morceaux (a < b € R), alors f mesurable de
([a,b], B(la,b])) dans (R, B(R)).

» i) Par définition, f est mesurable si f~1(B) C A. D’aprés le lemme de transport,
ona f~4(B) = f1(c(C)) = o(f~(C)). Le point est alors démontré puisque d’apres la
Proposition 2.1.5, o(f~1(C)) C A si et seulement si f~1(C) C A.

ii) On a VA3 € As: (fao f1) 1 (As3) = fi1(f5 1 (A3)) € A car f; mesurable et f; 1(A3) €
Aj puisque A3 € A3 et fo mesurable.

iii) Pour montrer le point, il suffit de montrer que f~1(O03) C ZAB(E) = o(0;). Par
hypothése de continuité de 'application f et définition de la tribu engendrée, on a :

VO3 € Oy : fﬁl(Og) €0 C 0'(01)

autrement dit f~1(Os) C o(01). Le point iv) est laissé en exercice. |

La proposition suivante nous permettra de montrer que toute combinaison linéaire d’ap-
plications mesurables est mesurable, que le produit aussi, ou encore le min, le max, etc.

Proposition 2.2.3

Si fi,...,fq sont des applications réelles mesurables sur (E, A) et g une fonction
borélienne sur R%, alors h: (E, A) — (R, Z(R)) définie par h(x) := g(fi(x),..., fa(x)),
est mesurable.

» On pose
o (B, A — (RYLBRY)
z o f(@)=(filz),..., fa(z))

de telle sorte que h = go f. Il suffit de montrer que f est mesurable. D’apres la Proposi-
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tion 2.3.6 donnée par la suite, on a Z(R?) = ¢(C) avec C := {Hle]a,- L bil
1 suffit donc de montrer que f~1(C) C A. Soit I := [[%,]a;,b;[ € C. Alors,

d

= ﬂ £ (Jai,bi[) € A car stable par intersection,

i=1 —~
cB(R)

€A car f; mesurable

a; < b; réels}.

ce qui permet de conclure. |
Exemple 2.2.3. Si fi,..., f; sont des applications réelles mesurables sur (F,.A) alors les
applications suivantes le sont aussi : Zle a; fi, a; € R, min(fy,..., fq), max(fi1,..., fq). O

Exercice 2.2.1 (solution p. 71) : Soient f; et fo deux applications mesurables de
(B, A) dans (R, #(R)). Montrer que :
a) {z € B fi(z) = faz)} € A,
b) {z € E| fi(z) < fo(x)} € Aet {z € B fi(z) = fao()} € A,
(

< f
c) {zeFE| filzr) < fa(x)} € Aet {x € E| fi(x) > fa(z)} € A.

)
)
Proposition 2.2.4

Soit (f»),, une suite d’applications mesurables sur (E, A) a valeurs dans R.

i) Les applications sup,, f et inf, f, sont mesurables;

ii) On alimsup f,, = lim sup f et hm inf f,, = lim inf f; mesurables;
n——+o00 n—+o0o k>n —+o00 n—+oo k>n

iii) Si (fy), converge simplement vers f (a valeurs dans R), alors f est mesurable.

Remarque 2.2.2. Rappelons que %(R) est engendrée par les |—o00,a] et B(R) par les

[—00,al, pour a € R.
» i) On pose g :=sup,, fn. OnaVa € R: g1 ([~00,a]) =N, £, ([~o0,a]) € A car

z€ g ([~00,a]) & g(z) SasVn: folr) <a

@Vn:aﬁef;l([—oo,a])@meﬂfgl([ 00, al)

De méme, en posant h := inf,, f,, on a h=!([a, —o00]) = N, f,,  ([a, —o0]) € A. D’apres le
premier point de la Proposition 2.2.2, les fonctions sup,, f,, et inf,, f,, sont mesurables.

ii) Puisque sup,, f, et inf, f,, sont mesurables et en remarquant que

limsup f, = 1nf sup fr et hm 1nf fn =sup inf fg
n—+00 Ok>n n>0 k>n

alors on peut conclure.

iii) Si f, — f alors f = limsup,, f, qui est mesurable.
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2.3 Mesures et espaces mesurés

2.3.1 Définitions et exemples

Définition 2.3.1 — Mesure

Soit (F,.A) un espace mesurable. On appelle mesure sur (E,.A) une application
p: A= Ry =R, U{+oc}

telle que

i) u(0) =0;
ii) pour tous Ay, Ag,--- dans A 2 & 2 disjoints :

L (U An> = Z w(Ay) (0-additivité).

Définition 2.3.2 — Espace mesuré

Soit (E,.A) un espace mesurable et p une mesure sur (F,.A). On dit que (E, A, ) est
un espace mesuré.

Définition 2.3.3

Soit (E,.A, ;1) un espace mesuré.

i) La mesure u est dite finie si u(E) < 400
ii) La mesure p est dite de probabilité si u(F) =1,
iii) La mesure p est dite o-finie si

3(Ay), € AV t.q. E=U,A, et u(A,) < +oo Vn.

I Remarque 2.3.1. On rappelle que pour une tribu A, les ensembles A € A sont appelés
des ensembles mesurables. Une mesure attribue a un ensemble mesurable une valeur.

Remarque 2.3.2. La condition p(f)) = 0 équivaut & dire que p n’est pas identiquement
égale & +o00. En effet, s’il existe A € A tel que pu(A) < 400, alors u(A) = (AU D) =
1(A) + p(0) d’ott p(0) = 0.

Exemple 2.3.1 (Mesure de Dirac). Soit (E,.A) un espace mesurable et a € E. On définit
5(1 A — R+

A 6a(A):{Osia¢A

1siaeA.

Alors, d, est une mesure sur (E, .A). Montrons que 4, vérifie les axiomes la définition :

e 04(0)=0;
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o Soit Ay, Ag,--- dans A 2 a 2 disjoints. Si a appartient & 'un des A,, alors 6,(UpAy) =

> 0a(Ay) = 1, sinon 0,(UpAyn) =3, 0a(An) = 0.
[l

I Remarque 2.3.3. §, est une mesure de probabilité.

Exemple 2.3.2 (Mesure de comptage). Soit I’espace mesurable (N, &(N)). On définit

card: Z(N) — Ry

A si A est fini
A — card(A):{# i

400 sinon,

ou #A désigne le nombre d’éléments d’un ensemble fini. Alors, card est une mesure sur
(N, Z(N)). Montrons que card vérifie les deux propriétés de la définition :

 card() =0;
o Si Ay, Ay, dans Z(N) sont 2 a 2 disjoints alors card(U,Ay) = >, card(A4y,).

Exercice 2.3.1 (solution p. 72) : On considére sur R, la famille*
A={Aec ZR)| A est dénombrable ou A est dénombrable} C Z(R).

Montrer que A est une tribu. On définit ensuite
JR A — R+

0 si A est dénombrable,
A — p(A) =

1 sinon.

Montrer que u est une mesure sur (R, .A).

Définition — Ensemble négligeable

Soit (E, A, u) un espace mesuré. On dit que A € A est un ensemble négligeable (ou
p-négligeable) si p(A) = 0.

Remarque 2.3.4. Attention, les ensembles négligeables ne contiennent pas nécessaire-
ment peu de points, tout dépend de la mesure.

« Par exemple, si u = dy, la masse de Dirac en 0 sur R, alors R* est négligeable.

e Sipu = A, la mesure de Lebesgue sur R, cf. Section 2.3.3, alors Q est négligeable.

o Pour la mesure de comptage sur N, le seul ensemble négligeable est I’ensemble vide.

On retriendra que les ensembles négligeables d’une tribu dépend de la mesure.

4. L’ensemble vide, un ensemble fini et un ensemble infini dénombrable, sont tous dits dénombrables.
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Définition 2.3.4 — Mesure image

Soient (E1,. A1) et (Ea, As) deux espaces mesurables. Soient p: A; — Ry une mesure
sur (E1,Ay) et f une application mesurable de (F1,.4;) dans (E3, As). On pose

pr: A — Ry
B+ pp(B) = u(fH(B)).

Alors, 15 est une mesure sur (Es, As), appelée mesure image de p par f.

Exercice 2.3.2: (Formules de Hausdorff) Soient E et F' deux ensembles. Soit f: E —
F une application. Montrer les propositions suivantes :

L VYBCF,[fY(B) = (B
2. Soit I un ensemble d’indices non vide et soit (B;),.; une famille de parties de
F. Alors : f~N(Uier Bi) = Uer f~1(Bi) et f~(Nier Bi) = Nier [~ (B).

Exercice 2.3.3 (solution p. 72) : Montrer que 'application s défini dans la Défi-
nition 2.3.4 est bien une mesure sur (E2, As).

2.3.2 Propriétés
La proposition suivante regroupe les propriétés essentielles des mesures.
Proposition 2.3.5 — Propriétés essentielles des mesures

Soit (E, A, ;1) un espace mesuré.
i) Soient A, B dans A t.q. B C A. Alors

w(B) < u(A) (croissance de )
et si p(B) < 400 alors p(A\ B) = pu(A) — p(B).
i) Si (A,) € AN vérifie A,, C A,41 pour tout n, alors

w(UnAy) = limy, u(A,) = sup,, u(4,) (continuité a gauche)

iii) Si (A,) € AY vérifie A, 1 C A, pour tout n et si Ing € N t.q. u(A,,) < +oo,
alors

w(NpAy) = limy, u(A,) = inf,, u(Ay) (continuité a droite)
iv) Si (A,) € AY alors
w(UnAp) <30, u(Ay) (sous o-additivité)
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» i) On a pu(A) = u(BU(A\ B)) = u(B) + u(A\ B) ce qui permet de conclure.
ii) On pose By := Ay et By, .= A, \ A,—1 pour tout n > 1. On a alors

w(UnAy) = w(UnBy) par définition des B,
= Z w(By) car les B,, sont 2 a 2 disjoints.
n

D’autre part, on a ), u(Bn) = lim, Y 3o u(Bg) = lim, u(Up_oB) = lim, u(A,) car
Up_oBr = Ap, ce qui permet de conclure pour la premiere égalité. La croissance de p
nous donne la seconde égalité : (1(Ay)),, est une suite croissante.

iii) On pose By, := Ap, \ A, pour tout n > ng. La suite (B,,),, est croissante, majorée par
Ap,y et u(Apy) < 400 donc
p(UnBn) = lim u(By) = lim (u(Ang) — p(An)) = p(Ang) — lim p(Ap).

D’autre part, on a UpB;,, = Uy (Ap, NAS) = Apy N (UpAS) = Apy N (NpAR)S = Ay \
(NpAy) , donc on a aussi u(UpBy) = pu(An,) — p(NpA;,) ce qui permet de conclure pour
la premiere égalité. La croissance de p nous donne la seconde égalité : (pu(Ay)),, est une
suite décroissante.

iv) On pose By = Ag et B, = A, \ UZ;OlBk pour n > 1. Les B, sont 2 & 2 disjoints,
Ap =Ul_yBy et B, C A,. On a
w(UpBp) = Zu(Bn) car les B,, sont 2 a 2 disjoints
n
< Zu(An) car B, C A,.
n

D’autre part, on a U, A, = U, By, car B,, C A, C Uy A, et A, = U}_ By C U, B,. [ |

Il est important de noter que pour définir la continuité a droite, nous avons imposé qu’il
existe un rang a partir duquel les mesures des éléments de la suite sont finies. En effet,
prenons lexemple de la suite des A, = [n,+oo[. Cette suite est décroissante de limite
I’ensemble vide. Chaque élément est de mesure infinie or I’ensemble vide est de mesure nulle.
Nous n’avons donc pas 1’égalité entre la mesure de la limite et la limite des mesures.

Exercice 2.3.4 (solution p. 72) : Soit p une probabilité sur Z(R). On pose

F: R — [0,1]
t — F(t) = p(]—00,t])

1) Montrer que F' est croissante et continue & droite.
2) Calculer (si existence) lim; 4o F'(t).

Remarque 2.3.5. La fonction F' n’est pas nécessairement continue a gauche, bien que p
le soit. D’apres-vous, pourquoi ?



16

Chapitre 2. Théorie de la mesure

2.3.3 La mesure de Lebesgue

Proposition 2.3.6

La tribu Z(R?) est la tribu engendrée par la classe des pavés ouverts®, mais est aussi
la tribu engendrée par la classe des pavés ouverts a extrémités dans Q ou dans toute
autre partie dense de R.

Théoréme 2.3.7 — Mesure de Lebesgue (ou mesure de Borel-Lebesgue)

Il existe une unique mesure notée \q sur les boréliens de RY telle que la mesure de
tout pavé [[L, Jas , b;| soit donnée par :

d d
)\d (H]az,blo = H(bz — ai).

i=1 =1

Elle est appelée mesure de (Borel-)Lebesgue et parfois notée \.

» Voir par exemple [1, Théoreme 2.34], [4, Chapitre IV], [3, Chapitre 2]. |

Voici une liste de propriétés de la mesure de Lebesgue sur #(R) :

Ve e R : A({z}) =0;

Va<beR : A]a,b[) =Aa,b]) = A([a,b]) = A([a,b]) =b—a;

Va<beRetzeR : ANa+x,b+2]) = A([a,b]);

La mesure de Lebesgue d’un ensemble (au plus) dénombrable est nulle : A(N) = A\(Z) =
A(@Q) = 0. Attention, I’ensemble triadique de Cantor est infini, non dénombrable, mais
de mesure nulle. Autrement dit, tous les ensembles négligeables ne sont pas nécessai-
rement dénombrables.

Remarque 2.3.6. En toute rigueur, la mesure de Lebesgue est la complétée (voir Théo-
réeme 5.1.4) de la mesure de Borel-Lebesgue (définie dans le Théoreéme 2.3.7). La mesure
de Lebesgue est définie sur la complétée de la tribu de Borel sur R?. Cette tribu complétée
est appelée la tribu de Lebesgue et elle est strictement plus grande que la tribu de Borel.
En effet, il existe des ensembles mesurables pour la tribu complétée qui ne sont pas des
boréliens. Cependant, la tribu de Lebesgue ne contient pas toutes les parties de R?. En
effet, il existe des parties de R? non mesurables, c’est-a-dire & qui on ne peut pas attribuer
de valeur de maniére consistante avec la définition de la mesure.

Exercice 2.3.5 (solution p. 73) : On considere ’espace mesuré (R, Z(R), \) avec
A la mesure de Lebesgue. Les propositions suivantes sont-elles vraies ?

1. X est o-finie.
2. VK C R compact, A\(K) < +oc.
3. Soit O un ouvert de R. A(O) < +00 = O borné.

5. pavé = produit d’intervalles; pavé ouvert = produit d’intervalles ouverts.
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3.1 Intégrale des fonctions étagées positives

Dans ce chapitre et les suivants nous parlerons la plupart du temps de fonctions au lieu
d’applications pour les applications & valeurs numériques, c’est-a-dire a valeurs dans R ou
R.

3.1.1 Fonctions étagées et intégrale

On note M(A;, As2) 'ensemble des applications mesurables de (F1,.4;) dans (E2,.As).
Définition 3.1.1 — Fonction étagée

Une fonction f € M(A, Z(R)) est dite étagée si elle ne prend qu'un nombre fini de
valeurs.

Alors, il existe une partition finie (4;),.; de E, A-mesurable (au sens o 4; € A pour
tout i € I), et des nombres réels (a;);c; t.q.

f: Zai]lAi.

i€l
On note &(A) (ou &) l'ensemble des fonctions étagées de M(A, B(R)). On note &4 (.A)
(ou &) 'ensemble des fonctions positives de &(.A).

Remarque 3.1.1. Il existe une représentation canonique de f € & sous la forme f =
Sier @il g, ot les a; sont 2 a 2 distinets et ot 4; = f({au}) = {f = i}
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Exemple 3.1.1. Une fonction indicatrice est étagée car 14 =1-14 +0- 1 4e. Il
Proposition 3.1.2

Vf, g dans & et VA € R: Af + g € &, autrement dit & est un espace vectoriel.
De méme fg, max(f,g) et min(f, g) sont dans &.

> Sous forme canonique, on écrit f =3, a;l4, et g =3, B;1p;. Alors
UinB;) = (UAi> N (UB]) =ENE=E,
i,J i J

i

donc (A; N Bj), ; est une partition finie de E' et

M+g=> (Aai+B)Lanp, fg=> aifjlans, ...
.3 2%
Définition 3.1.3 — Intégrale des fonctions étagées positives

On appelle intégrale (au sens de Lebesgue) d’une fonction étagée positive f € &4
par rapport a la mesure p sur ’espace mesurable (E, A), I’élément :

[ rdn= 3 an(r7({a}) € Ry = [0, +oc],
g ef(E)

avec la convention 0 x co = 0.

Si [p fdp < 400, on dit que f est intégrable.

Remarque 3.1.2. L’intégrale ne dépend pas de la représentation. Si f = >, o;1 4, alors

[ ran=[ (Zaiu) dji =3 i p(A).
Exemple 3.1.2. Pour Ac Aona [pladpy=p(A) et pourac R, [pady=au(E). O

Exercice 3.1.1 (solution p. 74) : Soit f € &;. Soit Jp la mesure de Dirac en 0
définie sur Z(R) par :

502 ,@(R) — R.{.

A R (50(A)::{1 side A

0 sinon.

Déterminer / fddo.
R
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3.1.2 Propriétés de l’'intégrale

On pourra utiliser les notations

/(Eﬁ)fdu, [rdn [ @@, [ f@ads) on [ ra

Proposition 3.1.4

L’application f ~ [z fdu du cone® &4 vérifie :

i) Vf, g€y c[(f+g)dp= [ fdp+[gdu; (additivité)
i) Vfe&, Ya>0 : [(af)du=af fdu; (homogénéité positive)
iii) Vf, g € &4 f<g=[fdu< [gdpu. (croissance)

» i) Sous forme canonique, si f = >, a;14, et g = > Bilp; alors E = U;A; = U;B; et
donc (A; N Bj), ; est une partition finie de E. Par conséquent :

/(f+g dp =Y (e + ;) p(Ai N By)
— iaiu(Ai N B;) + Zﬁj 1(A; N By)
:i:ain(AiﬁBj):FZﬂjZM(AimBJ)
—iai,uj(Aiﬂ(Uij))-l-]Zﬁj,; ((Uid) N By)

=Zaiu +Zﬁgu /fdu+/gdu

ii) Sous forme canonique, si f = >, ;1 4, alors :

/(af Ydp = /(aZaZ]lA> /E(Zaai]lAi) du
_Zaa,ﬂ _azam /Efd,u,.

iii) En écrivant g = f + (9 — f) avec g — f € &4, on a par additivité :

/EngZ/Efdu+/}3(g—f)dM=>[Efdu§[Egdu.

1. K est un coéne si R:K C K, pointé si 0 € K et épointé si 0 € K.
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3.2 Intégrale des fonctions mesurables positives

3.2.1 Approximation des fonctions mesurables positives

On note M(A) (ou M) I'ensemble M(A, Z(R)); On note M (A) (ou M) I'ensemble
de fonctions positives de M(A);

Théoréeme 3.2.1 — Lemme fondamental d’approximation

Toute fonction de M est limite simple d’une suite croissante de fonctions de & .

» Soit f € M,. On définit

n2"—1 Lk
foi= D galiscperny +nlneyy
k=0

Alors Vn, f, est une fonction étagée positive, i.e. f,, € &4.

De plus, Vz € E la suite (f,(x)) est bien croissante et converge vers f(z). En effet, si
f(x) = +o0, alors fp(z) = n — +o0; sinon Ing t.q. f(z) < np, ce qui implique que
Vn > ng, |fu(z) — f(2)] <27 = 0. |

Exemple 3.2.1. On définit
fla)=1-(1-a)

et on donne les 4 premiers éléments (sans compter n = 0) de la suite (f,,) définie dans la
preuve du théoréme précédent dans la Figure 3.1. U

1 T T T 1

0.8 1 0.8

06 b 06

0.4 1 0.4

02f 1 02k

0 I I I 0 I I I
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2

1 T T T 1

0.8 Bl 0.8

0.6 1 0.6

0.4 — 04f

0.2 1 0.2

0 I I I 0 I I I
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2

FIGURE 3.1 — Approximation de f(z) = 1 — (1 — z)? par la suite (f,) de fonctions étagées
croissante données dans la preuve du Théoreme 3.2.1. De gauche a droite et de haut en bas,
onan=1,2,3et 4.
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3.2.2 Définition de l’intégrale et propriétés élémentaires

Définition 3.2.2 — Intégrale des fonctions mesurables positives

On appelle intégrale (au sens de Lebesgue) d’une fonction mesurable positive f € M
par rapport a la mesure p sur ’espace mesurable (E,.A), I'élément :

J.

)

)fdp ou/fdu::sup{/ cpdu‘goeé‘;etcpgf}€R+:[O,+oo].
E E

Si / fdu < 400, on dit que f est intégrable.
E

Proposition 3.2.3 — Intégration sur un ensemble de mesure nulle

Si u(E) =0 alors [ fdu=0.

» Soit ¢ € & sous forme canonique ¢ = ), ;1 4,. Alors, par croissance de la mesure,
Vi : u(A;) = 0 puisque A; C E et pu(E) = 0. Ainsi, [ edp = >, a;u(A;) = 0. On peut
alors conclure. [}

Proposition 3.2.4 — Restriction de I’intégrale & un ensemble mesurable

Soit (E, A, 1) un espace mesuré et f € M intégrable sur (E, A) par rapport a (.

Soit A € A un ensemble mesurable. Alors?
/ f]lAdMZ/ fladp.
(E,A) (A,tr(A))

» Soit ¢ € &1 (A) sous forme canonique ¢ = > «a;14,. Alors plg = > a;14,na nous
donne une représentation de la restriction de ¢ a A, notée p|4. La fonction étagée p|a
est mesurable sur (A, tr(A)), i.e. p|a € & (tr(A)). Ainsi,

/ go]lAd,u:Zozm(AiﬂA):/ ©ladu.
(E,A) (A )

,tr(A)

Il vient ensuite par la définition de I'intégrale dans M (A) :

.

)

)fﬂAdu=sup {/Esodu ’ p € EL(A) et @SfﬂA}
:sup{/ eladu ‘ p e éy(A) etgpgf}
E

=sup{Awdu'¢65+(tr(A)) etsoéf\A} :/(A A))f|AdN-

Str

2. Voir Proposition 2.1.11 pour la définition de la tribu trace tr(.A).
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Remarque 3.2.1. On utilisera souvent la notation [, fdu & la place de [, fladpy, ce
qui est justifié par la proposition précédente.

Corollaire 3.2.5

Si pu(A) =0 alors [ fladp = [4 fdu=0.

Proposition 3.2.6 — Croissance de l’intégrale

Soient f, g dans M telles que f < g, alors [p fdp < [pgdp.

> Sip e &) est telle que p < f alors ¢ < g. Ainsi
{fpedile<ftcipedi|v<g}

et donc

SUP{/ @dﬂ'weoﬁet@ﬁf} Ssup{/ cpdu’goeé‘;etcpgg}
E E
ce qui est I'inégalité recherchée. |

Corollaire 3.2.7 — Théoreme de comparaison

Soient f, g dans M. Si f < g et si g est intégrable, alors f est intégrable.

Corollaire 3.2.8

Si p est finie alors pour toute f € My, si f est bornée alors elle est intégrable.
» da>0tq. f<alget [palpdy=au(E) < +oo. |
Corollaire 3.2.9

Pour toute f € My : [ fdp < 400 = p({f = +o0}) =0.

» Soit A := {f = +oo}. Par contraposée, si u(A) > 0 alors [ fdp > [pfladp =
+00 X p(A) = +o0. |

Corollaire 3.2.10 — Inégalité de Markov

Pour toute f € M et pour tout a > 0,

u({f > a}) < i/Efdu.

Exercice 3.2.1 (solution p. 74) : Montrer I'inégalité de Markov.
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3.2.3 Théoreme de convergence monotone

Théoréme 3.2.11 — de Beppo-Levi, ou de convergence monotone

Si (fn) est une suite croissante de M, (A), alors f = lim,, f, € M4 (A) et

/Efduzli};n/Efndu.

» Montrons la premiere inégalité suivante : lim, [ frdp < [ fdp. Puisque la suite
(fn) est croissante, sa limite est bien définie (les fonctions sont & valeurs dans R) et
mesurable par stabilité de la propriété de mesurabilité par passage a la limite : f =
lim,, f, = sup,, fn € M4(A). Puisque Vn: f, < f, par croissance de lintégrale sur
M (A), [ fadu < [ fdu, et donc par passage & la limite lim,, [ f,, du = sup,, [ frndp <
J fdu.

« Montrons la seconde inégalité : [, f dp < lim, [ fn du. Puisque par définition [ fdu =
sup{[pdu | p € &(A) et p < f}, il suffit de montrer :

Vo€ &p(A) ta. o< f - /@duélim/fndu-

Supposons que l’on ait montré :
(H) Voe (A tq o< fetVae[0,1]:afpdu <lim [ f,dpu.

Alors, puisque a est arbitrairement proche de 1, on peut conclure en passant a la limite.
Montrons donc 'hypothese (H). Soit ¢ € &1 (A) t.q. ¢ < f et soit a € [0,1]. On pose
E, = {ap < f,}. Alors, (E,) est une suite croissante (car (fy,) croissante) dans A (car
fn et ¢ mesurables) t.q.
limE, =UE, =F.
En effet, si x € E est t.q. f(x) = 0, alors € E,, pour tout n car ¢(x) = fu(z) = 0.
Sinon, si f(z) > 0, alors
ap(z) < f(z)

car ¢ ne prend que des valeurs finies. Il existe donc N, € N t.q. ¢ € E, pour tout
n > N,. Passons a la deuxiéme étape pour montrer (H). Sous forme canonique on écrit
@ = eraily,. Alors,

/agp]lEn dp = a/ (Z aﬂlAmEn> dp = aZaiu(Ai NE,).
iel i€l
Par continuité a gauche de la mesure pu, lim,, u(A4; N E,) = pu(A;) pour tout i € I, donc
en passant a la limite, I étant fini, on a

1im/a<p]1En dp = aZam(Ai) = a/@d,u.
el

D’autre part, puisque E,, = {ap < f,}, alors aplg, < f, et donc

/agp]lEn dp < /fn dp < lim/fn dp (on rappelle que (f,,) est croissante),

et (H) est démontrée en passant a la limite et en utilisant 1’égalité précédente. |
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Corollaire 3.2.12
L’intégrale [y f dp est la limite des intégrales [y fn dp, ot (fy) est une suite arbitraire

de fonctions étagées positives croissant vers f.

Remarque 3.2.2. On aurait pu définir [ fdp comme la limite (et non la borne sup.)
des intégrales de toute suite de fonctions étagées positives croissant vers f, mais alors il
aurait fallu montrer que cette limite ne dépend pas de la suite de fonctions choisie.

Exemple 3.2.2 (Mesure de comptage). L’intégration par rapport a la mesure de comptage
m = card sur N est tout simplement la sommation de série. En effet, u € My (Z(N))
est tout simplement une suite (u,) de réels positifs, i.e. u(n) = u,, et pour tout N € N,
lapplication (qui est une suite)

on =ulpony = Z:()un Ly

est une fonction étagée positive qui converge en croissant vers u;
VneN : lim ¢on(n)=uln)=u, et pn(n)<enii(n).
N—+00

Par le Théoréme 3.2.11 de Beppo-Levi (ou de convergence monotone), puisque (@) est une
suite croissante de M, qui converge vers u, alors

fowam= i foowam= im S o)) = i 3= S

Exercice 3.2.2 (solution p. 74) : Soit f € M, (Z(R)). Soit dy la mesure de Dirac
en 0 définie sur Z(R). Déterminer [ f ddo.

Proposition 3.2.13 — Lemme de Fatou

Pour toute suite (f,) de M4 (A), nous avons liminf, f, € M1 (A) et

/ liminf f, dp < lim inf/ fn dp.
E N n JE

» Soient g, := infy>, fi et g == liminf, f, = lim, g,. Comme g est la limite simple de
la suite croissante (g,,) dans M, d’apres le théoreme de Beppo-Levi, on a

/gd,u = lim/gnd,u.
n
D’autre part, g, < f, donc par croissance de l'intégrale, [ g,du < [ f, du et donc
lim inf/gn dp < lim inf/fn du.
n n

D’aprés ce qui précede, liminf, [g,du = lim, [g,du = [gdu, ce qui permet de
conclure. |
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Remarque 3.2.3. Dans le lemme de Fatou, la suite n’est pas supposée croissante. Ce
lemme nous servira a démontrer le théoréme central de la théorie de 'intégration : le
Théoréme 5.1.6 de convergence dominée.

Remarque 3.2.4. Pour f,, .= 14, ou 4,, € A, le lemme de Fatou se traduit par I'inégalité
p(liminf A,,) < liminf u(A,).
n n

Remarque 3.2.5. Pour les plus curieux, vous trouverez trois exemples ou l'inégalité du
lemme de Fatou est stricte ici : [4, Chapitre I11-1.2].

Exercice 3.2.3 (solution p. 74) : On considére 'espace mesuré (R’ , B(R)),\).
On pose Vn € N :
fn: ]Ri — R
r — folz) =

ne” "

V1+4n? z2
mesurable de (R}, Z(R7)) dans (R, Z(R)). Utiliser le lemme de Fatou pour montrer :

Indication : on admettra que fRi e; d\ = +o0.

3.2.4 Linéarité positive
Proposition 3.2.14

L’application f +— [ fdu du cone M vérifie :

i) Vf, ge My D [(f+g)dp= [ fdp+[gdu; (additivité)
i) Vie My, Va>0 : [(af)dp=a [ fdu; (homogénéité positive)
iii) Vf, g € M4 D f<g=[fdu< [gdpu. (croissance)

I Remarque 3.2.6. Comparer a la Proposition 3.1.4.
I Remarque 3.2.7. Nous avons déja démontré la croissance de l'intégrale.

» Puisque f € M, d’apres le lemme d’approximation (Théoreme 3.2.1), il existe une
suite (f,) dans & croissante et convergeant simplement vers f.
(i) Par la propriété de 'homogénéité positive sur &4, on a: [a f,du=a [ f,dp.

(ii) Par le théoreme de Beppo-Levi, on a lim,, [a f,dp = [lim, (a f,) dp = [a fdp
mais aussi limy, a [ f, dp = alim, [ f,dp =a [lim, (f,) du=a [ fdp.
Ainsi (i) + (ii) nous donne [a fdu = a [ fdu. L’additivité se montre pareil. [
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3.2.5 Interversion intégrale et somme

Proposition 3.2.15 — Interversion intégrale et somme

Pour toute suite (f,) de M, nous avons »_,, f, € M4 et surtout

b(a) s

» On pose g, = > j—o fr. Puisque (g,) est une suite croissante dans M, d’apres le
théoreme de Beppo-Levi, on a lim,, g, € M4 et [lim, g, dp = lim,, [ g, du. Mais

/ligngndu = /liggl (kzn%fk) dp = / (; fn) du
lirrln/gn dp = lirrzn/ (é fk> dp = hﬁné/fk dp (par additivité)
= zn:/fn du.

et

Corollaire 3.2.16 — Mesure de densité
Pour toute f € M, (A), 'application
vi A — Ry

A — u(A) ::/Afdu

est une mesure sur (E, A) appellée mesure de densité f par rapport a p. On pourra
utiliser la notation v = fpu.

Exercice 3.2.4 (solution p. 75) :

1. Montrer que 'application v définie dans le Corollaire 3.2.16 est bien une mesure.
2. Soit (An),en € AN deux & deux disjoints, de réunion A = UpenAp. En déduire :

Afdu=§[4nfdu~

Exercice 3.2.5 (solution p. 75) : Soit (E, A, 1) un espace mesuré. Soit (Ay),cy
une suite d’éléments de A deux & deux d’intersection de mesure nulle et de réunion
A = UpenAy,. Soit f mesurable positive de (E,.A) dans (R, Z(R)). Montrer que

Afdﬂzg/flnfdu-
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Exercice 3.2.6 (solution p. 76) : Montrer que la mesure de Dirac (en 0) n’est pas
une mesure a densité par rapport a la mesure de Lebesgue.

3.2.6 Egalité des intégrales

Proposition 3.2.17
Pour toute f e My : [ fdu=0<= p({f #0})=0.

» Montrons le sens =. On pose A, = {f > 1/n}. Par I'inégalité de Markov (Corol-
laire 3.2.10), par positivité de la mesure et par hypothese,

OSM(An)Sn/ fdp=0.
E

Or A = {f # 0} = limA,, donc par continuité a gauche (Proposition 2.3.5) de g,
w(A) = lim pu(Ay,) = 0.

o Montrons le sens <. Par additivité de I'intégrale sur M (Proposition 3.2.14), puisque

f=fla+ flge,ona
/Efduz/Afdqu/Acfdu

mais [, fdp = 0 car flge = 0 sur E, et donc puisque p(A) = 0 alors [ fdp =
J4 fdp =0, cf. Corollaire 3.2.5. [ |

Proposition 3.2.18

Pour toutes f, g € Mx : p({f # g}) =0 => [ fdu = [ gdp.

» On pose
B o= max(f, g) - min(f, g) sur {mln(fa g) < +OO}
o 0sur {f =g=+oc0}.

Comme {f = g} = {h = 0}, par complémentaire {h # 0} = {f # g}, donc par hypothéese
p({h # 0}) = 0 et par la proposition précédente [phdp = 0. Puisque max(f,g) =
min(f, g) + h, par additivité on a

/EmaX(f,g)du:/Emin(f,g)dqu/Ehdu:[Emin(f,g)du-

Mais min(f, g) < f,g < max(f,g), donc par croissance de l'intégrale sur M, (Proposi-
tion 3.2.14) :

[EmaX(f,g)dMZ[Emin(f,g)duz/EfduZ/Egdu-
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4.1 Intégrale des fonctions mesurables de signe quelconque

4.1.1 Définitions

Remarque 4.1.1. On considere des fonctions mesurables de signe quelconque a valeurs
dans R pour éviter la forme indéterminée oo — oo. Nous avons déja noté & I’ensemble des
fonctions étagées de M(A, Z(R)) et M celui des fonctions mesurables de (E,.A) a valeurs
dans (R, Z(R)), i.e. M(A, %(R)), donc nous n’introduisons pas de nouvelles notations
pour M(A, Z(R)).

Remarque 4.1.2. Soient (F, A, 1) un espace mesuré et f € M(A, B(R)). Nous pouvons
toujours écrire f sous la forme f = fT — f~ avec

P = Flysg € My(AB(R) ot f~ = —flpc € M. (A Z(R)).
Définition 4.1.1 — Intégrale d’une fonction de M(A, Z(R))

Soit (E, A, ;1) un espace mesuré.

Une fonction f € M(A, B(R)) admet une intégrale si f* ou f~ est intégrable. On
définit alors l’intégrale de f sur (F,.A) par rapport a la mesure p par

/EfdMiZ/Ef’Ldu—/Ef_dueR

Si f* et f~ sont intégrables alors on dit que f est intégrable.
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Définition 4.1.2

On notera L (E, A, i) ou £ () ou £, suivant le contexte, 'ensemble des fonctions
intégrables.

Remarque 4.1.3. Bien noter .#" car la notation L! fera référence a un autre espace.
Proposition 4.1.3

Soit f € £*1. Alors

[ ] < [1f1du< oc.
FE E
Ainsi, f € £ & |f| € £

> Soit f € £ Par définition, fT et f~ sont intégrables et puisque |f| = fT + f~, on

[ran=[rrau=[rans [rran+ [ au= [171du <+,

par additivité. De méme, on démontre que — [ fdu < [|f|du. [ |

4.1.2 Linéarité

Théoréme 4.1.4 — Linéarité de 1’intégrale
Soit (E, A, i) un espace mesuré.
L'espace ZL(E, A, 1) est un espace vectoriel et application

T: Y E,Au) — R
f — T(f) = [ fdp

est une forme linéaire croissante.

» Montrons que Z!(FE, A, i) est un espace vectoriel. Soient f, g dans Z! et A € R.
Puisque [N f + g| < |A||f] + |g| et puisque par additivité et homogénéité positive de
Iintégrale sur M

J N7+ lgl) di = AT [ 171+ [ lgld

alors par le théoréme de comparaison (Corollaire 3.2.7), |[\f + g| est intégrable, donc

d’apres la proposition précédente, \f + g € Z1.

¢ Montrons que [(f +g)du = [ fdu+ [gdu pour f, g dans £*. Par définition
fro=0+a) ~(F+9) =" +g"~g".

Ainsi (f+9) T +f +9g =(f+9) " +fT+g" >0 et donc par additivité de I'intégrale

sur M4 on a

/(f+g)+du+/f*du+/g’dﬂz/(f+g)*du+/f+du+/g+dﬂ
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ce qui donne puisque toutes ces quantités sont finies
/(f+g)+du—/(f+g)*du=/f*du—/f‘dwr/g*du—/g‘dﬂ

autrement dit

/(f+g)du:/fdu+/gdu-

e Montrons que [Afdu = A [ fdu pour f dans .Z' et A € R. Remarquons que \f =
AfT = f7)=AfT — Af~ mais surtout que

A>0=\)T= AT et (M) = X,

A<0= M) T ==Af" et (\f) =-AfT.

Ainsi, en utilisant ’homogénéité positive de I'intégrale sur M4, on a :
/\>0:>/)\fdu://\]ﬁdu—//\f*du:/\/f+du—)\/f*d,u,,
/\<0:>/)\fdu:/—)\f_d,u,—/—)\f+du:—)\/f_du—(—)\)/f+du.

et donc dans les deux cas [Afdu = A [ fdu. Les deux points précédents démontrent la
linéarité de 'application T'. Ainsi T est bien une forme linéaire, car définie sur un espace
vectoriel et a valeurs dans R.

o Montrons que [ fdu < [gdu pour f, g dans £ si f < g, i.e. montrons que T est
croissante. En fait, T est une forme linéaire positive donc croissante. En effet, posons
h:=g— favec f <g. Alors h = ht > 0 et puisque alors h € M (A, B(R)) il vient que
T'(h) > 0 (T est donc positive). Mais 0 < T'(h) = T'(g) — T'(f) par linéarité de T" et donc
T(g9) = T(f). u

4.2 Ensemble négligeable et propriété vraie presque partout

4.2.1 Définitions

Définition 4.2.1 — Ensemble négligeable

Soit (E, A, ;1) un espace mesuré.

On dit que A € A est un ensemble négligeable si p(A) = 0.

Remarque 4.2.1. Soit f € M(A, Z(R)). Au lieu d’écrire u({f # 0}) = 0 si f est
nulle sauf sur un ensemble négligeable, on notera souvent f = 0 u-presque partout ou
f =0 p-p.p., ou encore f = 0 p.p., et on dira que f est p-presque partout nulle. Cette
terminologie bien pratique est définie de maniére générale par la proposition suivante.
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Définition 4.2.2 — Propriété vraie u-p.p.

Soit (E, A, ;1) un espace mesuré.

Soient A € A un ensemble négligeable et une propriété P qui dépend de = € F. Si
l'ona {x € E| P(x) est fausse} C A, alors on dira que P(x) est vraie “pour p-presque
tout z” ou que P est vraie pu-p.p.

Remarque 4.2.2. Il est possible dans certains contextes que P soit fausse sur un ensemble
non mesurable inclus dans un ensemble négligeable. Dans ce cas, il serait incorrect de dire
que “P est vraie partout sauf sur un ensemble négligeable”. On peut en revanche toujours
dire que “P est vraie au moins sur le complémentaire d’un ensemble négligeable”. Pour
éviter ces difficultés, il est commode d’introduire la notion de tribu complétée a laquelle
on ajoute (entres autres) toutes les parties de E incluses dans un ensemble négligeable.
Ainsi, dans ce contexte, on pourra alors toujours dire que “P est vraie partout sauf sur un
ensemble négligeable”. Cette notion est introduite au Chapitre 5 dans le Théoreme 5.1.4.

4.2.2 Intégrale et fonctions égales presque partout

Théoréme 4.2.3
Soit (E, A, i) un espace mesuré. Si f € M(A, Z(R)) est nulle p.p., alors

/ fdpu=0

E

et la réciproque est vraie si f € My (A, B(R)).

» Nous avons, cf. Proposition 3.2.17, que pour f € M, (A, B(R)) :
/Efd,u:0<:>f:0,u—p.p.

Orsi f € M(A, #B(R)) est nulle p.p., alors fT = fl;sg et f~ = —fL;<o le sont aussi,
et puisque f1 et f~ sont positives alors leurs intégrales sont nulles. Ainsi, f € £ et

[fan=[rrau= [ an=o.
[ |
Corollaire 4.2.4

Soit f € M(A,B(R)) et A € A un ensemble négligeable. Alors, [, fdu =0.

» Par définition,

[ san=[ fradn
A E
et par le théoreme précédent, [, fladpu =0. |
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Proposition 4.2.5 — Relation de Chasles

Soit (E, A, i) un espace mesuré.

Soit f € M(A, B(R)) et (A, B) € A% t.q. f intégrable sur AU B et u(AN B) = 0.

Alors,
/ fwz/fw+/fw.
AUB A B

» On a toujours laup = 14 + 1 — 1 4np. Puisque f intégrable sur A U B, alors f
intégrable sur A, B et AN B, cf. |fla| < |f1laug|, etc. Par linéarité de l'intégrale

[y L fro [ 1o

mais [~ fdp =0 car (AN B) =0, cf. corollaire précédent. [ |

Lemme 4.2.1. Si f = g p-p.p., alors f est intégrable (resp. admet une intégrale) si et
seulement si g est intégrable (resp. admet une intégrale).

» Comme f = g u-p.p., alors il est clair que f* = ¢g* p-p.p. et f~ = g~ p-p.p. Il suffit
donc de montrer que pour toutes f, g dans M4, si f = g u-p.p. alors

/fd,u<+oo ssi /gd,u<+oo.

En fait, nous avons déja démontré mieux (cf. Proposition 3.2.18) : Vf, g e M4, si f =g
p-p.p- alors on a l'égalité [ fdu = [ gdu dans R. [ |

Théoréme 4.2.6

Soit (E, A, i) un espace mesuré.

Soient f € LY (E, A,pn) et g € M(A, BR)) t.q. f =g p-p.p.

Alors,
/ fdp= / gdp.
E E

» D’apres le Lemme 4.2.1, g € ZY(E, A, it). Par linéarité de l'intégrale,

/fdu—/ngZ/(f—g)du.

La fonction f — g est nulle presque partout donc d’apres le théoréeme précédent,
/ (f—g9)dp=0.
|

Remarque 4.2.3. On retiendra que deux fonctions égales presque partout ont la méme
intégrale. Ce résultat est fondamental dans la théorie de I'intégration de Lebesgue.
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4.3 Introduction a ’espace L'

4.3.1 L’espace .Z! est un espace vectoriel semi-normé

Définition 4.3.1

Soit F' un espace vectoriel. Une fonction N: F' — R, est appelée norme si

i) Vue F : Nu)=0&su=0p (séparation) ;
ii) VA, u) e Rx F : N(Au) = |A\|N(u) (absolue homogénéité) ;
iii) V(u,v) € F? : N(u+v) < N(u)+ N(v) (sous-add. / inég. triangulaire).

Si i) est remplacé par : i’) N(0p) = 0, alors on parle de semie-norme.

Remarque 4.3.1. On rappelle qu'une norme N sur un espace vectoriel F' induit une
topologie sur F, la topologie induite par la distance d(u,v) := N(u — v).

On rappelle que l'espace L (E, A, n) (ou £') est 'ensemble des fonctions intégrables,
c’est-a-dire telles que

/]f|d,u<+oo.
E

Pour toute f € £ (E, A, ), on pose

£l = [ 1f1dp
E
On a alors le résultat suivant :
Proposition 4.3.2

Lespace (L1, ||| 1) est un espace vectoriel semi-normé.

» Nous avons déja que .Z! est un espace vectoriel, cf. Théoréme 4.1.4. Montrons que
||| 1 est une semie-norme.

i) Si on prend f = 0 dans .Z! alors |f| = 0 et donc || f|lgr = [|f]du=0;
ii) Soit (A, f) € R x ZL. Alors par homogénéité positive de I'intégrale sur M,

MLz = [IAfId = N [17]di = IS

iii) Soient f, g dans Z1. Alors |f + g| < |f| + |g| donc par croissance puis additivité
de lintégrale sur M,

1 +glzn = [If+gldu < [(f1+1gD du= [1f1dut [lgldu =1l + gl
|
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4.3.2 L’espace L' est un espace vectoriel normé

Pour passer d’une semie-norme a une norme, il existe une procédure canonique indépen-
dante de notre contexte. Pour ce faire, on identifie les vecteurs u et v dans F' tels que

N(u—wv)=0.
Rigoureusement, on définit I’espace quotient de F' par la relation d’équivalence
u~v<= N(u—v)=0,

c’est-a-dire I’ensemble constitué des classes d’équivalences de ~. Montrons que la relation
que nous venons de définir est bien une relation d’équivalence :

o réflexivité : N(u—u) =N(O0p) =0=u~u;

o symétrie: N(u—v)=0= N(v—u) par absolue homogénéité de N ;

o transitivité : N(u—v) = N@w—-w)=0= N@u—-w)=Nu—-v+v—w) < Nu—v)+

N(v —w) = 0 par I'inégalité triangulaire.

Ainsi, on a bien vérifié les trois axiomes : u est en relation avec lui-méme, la relation est
symétrique et transitive, et donc c¢’est bien une relation d’équivalence. On note

[u] ={veF|u~uv}

la classe d’équivalence de u € F' et on définit I’espace quotient de F' par la relation d’équi-
valence ~ par :

F/~ :U{[u] |ueF}.

Les éléments de ’espace quotient sont donc des classes d’équivalence, c’est-a-dire des en-
sembles d’éléments de F' tous en relation.

Exercice 4.3.1: Montrer (v’ € [u] et v/ € [v]) = A/ + pv" € [Au+ pv], avec A, p € R.

On introduit pour toutes f, g dans .Z" la relation d’équivalence notée ~,, définie par la
semie-norme ||| o1 :

frug=|f—gller =0 |f—g| =0 pp.p. <= f =g ppp.

On note pour f € Z1,

fl={9eL |g~uf={9€L" |g=fppp}

sa classe d’équivalence par la relation ~,. Les opérations classiques s’étendent aux classes
d’équivalence :

AU+ plgl = [Af + pgl.
Ceci fait de I’espace quotient, un espace vectoriel.

Remarque 4.3.2. On fera ’abus de notation qui consiste a ne pas distinguer fonctions
et classes d’équivalences, c’est-a-dire qu’on utilisera le méme symbole f pour la classe et
la fonction. Ceci n’est bien entendu pas dangereux.
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Définition 4.3.3

On note LY(E, A, 1) ou L', 'ensemble des classes d’équivalences des éléments de .2
par la relation d’équivalence f ~, g < f = g u-p.p., i.e. L' .= L/~,,.

On définit ||-||z1 sur L! par

l-llpr: LY — R,

T = Il = W fll e

ou f € [f] est n’importe quel représentant de la classe d’équivalence, car si f ~, g
alors || f|| ¢1 = ||gll¢1-

| Remarque 4.3.3. Bien entendu, ||-|| ;1 est une norme sur L.

Nous obtenons le résultat fondamental suivant.
Théoréme 4.3.4
Lespace (L*(E, A, 1), ||| z1) est un espace vectoriel normé.

Exemple 4.3.1. On note I! I'espace Z1(N, Z(N),m) ot m = card est la mesure de comp-
tage. Soit u € I!, alors

o
[l = Junl.
n=0

Il n’est pas besoin ici de quotienter £ car ||ul|;; = 0 implique u = 0. O

4.4 Introduction aux espaces L?

4.4.1 Définitions

Pour simplifier on ne s’intéressera qu’aux espaces LP en refaisant directement ’assimila-
tion entre une fonction et sa classe d’équivalence (tous les raisonnements précédents faisant
le lien entre .#? et LP étant similaires). On étend donc la définition des espaces L' aux
fonctions dont la puissance p est intégrable.

Définition 4.4.1
Soit un réel 0 < p < +o0.

On appelle LP(E, A, 1) ou LP 'ensemble des fonctions mesurables telles que

/ FIP dps < +o00.
E

Exemple 4.4.1.

Wp>1: f(z) = — e IP([1,+o0], (1, +00[), \)

P
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Le cas p = +o00:

Définition 4.4.2

Soit (E,.A, ;1) un espace mesuré.

On définit l'espace L=(E, A, u) (ou L>®) comme l'espace des fonctions mesurables
essentiellement bornées, i.e. des fonctions mesurables f telles que

supess | f| < 400,
ou la borne supérieure essentielle de f est définie par

supess f :=inf{a € R | u({f € Ja,ox[}) = 0}.

Remarque 4.4.1. On rappelle qu'un nombre a est un majorant de f si {f € |a,oo[} = 0.
La borne supérieure classique est définie par :

sup f =inf{a € R | {f €]a,o0[} =0},

autrement dit, c’est le plus petit des majorants de f.

Remarque 4.4.2. On définit de méme la borne inférieure essentielle : inf ess. On a tou-
jours inf f < infess f <supess f <sup f.

Exemple 4.4.2. Soit la fonction f définie sur R par :

23 sizeQ
f(x)_ { arctan x SiIL‘GR\Q

Alors, f € L. a
4.4.2 L’espace LP, 0 < p < +00, est un espace vectoriel

Proposition 4.4.3

Soit un réel 0 < p < 400. L’espace LP est un espace vectoriel.

» La stabilité par la multiplication par un scalaire est claire. Pour ’addition on se donne
f et g dans LP. Alors, f + g est bien mesurable et on distingue 2 cas :

e p = +o00. D’apres 'inégalité triangulaire et la définition du sup essentiel :
[F + 9] <1f]+ 9] < supess|f| +supess|g]  (presque partout).

Par passage au sup essentiel : supess|f + g| < supess|f|+ supess|g]|.

e 0 < p < +o0. Notons h = max(|f],|g|). On a
|f +glP < (2h)" = 220 < 2P(|fP + |gI").

D’ou le résultat en intégrant. ]
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4.4.3 L’espace L7, 1 < p < +o0, est un espace vectoriel normé

On définit naturellement une application, qui sera une norme sur L? pour 1 < p < +00 :

Définition 4.4.4

Pour tout réel 0 < p < +00 on pose pour f dans LP(E, A, u),
1/p
£l ow 17l = ([ 1srau)
Pour p = 400, on pose ||f||z~ ou || f|leo :== sup ess|f].

Remarque 4.4.3. On peut montrer que Vf € L*: || f|loo = limp 00| f||p-

On va maintenant montrer que (LP, ||-||,) est un espace vectoriel normé pour 1 < p < +o0.

On aura besoin de I'inégalité de Minkowski qui résulte de celle de Holder.

Proposition 4.4.5

Soit un réel 1 < p < +oo. Alors, ||-||, est une norme sur LP.

Lemme 4.4.1. Soita, b >0 et p, ¢ > 0 deux exposants conjugués. Alors ab < % + %q.

» Le logarithme étant concave sur R, pour tous a, b > 0 on a :

I X
In (a + b) > 1ln(ap) + 1ln(bq)
p q p q

puis on passe a I'exponentielle. |
Théoréme 4.4.6 — Inégalité de Holder

Soit (E, A, u) un espace mesuré, p, ¢ > 0 des exposants conjugués (i.e. % + % =1)et
f et g des fonctions de LP et L1 respectivement.

Alors, fg e L' et || fglli < [ fllpllgllq-
Plus généralement, si p et q sont tels que %4—% = %, alors fg € L" et || fgllr < ||fllpllgllq-

» Soit p, ¢ > 0 avec % + % = % On montre d’abord l'inégalité pour f et g telles que
Ifllp, =1et||g|lg = 1. Ceci résulte de I'inégalité de Young appliquée aux exposants p = £

et ¢ = 1. En effet, on a bien % + % =1.Don, Vx € E,

|ﬂmmm@V§;ﬂ@w+Q¢@w

=

=

donc par intégration [|fgll; < FIfIIE+ Zllglld = 5+ 7 = 1. Si [[f], = 0 ou |glly = 0
I'inégalité est vérifiée. On passe maintenant au cas général en appliquant le cas particulier

précédent aux fonctions f = HJpr et g = Hgqu' "
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I Remarque 4.4.4. Pour p = ¢ = 2 on retrouve 'inégalité de Cauchy-Schwarz.

I Remarque 4.4.5. L’inégalité reste vraie pour (p,q) = (1,400) avec 1/0c0 = 0.

Exercice 4.4.1 (solution p. 76) : Soit p > 1. Donner une fonction qui est dans L!
mais pas dans LP et une fonction qui est dans L? mais pas dans L'.

Exercice 4.4.2 (solution p. 76) : Soit (E, A, 1) un espace mesuré tel que E soit de
mesure finie, i.e. u(E) = M < 4o0. Soient 0 < p < g < +00. Montrer que

L>~ c L?cLP.
L’inégalité suivante est I'inégalité triangulaire dans les espaces LP pour p > 1.
Théoréeme 4.4.7 — Inégalité de Minkowski

Soit 1 < p < 400 et f et g deux fonctions de LP. On a alors || f + g, < || fllp + lgllp-

» Pour p =1, resp. p = +00, c’est clair, cf. Section 4.3.2, resp. Proposition 4.4.3. Sinon,
si || f+gllp =0, 'inégalité est trivialement vérifiée. Sinon, en appliquant successivement
I'inégalité triangulaire dans R et I'inégalité de Holder avec ¢ = 1%’ il vient

£+ gl = [15 +glPdu < [(1+1gDIf + g d
= /If!|f+g|”_1du+/Ig||f+g|”‘1du

: <(/’fpdﬂ>1/p+ </‘g‘pd“>1/p> </!f+g<”—1>(,f’1)du>lé

= (Ifllp + llgllp) I1f + gl

De l'inégalité de Minkowski, on en déduit comme pour (L', ||-][1) que

Théoréme 4.4.8

L’espace (LP(E, A, 1), ||-||p) est un espace vectoriel normé pour p € [1,+o0].

Remarque 4.4.6. L’inégalité est inversée pour 0 < p < 1 (car z = zP n’est plus convexe
mais concave sur R ). Sans I'inégalité triangulaire sur la norme, (L”, ||-||,) n’est donc pas
un espace vectoriel normé pour 0 < p < 1.

Exercice 4.4.3 (solution p. 76) : Soient (fy),cy €t (gn),cn deux suites de fonctions
de L? qui convergent vers f et g dans L?. Montrer que la suite ( JnGn)pen converge
vers fg dans L.
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5.1 Théoreémes de convergence

5.1.1 Espace mesuré complet

Définition 5.1.1 — Espace mesuré complet

Soit (F,.A, ;1) un espace mesuré.

Il est appelé espace mesuré complet si

[N CA, avec N € Z(E)et Ac At.q. p(A) =0 = N € A.

Un espace mesuré complet (F, A, i) posséde dans la tribu toutes les parties de F incluses
dans des ensembles négligeables.

Définition 5.1.2 — Convergence pu-p.p.
Soit (f,), une suite de fonctions de E dans R.

On dit que (f,) converge presque partout vers f (et on note fn%f) si

JA € A négligeable tel que [x ¢ A] = [fn(x) — f(x)].

I Remarque 5.1.1. La convergence simple implique la convergence presque partout.

Remarque 5.1.2. La définition de la convergence presque partout est une application de
la Définition 4.2.2 & la propriété P(x) = “f,(z) converge vers f(z)".
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Nous savons déja que la limite pour la convergence simple d’une suite d’applications me-
surables est mesurable. Pour la convergence presque partout, nous avons le résultat suivant.

Proposition 5.1.3

Soit (E, A, i) un espace mesuré et soit (fy),, € M(A,%’(]R))N = MN t.q. [, 2B,
Alors 3g € M t.q. f = g p-p.p. et si (E, A, u) est complet alors f € M.

» Par hypothése, f,25f signifie : 3A € A t.q. u(A) = 0 et Vo € AS, fu(x) — f(z).
Remarquons que,

Va € R, f7H([~00,a]) = (f7}([~o0,a]) N A) U (f}([~o0,a]) N A%).

D'une part, f~1([—00,a])N A C A, avec A € A t.q. u(A) = 0. Donc si (E, A, i) est un
espace mesuré complet, alors par définition

fH[~o00,a))NA € A.

Supposons donc (E, A, 1) complet et montrons maintenant que f~!([—o0o,a]) N A° € A.
Posons g = lim sup f,, € M (g est bien mesurable d’apres le Chapitre 2). Puisque Vz € A€,
f(x) =g(x),on a f =g p-p.p. (ceci est vrai méme si 'espace n’est pas complet) et
fH([=o0,a)) N A® = {z € A%, f(z) € [~00, a]}
= {z € A% g(x) € [-00,a]} = g~ ! ([~00,a]) N A°.

Or, g mesurable de (FE,A) dans (R, %(R)) = g '([-c0,a]) € A.! Par stabilité par
passage au complémentaire et intersection finie,

fH([~o0,a]) N A° € A.

Finalement, par stabilité par union finie, Va € R, f~!([~00,a]) € A, et f mesurable. B

Théoréme 5.1.4 — Tribu et mesure complétées

Soit (E, A, i) un espace mesuré.

1l existe B une tribu sur E et v une mesure sur B telles que
i) ACB,
ii) VA€ A, u(A) =v(A),
iii) VN C E, t.q 3A€ At.q N C Aet u(A) =0, on a

NeBetv(N)=0.

La tribu B est appelée tribu complétée de A et v mesure complétée de p.

L’espace (E,B,v) est un espace mesuré complet.

1. B(R) est engendrée par les intervalles de la forme [—oco, a.
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» Remarque: B=c(AUN), N ={N C FE|3JAe€ At.q. N C Aet u(A) = 0}. Voir par
exemple [1, Théoreme 2.27], [4, Chapitre I-5] pour la preuve. |

Remarque 5.1.3. Soient (E, A, u) un espace mesuré, f une fonction de E dans R et
g € M(A, B(R)) t.q. f =g p-p.p.. Alors f est mesurable pour la tribu complétée. Ainsi
d’apres la Proposition 5.1.3, si fn% f alors f est mesurable pour la tribu complétée.

Exemple 5.1.1 (Tribu de Lebesgue). On connait déja 'espace mesuré (R, Z(R), A) ou #(R)
est la tribu de Borel sur R appelée la tribu de Borel-Lebesgue. Nous avons appelée A, la
mesure de Lebesgue. En toute rigueur, c’est ce que ’on appelle la mesure de Borel-Lebesgue.
Par le théoréme précédent, on peut compléter la tribu et la mesure. La tribu complétée
est appelée la tribu de Lebesgue et la mesure complétée la mesure de Lebesgue, cf. [1,
Chapitre 2.5] ou [4, Chapitre I-6].

Notons 7Tz, la tribu de Lebesgue. Nous avons

Re BR)cC T, ZR).

Il est possible de montrer que %(R) a le méme cardinal? que R, c’est-a-dire qu’ils sont
équipotents, autrement dit on peut les mettre en bijection. En revanche, 77 a le méme
cardinal que Z(R). Le fait que ZA(R) et T, n’ont pas le méme cardinal nous indique qu’il
existe des ensembles mesurables (pour 77) non boréliens : voir I'exemple de Luzin, 1927.
On peut auusi montrer qu'il existe des ensembles non mesurables : T;, # Z(R). Cependant,
ces ensembles sont trés particuliers : voir 'ensemble de Vitali (1905) ou le paradoxe de
Banach-Tarski. Ces deux exemples font appel a l'axiome du choix (ce qui est nécessaire
pour construire des ensembles non mesurables). Pour plus de détails, voir par exemple [1,
Remarque 2.46 Chapitre 2.5]. O

5.1.2 Convergence monotone (ou Beppo-Levi)

Théoréme 5.1.5 — Convergence monotone

Soit (E, A, ;1) un espace mesuré.

Soit (f,) une suite croissante de M4 (A), qui converge presque partout vers f mesu-
rable.

Alors,
/ fdu= lim/ fndu.
E n JE

Remarque 5.1.4. Ce théoréme étend le théoreme de Beppo-Levi, vu au chapitre 3, au
cadre de la convergence u-p.p.

Remarque 5.1.5. Si 'espace mesuré est complet alors 'hypotheése f mesurable est in-
utile. Si 'espace n’est pas complet et f non mesurable alors le résultat reste vrai si I'on
remplace f par une fonction g mesurable t.q. f = g u-p.p. (qui existe cf. Proposition 5.1.3).

2. Le cardinal d’un ensemble fini est le nombre d’éléments. Pour un ensemble infini, c’est la classe d’équi-
potence.
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Idées de la preuve. Appliquer le Théoréme 3.2.11 de Beppo-Levi sur la partie de E sur
laquelle la convergence simple a lieu. Le complémentaire de celle-ci étant de mesure nulle,
les intégrales de f et des f,, sur ce dernier sont nulles.

» Par hypothése, f,225f : A € A t.q. u(A) = 0 et Vo € A, fn(z) — f(2).

1. Montrons que limy, 4. fndp = [4e fdp. On pose Vn € N, fn = fulae. La suite (f,)
vérifie les propriétés suivantes :

e« VneN,f, ¢ M comme produit de fonctions mesurables positives (A¢ € A = 1 4c
mesurable) ;

e (fn) converge simplement vers f := f1 4 par hypothése sur la suite (f,);

« la suite (f,) est croissante :

Va € A, fn(x):():fn-i-l(x)

et Vo € A¢

< fa+1(x) par croissance de (fy)

< fn-l—l(x)'

D’apres le Théoréme 3.2.11 de Beppo-Levi,
tim [ fadu= [ Fdu
n JE E

lim/ fn]lAcdu:/ F1gc dp.
n JE E

2. Comme pu(A) = 0, il vient d’apres le Corollaire 4.2.4 que [, fdu = 0. D’ou, par la
relation de Chasles (cf. Proposition 4.2.5), f étant mesurable,

/Acfd“:/AcfdM/Afduz/Efdﬂ.

On montre de méme que Vn € N, [, frdu = [ fn dp, ce qui conduit au résultat. |

ou encore

Exercice 5.1.1 (solution p. 77) : Soit (£, A, 1) un espace mesuré. Soit (fy,),, oy une
suite décroissante de fonctions mesurables positives. Soit f = inf,cn frn. Montrer que
sidN €N, t.q. [ fvdp < +oo, alors

li dy = du.
n_lgfoo/Ef 1 /Efu

5.1.3 Convergence dominée

Le théoréme de convergence monotone est le premier résultat central de la théorie de
I'intégration de Lebesgue. Le second théoreme central est le suivant : le théoreme de conver-
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gence dominée. C’est un outil puissant pour montrer de nombreux résultats, comme nous le
verrons dans la suite du manuscrit.

Théoréme 5.1.6 — de Lebesgue ou de Convergence dominée
Soient (E, A, 1) un espace mesuré et (f,) € M(A, %’(R))N. On suppose que :
o dg € M, intégrable sur E telle que Vn € N, |f,| < g p-p.p.;

. fn%f, f mesurable;

Alors, on a

) [ 171du < +oo, ice. f € LNE, A, ),
E
i) tim [ |fo = f1du =1im |, ~ 1 =0,
iii)/fd,u:lim/ frndp.
E n E

utile. Si 'espace n’est pas complet et f non mesurable alors le résultat reste vrai si I'on

Remarque 5.1.6. Si 'espace mesuré est complet alors 'hypotheése f mesurable est in-
remplace f par une fonction g mesurable t.q. f = g u-p.p. (qui existe cf. Proposition 5.1.3).

Idées de la preuve. Appliquer le lemme de Fatou (cf. Proposition 3.2.13) sur la partie
de E sur laquelle les deux hypotheses sont valides. Le complémentaire de celle-ci est alors de
mesure nulle et les intégrales de f et des f,, sur ce dernier sont nulles.

» Par hypotheéses, on a :
o Jg € M, intégrable sur F telle que Yn € N, |f,| < g p-p.p. :

Vn e N, JA, € At.q. u(A,) =0et Vo € A5, |fn(z)| < g(z),

o f2BFIA€ Atg p(A) =0 et Vo € AC, fo(z) — f().
On a

(AU (UA,)) < u(A) + Z w(Ay) (par sous o-additivité)
<0 (n(A) = p(An) = 0).

D’ou p(A U (UpAy)) = 0 et donec A U (

pour alléger les notations. Si de plus p(

UnA,) est négligeable. Posons B := AU (U, A4,)
B€) =0, alors
u(E) = p(B) + u(B°) = 0.

Auquel cas, toute intégrale sur E est nulle, ce qui démontre le théoreme. Pour la suite,
on suppose u(E) > 0, ce qui implique que pu(B¢) > 0.

i) Montrons que [g|f|dy < 4+00. On a

Vo € B, Yn €N, [fu(z)| < g(z).
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A la limite, il vient
Vz € B, |f(z)] < g().

Comme B est négligeable, il vient que |f| < g p-p.p. Or, f mesurable et g est intégrable,
dou [|f]dp < 4o00.

ii) Montrons que lim,, [z|f, — f|dp =0. OnaVz € B¢, Vn e N, |f(x) — fo(z)] < |f(x)|+
| fn(x)] < 2¢(x). On pose Vn € N, hy, == (29 — |f — fn])]ch On montre que (hy) est une
suite dans M. De plus, elle converge simplement vers 2g1 ge et on a ainsi

liminf h,, = 2¢1 ge.

n—-+0o00

D’apres le lemme de Fatou (cf. Proposition 3.2.13),
/ 2gT ge dp < liminf/ (29 — |f — ful)1pe dp.
E n—+0 Jg
Or u(B) =0, d’ou

vn €N, /(29—\f—fn\)dM=0=/2gdu-
B B
Do,
/2gduéliminf/(2g—If—fnl)du
E n—+0 Jg

Par linéarité de I'intégrale, il vient

2/gdu§2/gdu—hmsup/|f faldp,
E

n—-+00

et limsup [|f — fu| dp < 0. Finalement,
n—-+0o

ogmmM/v—ﬁmmsnmwg/u—nmusm
n—+oo Jp n—+oo JE

donc

tim [ 17 = fuldu = 0.
n E

iii) Montrons que lim,, [ fndp = [ fdu. OnaVn € N, f, intégrable (car | f,| < g p-p.p.
avec g intégrable). De méme, d’apres i), f est intégrable. D’ou,

‘/Ef"d“ fd’"“ ‘/ dﬂ‘ /lfn— fldp —0 (par ii)).

|
Exemple 5.1.2. Soit I’espace mesuré ([0, 1], 2(]0, 1]), A). Soient les fonctions (pour n > 1)

fn: [0,1] — R,
r s 11—zl

Pour tout = € 10, 1], lim;, 4o fn(x) = 0 et f,(0) =1 pour tout n > 1. Or A({0}) = 0, d’out
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fu2B f (sur [0,1]) avec f la fonction nulle. Pour tout n > 1, | f,,| < 1 qui est une fonction
intégrable sur [0, 1]. En effet,

/ LdA = A([0,1]) = 1 < +o0.
[0,1]
Donc, par le Théoréme 5.1.6 de convergence dominée,

fndA — 0.
(0,1]

Exercice 5.1.2 (solution p. 78) : Soit 0 < p < +oo et f, — f simplement. On
suppose : Jg > 0 dans LP telle que Vn, |f,| < g. Montrer que f,, converge vers f dans
LP, c’est-a-dire que || f, — fl|, = 0.

5.2 Liens avec l’intégrale de Riemann

Comme nous allons le voir, I'intégrale de Lebesgue généralise celle de Riemann.

5.2.1 Intégrale sur un segment

Nous nous plagons sur ’espace mesuré ([a,b], B([a,b]),A). L’intégrale de Riemann sur
[a,b] d’une fonction f bornée sur [a,b] s’écrit

b
/ f(z)dz.
a
Théoreme 5.2.1 — Intégrale de Riemann sur un segment

Soit f mesurable sur (a,b], #([a,b])), —co < a < b < +oo. Si f est intégrable au
sens de Riemann sur [a,b], alors, [ est également intégrable au sens de Lebesgue sur
[a,b] et on a

/bf(x)dq:: fdA.
a [a,b]

Remarque 5.2.1. En pratique, dans ce cadre, on pourra chercher a calculer des intégrales
de Lebesgue via ce que 'on connait déja pour les intégrales de Riemann.

Idées de la preuve. On construit 'intégrale de Riemann depuis des fonctions en escalier,
qui sont également des fonctions étagées, fonctions sur lesquelles on a construit I'intégrale de
Lebesgue. On va ainsi revenir a des fonctions en escalier associées a 'intégrale de Riemann
de f, les intégrer au sens de Lebesgue, et passer a la limite.

» On définit la subdivision réguliere x(n, k) = a+ (b —a)27 "k, Yn € N, VE =0,...,2".
On définit également Vk > 1, I(n, k) = |x(n,k—1),z(n, k)] et I(n,1) = [#(n,0),z(n,1)].
On pose

u(n, k) =inf {f(z) |z € [x(n,k —1),2(n,k)]}
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et
v(n,k) =sup{f(x) |z € [z(n,k —1),x(n,k)|}.
Enfin, on définit :

on on
9n = Z u(n, k) ]ll(n,k) et h,= Z U(TL, k) ]ll(n,k)'
k=0 k=0
On a alors :

o la suite (g,,) est une suite croissante de fonctions mesurables qui converge vers g,
et (hy,) est une suite décroissante de fonctions mesurables qui converge vers h,

o puisque f est Riemann integrable, f est bornée. Dans ce cas, g, et h,, qui sont
de signe quelconque, sont majorées en valeur absolue par la fonction constante
égale & supgcry 4| f(2)| qui est Lebesgue intégrable sur [a,b]. D’apres le théoréme
de convergence dominée,

/ gndd— [ gdr et hy d\— [ hd),
[a,b] (a,b] [a,b] [a,b]

o les fonctions h,, et g, sont a la fois étagées et en escalier. Leurs intégrales de Riemann
et de Lebesgue sont les mémes. Il vient

b b
/ gn(x)dz — / g d\ et / hy(z)dx — / h dA,
a [a7b] a [avb]

 puisque f est Riemann intégrable (caractérisation par les sommes de Darboux) :

b
ngglooA gn(x) dr = nglfoo/ h dZE a / f
/ gd\ = / hd\ = / x)dx et / (h—g)dx=0.
[a,b] [a,b] [a,b]

Puisque f est mesurable et bornée, elle est intégrable au sens de Lebesgue sur [a, b, car
[a,b] est de mesure finie (pour la mesure de Lebesgue), cf. Proposition 3.2.8 appliquée a
| f| elle-méme bornée. De plus, on a :

On a donc :

/ fdx= gdX+ (f —g)dA
[a,b] [a,b] [a,D]
Or, puisque g < f < h :

og/ab}u—g)dxg/ (h—g)dr=0,

b [G‘?b

/[a’b] fdl= /[a’b} gd\ = /ab f(z)dx

d’ou
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5.2.2 Intégrale impropre
Théoreme 5.2.2 — Intégrale de Riemann impropre

Soient b € R, a < b et f mesurable sur ([a,b], #([a,b])).

On suppose que f posséde une intégrale de Riemann impropre?® sur [a , b[ absolument
convergente, c’est-a-dire que

lim /tf(a:)] dz < +oo.

t—b—

La fonction f est alors intégrable au sens de Lebesgue et on a I'égalité

/[a,b] fdx= /abf(x) dx.

Idées de la preuve. Soit (b,) une suite croissante de R qui tend vers b. On se raméne a
des intégrales sur des segments via la suite de fonctions (fy,) définie par f, = flj,p,-

» Soit (b,) une suite croissante de R qui tend vers b et telle que Vn € N, a < b,. On

pose
VneN, fo= [l

1. On suppose f positive sur [a,b]. Montrons que f[a’b] fdx= f(ff(x) dz. Par notre
nouvelle hypothese, (f,) est une suite croissante de fonctions mesurables positives qui
converge i-p.p vers fl(,y. D’apres le théoréme de convergence monotone,

lim / fod) = / flagdi= [ fax
R R [a,b]

n—-+oo

Or Vn € N, [g fadX = f[%bn] fdA. De plus, f; f(x)dx est convergente par hypothése.
Comme f est positive sur [a,b], il vient

/abn f(x)dx

car f est positive et par définition de la suite (b,). Ainsi, f est Riemann-intégrable sur
[a,by], avec n € N. Elle est, de plus, mesurable par hypothése. D’apres le théoréme
précédent, f est Lebesgue-intégrable sur [a,b,] et on a

Vn €N, :/b"f(x)dxg/bf(x)dx<+oo

/ far= [ f(x) de.
fa.bu]

a
Do,

bn b
fdx= lim f(x)dx:/a f(z)dz.

[a,b] n—+oo Jq

3. Par définition, f est Riemann-intégrable sur tout segment de la forme [a, ], avec t < b.
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2. On suppose que f n’est pas de signe constant et que ff\f(m)]dx < +o0. Alors, (|fn])
est une suite croissante de fonctions mesurables positives qui converge p-p.p vers | f ‘ﬂ[a,b]'
D’apres le théoréme de convergence monotone,

lim /|fn|d>\:/ If]dA.
n—+oo JR [a,b]

De plus ff |f(x)| dx est absolument convergente, donc |f| est Riemann-intégrable sur
[a,b,] avec n € N. D’apres le théoréme précédent,

INEE [, 1na=[ina

Il vient

b
/ |f’d)\:/|f(:6)|dac<+oo.
[a,b} a

D’ott [ f[1(4) est Lebesgue-intégrable. Or, Vn € N, |f,| < |f[1[, . D’apreés le théoreme de
convergence dominée, il vient

lim / fod) = / flydr & lim fdx= [ fdx
R R

n——4o0o n—+400o [a,bn] [a,b]

Or Vn € N, f est Riemann-intégrable sur [a,b,]. D’apres le théoreme précédent,

" f(:c)dx:/ FdA.

a [avb'n]

Finalement,

/bf(a:)dx: fdA.
a [a,b] m

Exemple 5.2.1 (Intégrale impropre). Soit 'espace mesuré (R4, (R4 ), A). Soit la fonction

fr Ry — R
r — e %

Puisque f est continue sur R, elle est mesurable. Soit ¢ > 0, on a,

/tf(:v) dx = —[e_x]g =1-et.
0

+oo +oo
/ f(x)dx =1= / |f(z)|dx < +00 (f positive).
0 0

Finalement, f est Lebesgue-intégrable sur R, et

/IR fd)\:/(]+oof(aj)dx:1.
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Remarque 5.2.2. Par simplicité, on a supposé, dans les deux théoremes faisant le lien
entre les intégrales de Riemann et Lebesgue (sur un segment et intégrale de Riemann
impropre), que la fonction f est mesurable. Cette hypothese est souvent vérifiée en pra-
tique (f continue, continue par morceaux, etc.). Néanmoins, ces théorémes restent valides,
méme sans cette hypothese, dés lors que 1'on se place sur la tribu complétée de Z(R) et
que 'on integre vis-a-vis de la mesure complétée de A. Sinon, sur la tribu des boréliens
Z(R), si on ne suppose pas la mesurabilité de la fonction f alors nous avons la variante
ci-apres sur le lien Riemann-Lebesgue.

Sans supposer la mesurabilité de la fonction f nous avons la variante suivante.

Théoréme 5.2.3 — Variante

Soit f intégrable au sens de Riemann sur [a,b], —0o < a < b < 4o0.
Alors 3g € LY([a,b], B([a,b]), \) telle que
i) f =g p-pp.,

ii) /ab f(z)dx = /[a,b} gdA.

Exercice 5.2.1 (solution p. 78) : Justifier que l'intégrale de Lebesgue et I'intégrale
de Riemann coincident pour les fonctions suivantes et calculer sa valeur.

1. sin(x) sur l'intervalle [0, ].

2. e""cos(x) sur R_.

1
3. 1352 sur R+.

4. ﬁﬂ[OA] () + 51y joo(z) sur RY.

Exercice 5.2.2 (solution p. 79) : Pour chacune des suites (fy), cn+ de fonctions
boréliennes de R, dans R suivantes, calculer

1. Vne N, vz e R, fo(z) = ]cos(x)\%e_x.
2. ¥ne N, Vz € R, fu(z) = (1 - 2)"cosa g ().

5.3 Intégrale a parametre

Nous nous intéressons dans cette section a des intégrales dépendants d’un parameétre réel.
Le parametre apparait dans la fonction f a intégrer, autrement dit, nous considérons des
fonctions a deux variables et nous allons intégrer par rapport a I'une d’entre-elle, I'autre
variable faisant office de parameétre.
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5.3.1 Continuité

Théoréme 5.3.1 — Continuité sous l’intégrale

Soit (E, A, i) un espace mesuré.
Soit f: T x E — R, avec Z un intervalle ouvert non vide de R, telle que

i) YueZ, x— flu,x) € M(A, B(R)),

ii) Jus € Z tel que pour presque tout z, u +— f(u,x) est continue en Uq,

iii) g € M(A, Z(R)) positive et intégrable telle que pour presque tout x, Yu € T,

| (u, 2)| < g().

Alors, la fonction uw — F(u) = [ f(u,x)du(x) est définie en tout point u € T et est
continue en Ueso.

Idées de la preuve. Prendre une suite qui converge vers us (hypothese ii)) et appliquer
le théoréme de convergence dominée (hypotheses i) et iii)).

» Montrons que F' est bien définie sur Z. Soit u € Z. On pose Vx € E, fu(x) = f(u,z).
Alors, f,, est mesurable par ). De plus, |f,| < g p-p.p., avec g intégrable par iii). Donc
fu est intégrable et F' est bien définie sur Z.

Montrons que F' est continue en uq. Soit (u,) une suite de Z qui converge vers us. On
pose

YneN, VexekE, f[fi(z)=f(un,z).
La suite (f,,) vérifie les propriétés suivantes :
« YneN, f, e M(A, A(R)) par i) ;
o Jg € M, intégrable sur F telle que Vn € N, |f,| < g p-p.p. par iii) ;
o [u2Bf,  dapres i), JA € A, u(A) = 0 et Vo € AC, f,(x) = f(too, T).

D’apres le théoréme de convergence dominée,

lim/ frndp = / fueo dpp < lim F(uy,) = F(uso).
n E E n
|

Le théoréme précédent nous informe sur la continuité en un point. Pour la continuité
globale nous avons le résultat suivant.

Corollaire 5.3.2 — Continuité “globale” sous l’intégrale

Soit f: T x E — R, avec Z un intervalle ouvert non vide de R, telle que
i) VueZ, x— flu,x) € M(A, B(R)),
ii) pour presque tout x, u — f(u,x) est continue sur Z,
iii) g € M(A, Z(R)) positive et intégrable telle que pour presque tout x, Yu € Z,
|f(u, z)| < g().

Alors la fonction u — F(u) = [ f(u,x) dp(z) est définie et continue sur Z.
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Exemple 5.3.1 (Convolution). Soit f: R — R intégrable et ¢ : R — R bornée et continue.
La convolée de f et ¢ est définie par

s (f %) () = /R b(u— ) f(2) dA(x).

Pour tout z, u — ¢(u — x) f(x) est continue. Pour tout u, |¢(u — x)f(z)| < ||¢||eo|f(x)| et
Jrll@llo| f(z)] dA(z) < oo par hypothese. Pour tout u € R, x — ¢(u — x) f(x) est mesurable
comme produit de fonctions mesurables. Donc par le théoreme de continuité globale, f x ¢
est continue sur R. g

Exercice 5.3.1 (solution p. 80) : Soit F' la fonction définie par :

Ft) = /R - ; d\(z).

1. Déterminer le domaine de définition de F' (i.e. le domaine sur lequel F' existe et
est finie) et son domaine de continuité.

2. Calculer F(0) et limy 40 F'(t).

5.3.2 Dérivabilité

Théoréme 5.3.3 — Dérivation sous ’intégrale

Soit (E, A, i) un espace mesuré.

Soit f:Z x E — R, avec T un intervalle ouvert non vide de R, telle que
i) YueZ, x— flu,x) € M(A, B(R)),
ii) Yu € I, x — f(u,x) est intégrable,
iii) Jus, € T tel que pour presque tout x, la dérivée partielle g—i(uoo, x) existe,
iv) 3g € M(A, B(R)) positive et intégrable telle que pour presque tout x,

Vuel, |f(u,z) = f(too, )| < g(2) U — uco|.

Alors, la fonction w — F(u) = [ f(u,x)du(x) est définie en tout point u € T et est
dérivable en us.. De plus,

Fluoe) = [ L s ) ().

» Les hypotheses i) et ii) assurent que F' est bien définie sur Z. Montrons que F' est
dérivable en uso. Soit (uy,) une suite de Z qui converge vers uq, telle que Vn € N, u, # too.

On pose
f(una 1‘) - f(uomx)

Up — Uoco

VneN, VeekE, o¢(z)=



54 Chapitre 5. Théorémes limites et applications

D’apres iv), |¢n| < g p-p.p., avec g intégrable, et d’apres iii), (ﬁnﬂ%(uw, S
c of
JAe A, u(A)=0et Ve A o¢p(x) — %(uoo,x).
D’apres le théoréme de convergence dominée,
of
i wdp = [ e, 2) du(a).
im [ dndi = [ S (o, 2) dua)
o F(us) = Flus) o1
. Up) — Uoo) v o o]
117rln — = Fl(us) = 9 (Uoo, z) dp(x).

De méme pour la dérivabilité globale, nous avons le résultat suivant.
Corollaire 5.3.4 — Dérivation “globale” sous l’intégrale

Soit f :: T x E — R, avec T un intervalle ouvert non vide de R, telle que
) YueZ, z— flu,x) € M(A, BR)),
ii) Jug € Z, x — f(ug,x) est intégrable,
iii) pour presque tout x, u +— f(u,z) est dérivable sur Z,
iv) 39 € M(A, #A(R)) positive et intégrable telle que pour presque tout x,

VueT, \Ziw,m) < gla).

Alors, la fonction u — F(u) = [ f(u,z) dp(z) est définie et dérivable sur Z. De plus,

Yu €T, F’(u)—/Egi(u,x)d,u(x).

Idée de la preuve. Exploiter 'inégalité des accroissements finies, 1a ou les hypotheses le
permettent (& savoir p-p.p.).

» 1. Montrons que F' est définie sur Z. D’apres ii), Jug € Z tel que = — f(up,x) est
intégrable. Soit u € Z. On a

Ve e B, |[f(u,2)] <|f(uo,z)| +[f(u,z) = fuo,z)|-

Or, d’apres iii), pour presque tout x, u — f(u,x) est dérivable sur l'intervalle ouvert
Ju, ug[ et continue sur l'intervalle fermé [u , ug]. De plus, pour presque tout x, Vv € Ju, ug|,

%(v, z)| < g(x) d’apres iv). Par inégalité des accroissements finis, pour presque tout z,

[f (u, ) = f(uo, )] < g(2) [u—uol.

D’ou g intégrable implique x — f(u,x) — f(up, ) intégrable. Finalement, x — f(u,x)
est intégrable, et ce Yu € Z, donc F' est bien définie sur Z.
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2. Montrons que F' est dérivable sur Z et que
VueZ, F'( / u (u, ) du(x).

Soit (1, us) € Z2. On montre de méme que, pour pour presque tout ,

| (u; 2) = f (oo, 2)| < g() [u = ucol.

De plus, pour presque tout z, %(uoo,a:) existe, par hypothese iii). En appliquant le
théoreme précédent, il vient que F' est dérivable en uq, et que

Flus) = [ 3 (o) o)

et ce Yus, € 7. [ |

Exercice 5.3.2 (solution p. 81) : On considere la fonction F' définie par :

sin x

fx—i—tg dA(®).

représentée par le graphe :

1. Déterminer le domaine de définition de F' et son domaine de continuité.

2. Montrer que F est dérivable sur R”.
3. Montrer que F' admet une dérivée a droite en 0. Dans le calcul de w,
on pourra faire le changement de variable = u?t? puis utiliser le théoréme de

convergence dominée.
4. F est-elle dérivable sur R 7
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Ce chapitre contient tres peu de preuves. Pour plus de détails, voir [1, 2, 3, 4, 5].

6.1 Tribu et mesure produits

Définition 6.1.1 — Tribu produit

Soient (E1, A1) et (Fa,.A2) deux espaces mesurables.

On appelle tribu produit sur Fi x E5, que 'on note A1 ® Asg, la plus petite tribu
contenant les ensembles de la forme A; x Ay avec Vi € {1,2}, A; € A; :

AL Q@ Ay = O‘({A1 X AQ,Al S Al,AQ € ./42})
Le couple (Fy x E2, A1 ® Aj) est appelé espace mesurable produit.

Remarque 6.1.1. En général, A; x Ay = {A; x As | A1 € A;, As € Az} n’est pas une
tribu.

Proposition 6.1.2 — Cas borélien

Soient (E1,O1) et (Eq, O2) deux espaces topologiques.* On a
i) B(Er) ® B(E>) C B(E1 x E).
ii) Si By et Fy sont a bases dénombrables d’ouverts, alors

@(El) &® %(EQ) = t@(E‘l X EQ)

Corollaire 6.1.3 — Cas particulier F; = R

VdeN,d>2, BR)®-- @ B(R) = BR)®? = BRY).
d fois

» R est a base dénombrable d’ouverts. [ |

1. Une topologie O C Z(FE) contient () et F, et est stable par réunions quelconques et intersections finies.
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Remarque 6.1.2.

« On rappelle que si (E, Q) est un espace topologique alors par définition Z(FE) =
a(0).

o B(E1 x E») est une tribu sur Ey x Fs : c’est la plus petite tribu contenant les ouverts
de E1 X EQ.

o F est a base dénombrable d’ouverts s’il existe une famille dénombrable d’ouverts de
E, noté (O,,), telle que tout ouvert O de E soit une réunion (au plus dénombrable)
d’éléments de (Oy,).

Théoreme 6.1.4 — Mesure produit

Soient (E1, A1, 1) et (Eg, Ag, ug) deux espaces mesurés.
On suppose que pi1 et pg sont o-finies sur (E1, A;) et (Ey, As) respectivement. >

Alors, il existe une unique mesure m sur (Ey x Fs, A1 ® Ag) vérifiant
V(Al,AQ) € Ay x ./42, m(A1 X AQ) = ,LL1(A1) ,LLQ(AQ).

Cette mesure est o-finie et est appelée mesure produit. On la note p ® pg == m.

Remarque 6.1.3.

o Le théoreme précédent est faux lorsque pq ou po n’est pas o-finie.
« Cas (R?, Z(R?)) : la mesure A ® A mesure les aires, A @ A ® A = A®3 les volumes,
etc. La mesure de Lebesgue A\ sur (R?, Z(R?)) est aussi la mesure produit )\?d.

6.2 Théorémes de Fubini

Théoréme 6.2.1 — Fubini-Tonelli

Soient (E1, A1, 1) et (B2, As, p2) deux espaces mesurés (les mesures sont o-finies).
Soit f: Ey x B9 — [0, +00] mesurable positive. On définit les fonctions ¢ et 1) sur E;
et Fy respectivement par

d(x) = [ flz,y)dupa(y), »(y)= [ flz,y)dui(x).

E2 El

Ces fonctions sont mesurables positives et vérifient
[oodm= [ famem = [ v
E1 E1 ><E2 E2
et cette quantité € [0, +o0].

Remarque 6.2.1. On retient que pour des fonctions mesurables positives, on peut inter-
vertir ’ordre des intégrations.

2. Vi € {1,2}, EI(A;)nGN telles que Yn € N, A%, € A;, wi(A;) < oo et E; = UpAS .
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Exemple 6.2.1. Soit

fo0x[01 — R,
(.Cl?,y) — f(ac,y) = e_(x+y)]laf+y§1

Cette fonction est mesurable positive. On a
/ FAdOA®N) = / ( / f(z,) dA(a:)) dA(y) (Fubini-Tonelli)
[0,1]%[0,1] [0,1] [0,1]

=/ (/ 6_($+y)]lz+y§1 d>\($)> dA(y)
0,1] \Jo,1]

_ /{071] e ( /[0,13,/] e dA(m)) dA(y)

1-y
= / eV (/ e”d:n) dA\(y) (R-L sur un segment)
[0,1] 0
1 1 2
= [ eV (1—e W) ay = / eV —eNdy=1-".
/0 ( ) dy ; ( ) dy -
0

Théoréme 6.2.2 — Fubini (ou Fubini-Lebesgue)

Soient (E1, A1, 1) et (B2, As, p2) deux espaces mesurés (les mesures sont o-finies).
Soit f: 1 x Fs — R une fonction mesurable. On définit les fonctions ¢ et ¢ sur E;
et Fy respectivement par

d(x)= [ flz,y)dpa(y), »(y)= [ flz,y)dui(x).

E2 El

Si f est p1 ® po-intégrable alors ¢ et v sont resp. pi-intégrable et ps-intégrable, et
vérifient la double égalité

ﬁElgbdm:/EleQfd(m@W):/Eﬂd/@-

Remarque 6.2.2. 1l est possible de vérifier I'intégrabilité de |f| par rapport a 1 ® s
par le Théoreme de Fubini-Tonelli.

Exercice 6.2.1 (solution p. 83) : Soit (uu)(k ¢)enz une double suite de réels positifs.
Montrer, a ’aide du théoréme de Fubini, que

S S ue= 3 Y

{eN keN keN¢eN
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6.3 Changement de variables

Définition 6.3.1 — ¢'-difféomorphisme
Soient U et V deux ouverts de R?. Un € -difféomorphisme ¢ de U dans V est une
bijection ¢: U — V qui est € et telle que ¢! est également €.

Définition 6.3.2 — Matrice Jacobienne

Si ¢ est un €'-difféomorphisme de U dans V (deux ouverts de R?), on appelle matrice

jacobienne en u = (uq,...,uq), la matrice
Qi) 2
oty = | P
Getw) - Gut(w

Théoréme 6.3.3 — Inversion globale (cadre R?)

Soient U un ouvert de R% et ¢: U — R%. Alors, ¢ réalise un €' -difféomorphisme de
U sur V = ¢(U) si et seulement si ¢ satisfait les trois conditions suivantes :

i) ¢ est €' sur U,
ii) ¢ est injective,
iii) Yu € U, det(Jy(u)) # 0.

Remarque 6.3.1. En pratique, on est souvent confrontés aux cas suivants :

« On sait que ¢ est une bijection de U sur V et on connait U, V (ouverts) et ¢~1. Il
suffit alors de vérifier que ¢ et ¢! sont €.

o On ne sait pas inverser ¢. On applique alors le théoreme d’inversion globale. La
difficulté réside souvent dans la détermination de V' = ¢(U).

Théoréme 6.3.4 — Changement de variables

Soient U,V deux ouverts de R%. Soient ¢: U — V un €¢*-difféomorphisme et f: V — R
borélienne sur V' et intégrable. Alors, la fonction f o ¢: U — R est intégrable et

/VfdA = /U(f0¢) |det(Jy)| dA.

Remarque 6.3.2. Attention a ne pas oublier la valeur absolue dans les calculs. On a
encore

/Vfd)‘:/U(f°¢>)\det(J¢)|d)\.

si f: V — R borélienne sur V et positive (avec ¢: U — V un % '-difféomorphisme).
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Remarque 6.3.3 (Dimension 1 : lien avec le changement de variables (Riemann)). Soient
Ja, b et ]c, d[ deux intervalles ouverts de R. Soit ¢: ]a,b[ — ]c,d[ un € -difféomorphisme.
On a que ¢ ne peut s’annuler sur |a, b[ et est de signe constant. Supposons ¢’ > 0. Alors
la formule du changement de variable pour les intégrales de Riemann donne

d b b
| f@dr = [(Foa)w) ¢y = [ (700w 16w dv.
Si ¢’ <0, alors
d a
| t@do= [(7o0)w) &) dy

= [Geam s ay
b

= [0 ¢ W)l dy.

On retrouve ainsi la formule du changement de variables pour l'intégrale de Lebesgue.

Exemple 6.3.1 (Coordonnées polaires). Soit

¢: R, x]0,2[ — R} xR}
(p,0) > &(p,0) = (pcos(f), psin(F))

L’application ¢ est un % !-difféormorphisme (admis), de matrice Jacobienne

cos(f) —psin(0)

V(p,9)€]0,+00[><]07g[a Jo0:0) = | Gn(0)  peos(6)

Il vient
|det Jy(p,0)| = |pcos(0) + psin®(0)| = |p|.
Soit
fi R, xR, — R
(2,y) > e @),

f est mesurable (car continue) et positive. D’apres le théoréeme de Fubini-Tonelli,
/ o~ (@2 +y?) dA®@ N\ (z,y) = / / o—(@+1?) d\(z) dA(y)
R+ XR+ [07+OO] [O,+OO]
= / e (/ eV’ d/\(y)> dA\(z)
[0,400] [0,400]
/ eV’ d)\(y)> X / e dA(z)
[0,4-00] [0,4-00]

(
_ < /[07%0] eV’ d)\(y))Q.
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En utilisant la formule du changement de variables, il vient
/ @ AN @ N (z,y) = / @) d(A @ N (2, y)
Ry xR, R* xR*
-/ e pld(ve V) (p,0)
10,400[x]0,7/2]

/ 1ol d(A @ \)(p, 0).
x[0,7/2]

Par Fubini-Tonelli, il vient

[ eEmane ey = [ ([ e plam) ae)
R+ XR+ [07+OO} [0,71'/2]

= 2| pe?axp).
2 Jr,

Or, l'intégrale de Riemann impropre f0+oo pe=P"dp est convergente (et vaut 1/2), avec p —
pe*p2 mesurable positive sur R,. Il vient que p — pe*p2 est Lebesgue-intégrable sur R et
on a

+o0o 1
pe™"" dA(p) :/0 pe=” dp = B

2
eV d) ) .
( /[O#OO] (y) 1

[ e =
[0,400]

Ry

Donc

soit

ol

g

Exemple 6.3.2 (Convolution). Soient f,g: R — R deux fonctions mesurables sur (R, Z(R))
et intégrables. Rappelons que la convolée de f et g est

VeeR, (fxg)(x /f dA(y).

Montrons que cette fonction est bien définie (c’est a dire que f x g < oo p.p.). Nous avons
LI g @lare) = aAw)| ()

R /R
< [ ([1H0lot-wlarm ) axw)

(par Fubini-Tonelli) = /R ( /R | f(y)||g(xy)|d)\(x)> dA(y)

L1561 ( [lo6 =l are) ax)
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Pour y fixé, soit le changement de variable en dimension 1 (u =2z —y, x =u+vy) :

¢o: R — R
u — Uty

¢ est un ¢1-difféomorphisme et Vu € R, |det(Jy)| = |¢/(u)| = 1. 11 vient

Llst@=w)laxa) = [ lg]drw.

Donc

IA

L1 ( [lstalarw) ) axw

= ([lowiara) < ([irwlaw)
—+00.

(f et g intégrables) <

L1 9@l dr@)
R

Il vient | f*g| est finie pu-p.p., et donc fxg est finie p-p.p. Fixons z et opérons un changement
de variable y = z — u dans l'intégrale :

¢ R — R
U —r T —u,

¢ est un ¢!-difféomorphisme et Vu € R, |det(Jy)| = |¢'(u)| = 1. On a

| f@te =y dre) = [ @ =gl di@)
R R

Finalement,
frg=gx*f.

Exercice 6.3.1 (solution p. 83) : On pose

I*/ !
R xr; (1 +y)(1+2%y)

dA(z) dA(y).

1. Vérifier que le théoreme de Fubini s’applique a 1.

1 1
/ —d\(z) = —=.
Ry 1+2%y VY 2

2. Montrer que

2
3. En déduire que I = CR

4. Retrouver ce résultat en utilisant le changement de variables : v = z/y, t = /4.
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Pour plus de détails, voir par exemple [1].

7.1 Cadre mathématique

A%

Définition 7.1.1 — Espace “probabilisé

Soit (2,4, P) un espace mesuré avec

o 2 : espace fondamental de I’épreuve (espace des “éventualités”),
o A : tribu sur Q des “évenements” (ensemble d’éventualités),

e P : mesure de probabilité sur A.

Définition 7.1.2 — Variable aléatoire réelle

Soit X: (2, A) = (R, ZA(R)). X est une variable aléatoire réelle si X est mesurable.

Remarque 7.1.1 (Notations). On parlera de v.a.r. pour variable aléatoire réelle. Soit X
une v.a.r.. Alors, VB € #(R), X !(B) € A. On adoptera les notations

(XeB):=XYB) et P(Xe€B):=PX B)).
Définition 7.1.3 — Loi de X
Soient (2,.4, P) un espace “probabilisé” et X une v.a.r. On définit

th %(R) — RJF
B+ Px(B)=P(X"1(B)).

Px est une mesure sur #(R), appelé loi de la variable X.

Remarque 7.1.2. La loi de la variable X est en fait la mesure image de P par X.
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Définition 7.1.4 — Fonction de répartition

Soient (2, A, P) un espace “probabilisé” et X une v.a.r.. Py est une mesure de proba-
bilité. Elle est caractérisée par ses valeurs sur les intervalles de la forme |—o0, t] avec
t € R. On définit ainsi sa fonction de répartition, notée Fx par

VteR, Fy(t) = Px(]—00,1]) = P(X (—00,t])) = P(X < t).

Définition 7.1.5 — Espérance mathématique

Soient (£2,.4, P) un espace “probabilisé” et X une v.a.r. positive ou intégrable (c’est-
a~dire [, |X|dP < +00). On définit 'espérance mathématique de X, notée E[X], par

E[X] = /QXdP.

Remarque 7.1.3. Cette formule de I'espérance n’est pas forcément pratique pour son
calcul. Il s’agit de l'intégrale sur l’espace fondamental 2 vis-a-vis de la mesure P, ce
qui renvoie a un cadre plutot abstrait. On va donc chercher a se ramener a des espaces
mesurés pour lesquels on maitrise mieux les calculs.

Théoreme 7.1.6 — Mesure image

Soient (2, A, P) un espace “probabilisé”, X une v.a.r. et ¢ € F(B(R), B(R)) telle
que ¢(X) est intégrable. Alors,

Blo(X) = | o(xX)aP = [ odPx.

» Revenir aux fonctions étagées mesurables positives, puis passer a la limite. |
Corollaire 7.1.7 — Cas particulier

Soient (2, A, P) un espace “probabilisé” et X une v.a.r. positive ou intégrable. On a

E[X] = /R:zdPX(x).

» i) On suppose que ¢ = 15 avec B € B(R). ¢ est mesurable (positive) et on a
P(X)=1poX =Tx 1p.
D’ou
F9(0] = [ Iy dP = POC(B) = Px(B) = [ 15dPx = [ odPy.

n
ii) On suppose que ¢ € Mg. On note ¢ = Zai]lBi avec Vi = 1:n,a; > 0,B; € B(R).
i=1



7.2. Loi discréte 67

¢ est mesurable (positive) et on a

iii) On suppose que que ¢ € M. Alors 3(¢,) une suite croissante de fonctions étagées
mesurables positives qui converge simplement vers ¢. D’apres le théoreme de convergence
monotone,

lim /qﬁndPX:/qﬁdPX.
R R

n—-+4o0o

De méme, la suite (¢,(X)) est une suite croissante de fonctions étagées mesurables posi-
tives qui converge simplement vers ¢(X). D’apres le théoréme de convergence monotone,

lim /Q n(X)dP = /Q $(X)dP.

n—-+o0o

D’aprés ii), on a Vn € N, [ ¢, (X)dP = [ ¢, dPx. A la limite, il vient

B(X)] = | o(X)aP = [ odPx.

iv) On suppose que que ¢ € M. Le résultat suit en appliquant iii) aux parties positive et
négative de ¢. ]

7.2 Loi discréete

Définition 7.2.1

Soient (2,4, P) un espace “probabilisé”. X une v.a.r. est de loi discrete si elle est a
valeurs dans une partie au plus dénombrable de R. Dans la suite on supposera que X
est a valeurs dans N.

Proposition 7.2.2 — Mesure image

Soient (2, A, P) un espace “probabilisé”, X une v.a.r. de loi discréte. On pose

VneN, p,=P(X =n)=Px({n}).

PX = Z pnén-
neN

Px est ainsi la mesure de probabilité discréte.
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» Soit B € #(R). On a
Px(B)=P(X € B) = P{w € Q, X(w) € B})
— P(Unen{w € 2, X(w) € BN {n}})
= Z P{w e Q,X(w) € BNn{n}}) (éléments disjoints 2 & 2)

neN
= Z P(X =n)= an]lB(n) = zpnén(B)
neNmBT neN neN
|
Proposition 7.2.3 — Mesure image
Soient (2, A, P) un espace “probabilisé”, X une v.a.r. de loi discréte. On a
EX] = Z npn.
neN
De plus, V¢ définie sur N et mesurable, on a
Elp(X)] =Y d(n)pn.
neN
» On a
E[X] :/xzpndan(x) (:/deX(x))
R neN R
= Z pn/ xdoy,(z) = ann (car [pxddn(z) =n)
nen /R neN
|

7.3 Loi a densité

Définition 7.3.1 — Mesure a densité

Soit p une mesure sur (R, Z(R)). La mesure y est dite avoir pour densité la fonction
f:R = R, (par rapport a \) si

I Remarque 7.3.1. Soit P une mesure de probabilité ayant pour densité la fonction
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f:R—=R,. Alors,
/fdA:P(R) _ 1
R

Dans le cadre des probabilités, on dit que X v.a.r. admet pour densité f si VB € ZA(R),

Px(B) = [g fdA, avec f mesurable positive telle que [p fdA = 1. C’est un abus de

langage : ce n’est pas X qui admet une densité, mais la mesure image Px, qui dépend

naturellement de X.

Proposition 7.3.2 — Mesure image

Soient (2,.A, P) un espace “probabilisé¢”, X une v.a.r. positive ou intégrable “admet-
tant” une densité f. On a

E[X] = /Rxf(:x) dA(x).
De plus, V¢ € M(AB(R), B(R)) telle que ¢(X) est intégrable, on a

(X)) = | 6@)f(2) d\(x).

» La preuve est similaire a celle du théoréme de la mesure image. |

Remarque 7.3.2. S’étant ramener a l'intégrale vis-a-vis de la mesure de Lebesgue, les

calculs se feront en pratique via les liens entre les intégrales de Riemann et Lebesgue sur
des segments et intervalles. On se rameénera ainsi a

+o0

(0] = [ s@r@i@ = [ @)@z,






CHAPITRE 8

Corrections des exercices

Solution de I’Exercice 2.1.1 p. 6 : Montrons que C C o(O) et que O C o(C).
e Soit I :=]a,b[€C.On a
IeCcO = Teo(0O) = Cco(O).

e Soit O € 0. On suppose pour le moment que l'on peut écrire O sous la forme

0= U]an,bn[, avec Vn :la,,by[ €C C o(C).

Puisque o(C) est stable par réunion dénombrable, O € ¢(C) et donc O C o(C).

Il reste & montrer que ’on peut écrire O sous la forme

0= U]an,bn[, Vn :lay,by[ € C C o(C).

On introduit Cp == {]Ja,b[|a < b€ Q et Ja,b[ C O}. Co est dénombrable car s’injecte
dans Q2. Montrons que O = Uyee, 1.

o Soit z € Uree,I. Alors 3a < b€ Q t.q. x € Ja,b[ C O donc z € O.
« Soit x € O.
O est un ouvert donc 3¢ > 0 t.q. ][z —e,x + [ C O.

Puisque Q est dense dans R, da < bdans Q t.q z —e <a <z < b <z + ¢,
ie. la,b[Clr—e,x+e[COetz€la,b],doncla,bl€CoetxeUrcc,l.

Solution de I’Exercice 2.2.1 p. 11 : On note pour A € {=,<,> <, >}, Ax =
{z € E| fi(z) — fa(z) A 0}. On définit h == f1 — fo de (E, A) dans (R, Z(R)). Alors,
h est mesurable comme combinaison linéaire d’applications mesurables. On a d’une
part

A =071 ({0}), Ac =h"YR_), As = hHR,), Ac = h7HRD) et As = h7H(RY).
D’autre part, puisque {0}, R_, Ry, R* et R’ appartiennent a Z(R) en tant qu’ou-
verts ou fermés de R, pour tout A € {=,<,>,<,>}, il vient finalement que Ax est
mesurable, c’est-a-dire Ax € A, comme image réciproque d’un ensemble mesurable
par une application mesurable.
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Solution de I’Exercice 2.3.1 p. 13 : Montrons que u vérifie les deux propriétés de
la définition.

o (@) =0 car 0 est de cardinal nul;
« Soient Aj, Ag,--- dans A 2 & 2 disjoints. Notons A = U, A,,.

- Si tous les A; sont dénombrables, alors A 'est et
A)=0= 303 (4

- Si dm tel que A, soit non dénombrable, alors A est non dénombrable et
A¢, est dénombrable (car A, € A). On sait que Vn, n # m, A, C AS, (car
disjoints) et donc A,, est dénombrable. Finalement,

pAd)=1=0+1= Z 1(An) + u(Am) = Z/J'(An)

n#m

Solution de I’Exercice 2.3.3 p. 14 : Tout d’abord, u; est bien une application
définie sur une tribu, en I'occurence Ay. Elle est bien définie car py(B) = u(f~1(B))
avec f~1(B) € A; pour B € As car f mesurable, et bien & valeurs dans R, car u est
une mesure sur (E7, A;). Vérifions maintenant les deux axiomes de la définition d’une
mesure :

o pp(0) = pu(f7HD)) = u®) = 0.

o Soit (By) une suite d’éléments de Ay 2 a 2 disjoints.

“H(UnBn))

Unf Y(B,)), d’apres les formules de Hausdorff

u(F N (By). car z € fH (BN f(By) & flz) € Bin By,

pf(UnBy) =

1 I
M A A

donc les f~1(B;) sont 2 & 2 disjoints
= ZMf(Bn)
n

Donc pf est une mesure sur (Eg, As).

Solution de I’Exercice 2.3.4 p. 15 :

o Soient t; < tg, alors |—o0,t1] C |—00, 2], donc par croissance de la mesure p :

F(tr) = p(l=00, t1]) < p(J—00, ta]) = F(t2).

Donc F est croissante.
o Soit t € R. Soit (t,) \ telle que t,, — tT. On note A,, = |—00,t,] et A =]—00,t].
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Pour tout n, p(A,) < +o0, donc par continuité a droite de p on a
lim F(t,) = limp(4,) = p(lim 4,,) = p(NA4,) = p(A) = F(t).

Donc F est continue & droite.

Remarque. Soit (A4,) une suite de sous-ensembles d’un ensemble E donné et A
un autre sous-ensemble. A =lim A, si: Vax € A, dng tel que Vn > ng, v € A, et
siVao € A, dnq tel que Vn > ny, x € A,.

Remarque. D’apres 'exercice 2.20.6 de “Topologie et analyse fonctionnelle” de
C. Wagschal, on peut ne considérer que les suites strictement décroissantes pour
montrer la continuité a droite.

o Soit (t,) \ telle que t, — —oo. Par continuité a droite de p on a
lim F(t,) = lim p(A,) = p(lim A,) = p(NA,) = p(0) = 0.

o Soit (t,)  telle que t, — +00. Par continuité a gauche de p on a
lim F(t,) = limp(A,) = p(lim A4,) = p(UA,) = p(R) = 1.

Donc limy— oo F(t) = 0 et limy— 1o F(t) = 1.

Solution de I’Exercice 2.3.5 p. 16 :

1. Montrons que A est o-finie, i.e. 3 (E,) dans Z(R) t.q. R = U, E,, et A(Ey) < 400,
Vn (i.e. il existe un recouvrement dénombrable de R par des sous-ensembles
mesurables de mesures finies).

R =Up[—n,n] et A[—n,n])=2n<+oco0 Vn.

= \ est o-finie.
2. K compact donc fermé donc mesurable. Il est aussi borné donc dn tel que
K C [-n,n] donc A(K) < 2n < 4o0. La proposition est vraie.

3. Soit O = Up>1]n,n + 5[ mesurable car ouvert. Alors,

NO) = SN0t el = X g =1 < o

par o-additivité de A car les intervalles sont 2 a 2 disjoints. Puisque O n’est pas
borné et de mesure finie, la proposition est fausse.
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Solution de I’Exercice 3.1.1 p. 18 : Soit f = > ,c; o;1 4, une représentation de f

(I de cardinal fini).
fddy = / E ;1 4. | dé

i€l

= Zai do(A;) = ZaiﬂAi(O) = f(0).

1€l i€l

Solution de I’Exercice 3.2.1 p. 22 : Soit a > 0. On a aly.4 < f car [ est
positive. Par croissance de I'intégrale

/Ea]l{f>a} dp = ap({f > a}) < /Efdu-

Solution de I’Exercice 3.2.2 p. 24 : D’aprés I'Exercice 3.1.1, on sait que pour
toute fonction étagée f on a :

[ s = 1.
R

Soit f € M4 (A(R)). D’apres le lemme d’approximation, il existe une suite crois-
sante (f,) dans &4 (A(R)) qui converge simplement vers f. D’apres le théoréme de
convergence monotone (ou Beppo-Levi) :

/fdao :nm/ f dbo = lim £(0) = £(0).
R noJR n

Remarque. On peut aussi utiliser la relation de Chasles, cf. Proposition 4.2.5 :

/Rfdaoz/{o}fdéw/wfdao=/{O}fdao=f<0)

car [p« f ddp = 0 puisque 5o(R") = 0 et Jioy £ doo = Jg fLioy ddo = f(0) car flyo
étagée.

Solution de I’Exercice 3.2.3 p. 25 : La suite (f,) converge simplement sur ]Ri
vers f(z) = ©~. D’apres le lemme de Fatou

/ lim inf £, d) < lim inf / FodA
R n n R’

+

:>/ liminffnd)\:/ 1imfnd)\:/ fd)\gliminf/ frndA
R, ™ R, ™ R} n R’

= lim inf / fndX = +o00, d’apres I'indication.
n R*
+
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On a liminf,, f, = lim, f, = f car (f,) converge. Ainsi liminf, fRi frnd\ = 400 =
lim sup,, fRi frndX = lim, fRi frndA.

Solution de ’Exercice 3.2.4 p. 26 : 1. Vérifions que v est bien une mesure.

« v est bien définie, définie sur la tribu A et est bien & valeurs dans R..
e v(0) = [p flypdu =0, car f 1y est la fonction étagée nulle partout.
o Soit (Ay) une suite d’éléments de A 2 a 2 disjoints. On a

v(UnAy) = [E fluy,a,dp = /E f Z]lAn dp, carles A, sont 2 a 2 disjoints
n

— / S fla,du= Z/ fl4,dy, dapres la Proposition 3.2.15
fol —~JE

avec fp = f1la,

= ZV(An).

Donc v est une mesure sur (E, A).

2. Puisque v est une mesure, par o-additivité :
+
-

o0 +o0
[ £an=via) - > w4 =7§/Anfdu-

Solution de I’Exercice 3.2.5 p. 26 : Posons f, = flyr  a,. Puisque f est positive,
la suite (f,,) est une suite croissante de fonctions mesurables positives, de limite f1 4.
D’apres le Théoreme 3.2.11 de convergence monotone :

Joran® [ raap=tim [ fodu=tim [ 1o ade®him [ pap

n n .
UisoAi

Puisque les A; sont deux a deux d’intersection de mesure nulle, par la relation de
Chasles, cf. Proposition 4.2.5, on a

dp = /d.
/U?_OAifu ;Aifu

En passant a la limite, on obtient

+oo
dzl'/ dy = / du.
/Afu im U?:1Aifu T;)Anfu

Note. Nous utilisons la relation de Chasles qui est montré au chapitre suivant pour
simplifier la démonstration.
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Solution de I’Exercice 3.2.6 p. 27 : Supposons que dg = fA. Alors, d’apres le
Corollaire 3.2.5,

— So({0}) = /{0} FAAN=0 car A{0}) =0.

Solution de I’Exercice 4.4.1 p. 39 : Par exemple f(z) =

1
f(z) = T2 sur R, .

Solution de I’Exercice 4.4.2 p. 39 : L’inégalité de Holder donne en prenant g =1

1 1_1 N 1,1
et en notant -~ == — = cad = ==+ =
r p q>0’ p q+r

1£gllp = 11lp < £ lalLlle = MTI|fllq:

Ce qui montre que si f € L7 alors f € LP.

191 = ([ 1517 au)

- </{|f|S1}’fqdlu> i </{lfl |qdu>
<uifi<+(f i)
3uw»+(/wﬂ}|mm)

s ([1apan).

Pour montrer L*> C L7 on note que si f € L alors f est finie p.p. : |f| < K < +o0.
D’ou en élevant a la puissance q et en intégrant

On aurait aussi pu écrire :

IF11§ < Kpu(E) < +o00.

Solution de I’Exercice 4.4.3 p. 39 : D’apres l'inégalité de Holder (enfin Cauchy-
Swharz puisque p = ¢ = 2), cf. Théoréme 4.4.6, vu que f, et g, sont dans L2, alors
fngn est dans L'. En utilisant I'inégalité triangulaire, Cauchy-Schwarz, et le fait qu’il
existe M > 0 tel que ||fn||]2 < M pour tout n € N (f,, est une suite convergente dans



(e

L? donc bornée)

| frgn — fallh = | fagn — fog + frg — falli
< || fngn — fuglli + | fng — falla
< [[full2llgn = gll2 + llgll2llfn = fll2
< Ml|gn = gll2 + llgll2ll.fn = fll2

Et comme lim, 4 ||gn — gll2 = 0 et lim,, 10|/ fr — fll2 = 0, on obtient

EIEoo”fngn - ng1 =0.

n

Solution de I’Exercice 5.1.1 p. 44 : On pose pour n > N, g, = (fN—fn)]l{fN<+oo}.

Remarque. Puisque [, fydp < 400, alors fy < +o0o0 p-pp. Puisque f, < fn
alors g, < +o0o sur tout F. On peut supposer pour la suite que Vn, f, < 400,
pour alléger les notations.

La suite (gn),~y est une suite de fonctions mesurables positives croissantes donc
d’apres le théoreme de convergence monotone : g = lim,, g, = sup,, gn € M4 (A) et

/gd,u:hm/ G dps.
E n JE

« Etudions le terme de droite (on utilise des arguments sur 'intégrale des fonctions
mesurables positives). Puisque fy = g, + fn avec fn,gn, > 0, on a

/deu=/(9n+fn)du=/gndu+/ fndp

E E E E

:>/ fndp = lim/ In d,u+lim/ fndu, par passage a la limite.
E n JE n JE

Remarque. On peut aussi utiliser les résultats sur 'intégrale des fonctions
mesurables de signe quelconque. Dans ce cas, puisque fy et f, sont inté-
grables, alors [ g, = [ fnv — [ fn et par passage a la limite on a

lim/ gndu:/ deu—lim/ fndp.
n JE E n JE

o De méme, pour le terme de gauche, on a g = sup,,(fx — fn) = fv —inf, f, =
fn — f, donc en écrivant fy = g + f on obtient (sachant que f,g > 0) :

[Edeu=/Egdu+/Efdu-

Finalement on obtient le résultat recherché puisque [ fy < 4o0.

Remarque. On pouvait aussi utiliser directement le Théoreme 5.1.6 de conver-
gence dominée en choissisant fy comme majorant a partir de n > N.
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Solution de I’Exercice 5.1.2 p. 47 : Par passage a la limite dans |f,| < g on a
|f] < g. Donc par inégalité triangulaire |f, — f| < 2g, puis |f, — fIP < 2PgP, ou g
est une fonction intégrable indépendante de n. D’apres le théoreme de convergence
dominée on peut donc passer a la limite dans

/;Uh—-ﬂpdu

ce qui fournit || f,, — f||, — 0.

Solution de I’Exercice 5.2.1 p. 51 :

1. La fonction sin(z) est continue sur [0, 7] et donc Riemann intégrable. D’apres
le Théoreme 5.2.1 faisant le lien entre les intégrales de Riemann et Lebesgue sur
un segment, sin(x) est aussi Lebesgue intégrable et

/[Om] sin(z) dA(x) = /O7r sin(z) dx = 2.

2. La fonction e™* cos(x) est continue sur [0, 4oo[ et [e™? cos(z)| < e~ *. Et donc la
fonction e~ cos(x) posséde une intégrale de Riemann absolument convergente.
D’apres le Théoreme 5.2.2 faisant le lien entre les intégrales de Riemann impropre
et Lebesgue, e~ cos(x) admet une intégrale de Lebesgue sur R, égale a celle de
Riemann :

/R e Y cos(z)dA(z) = /0+OO e *cos(x)dx

+
1 [+oo . .
— 7/ e*ﬁ?ﬁ*lw _’_efxfm
2 Jo

1 ef:r,‘«H'x +00 efxfi:r; +oo
L+, —l—=u],

1 < 1 n 1 ) 1

2\1—4 144/ 2

3. La fonction 1/(1 + z2) est continue sur [0, +oo[, positive et son intégrale de
Riemann (impropre) sur R, est bien finie [;F> ﬁ dx < +00. D’apres le Théo-

reme 5.2.2 faisant le lien entre les intégrales de Riemann impropre et Lebesgue,

H% admet une intégrale de Lebesgue sur R, :

1 too ] T
——d\(x) = — —dx = t oo _
/]R+ 722 () /0 22 x = [arctan(x)]; 5

4. La fonction

1 1
h($) = m]l[OA] (ﬂf) + 9]1]474_00[(1')



est continue par morceaux sur Ri. De plus, h possede une intégrale de Riemann
absolument convergente au voisinage de 0" et de +o00. D’aprés le Théoréme 5.2.2
faisant le lien entre les intégrales de Riemann impropre et Lebesgue, h admet
une intégrale de Lebesgue sur Ri :

/R h()dA\(@) = /0 " ha) da

—/41d:c+/+001dm— [\/5]4—1-
- 0 2\/5 4 2 - 0

—17tee
-]

_9
4 4

Solution de I’Exercice 5.2.2 p. 51 :

1. Vu que |cos(z)| € [0, 1], la suite des fonctions f,, est une suite de fonctions crois-
sante. De plus, f,,(x) est positive pour tout « dans R, . D’apres le Théoréme 5.1.5
de convergence monotone,

i [ (o)) = /R lim f, d\(z).

n—-+00 n n——+o0o

Déterminons lim, 400 fr. Notons

3T

A::{g+kw’keN}U{2+lm keN}.

1
Remarquons que Vo € R, \ A, cos(z) # 0. Et donc lim,, 4 [cos(z)|" =1 et
que Yz € A, fn(x) = 0. Alors la suite de fonction f,, va converger simplement
vers la fonction

f: Ry — Ry
et sixgdA

v fla)= { 0 sinon.

Comme A est dénombrable, f, converge p.p. vers e~*. Et comme 'intégrale de
Riemann et de Lebesgue de e coincident :

lim /R fn(z)dA(z) :/]R lim f,(x)dA(z) :/R e “dr=1.

n——+oo n—-+00
+ +

2. En écrivant o
12 _ enln(lfﬁ)
-
et sachant que In(1 — z) = —x 4 o(x), on obtient lim,,_, . fn(z) = e * cos(x)
et e~* cos(z) est mesurable. Par concavité du logarithme, on a pour tout u < 1

In(1—u) < —u.

Soit 0 <z < n. En prenant u = 7, on a

X x
In(1 -2y < -2,
n( TL) n
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Et donc par croissance de I’exponentielle

(1—jzyl=e”m“*%)<e*%

n

Alors

@) <[ = 5" L) < e

En appliquant le Théoreme 5.1.6 de convergence dominée a la suite de fonctions
fn, on obtient :

lim / nd/\:/ lim nd)\:/ e Tcos(z)dx = —.
n—+o00 ]RJrf R, n%Jroof R, ( ) 2

Solution de I’Exercice 5.3.1 p. 53 :

1. Soit t > 0, alors
et 1

< .
1422 = 1+ 22

La fonction = +> H% est intégrable sur R, . Et donc I est définie sur R, . Si

t < 0, comme
—tx
. e
lim ——~ = +o0,
z—+o00 1 + 2

alors f]R+ % dA(z) = 400, F est alors définie seulement sur R, . Déterminons

le domaine de continuité de F'. Posons
—tx
e
f(t,z) = T2
i. Pour tout t € R, x — f(t,x) est mesurable.
ii. Pour tout € R, t — f(t,x) est continue sur R .
iii. Plus, pour tout ¢ € R

Le membre de gauche est positive, mesurable et intégrable sur R, .

D’apres le Corollaire 5.3.2, F' est continue sur R, .
2. On a

1 T
0= [ 5 D@ = lrctan(a)}f™ = 3
Soit t,, une suite de R qui converge vers +oo et définissons pour x € R, , posons

exp(—t,x)
%@%Z‘Tjﬁ*



i. On a
1

< < .
Osonl®) < 15735

De plus, = — ﬁ est intégrable positive sur Ri.
ii. Yo > 0, gn(z) converge vers 0. Donc g, converge simplement vers 0 * ]1R+
presque partout.

D’apres le Théoreme 5.1.6 de convergence dominée

lim - gn(@) dA(z) = / Jim g, (z) dA(z) = 0

n—oo
Ry
et vu qu’on a choisi n’importe quel suite ¢, qui tend vers 400

lim F(t) = 0.

t—-+o0

Solution de I’Exercice 5.3.2 p. 55 :
1. Soit t € R. La fonction x + —2S2L - d\(x) est continue sur ]0,-+oo[. Pour

Va(z+t?)
déterminer si la fonction est intégrable, déterminons un équivalent intégrable

au voisinage de 0 et au voisinage de +o0o. Pour 0 < z < 7 et en utilisant que
sine <z ona

sinx 1
I G 8.1
Ve(z+t?) — Jx (8.1)
et ﬁ est intégrable au voisinage de 07. Pour tout x dans R
sinx 1
< 8.2
Ve(z+t2)| ~ xyz (82)

et le second membre est intégrable au voisinage de +o00. Et donc F(t) est définie
sur tout R. Posons
1 sinx

h(zx) = %1]0%[(3’) + :U\l/i]l]g,—i—w[(x)’ ft ) = m

i. Vt € R, f(t,z) est mesurable
ii. Pour x € ]Ri, f(t,x) est continue par rapport a t.
iii. En combinant (8.1) et (8.2) on obtient

£t z)] < h(z),

et il est clair que h est intégrable et mesurable sur R, .

D’apres le Corollaire 5.3.2, F' est continue sur R.
2. Vu que F est paire, on pourra se restreindre a t € R: Soit 0 < e < M et
e<t< M.

i. f(e,x) est intégrable sur R .
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ii. Pour tout z € Ri, f(t, ) est dérivable par rapport a ¢ et

of(t,x) 2t sinx
ot VI +12)?
iii. En utilisant le fait que e <t < M,
‘8f(t, x) 2M
ot |~ Jz(x +e2)*

Le membre de droite est intégrable sur R, car au voisinage de 0r,

Ferar ()

et au voisinage de +o0,

Ferar (A=)

D’apres le Théoréme 5.3.4 de dérivation “globale” sous le signe intégrale, F' est

dérivable sur Je, M| pour toutes les valeurs M > ¢ > 0, et donc dérivable sur
*

R”.

. Ona

Ft)-F(0O) 1 sinz  sinz
t ot R, VT(z +1?) oz

1 —t?sinx
= - —_————d\
¢ /R+ vl 1 7) P@)

dA(z)

—tsinx
= ——=dA
/ x/x(x + t?) (z)
B / —2t sin(u?t?)ut?
u?t?ut (u?t? + t2)

B sin(u?t?)
_ /R ) () (8.3)

242 2
L urt? (1 +u?)

dA(u)

Soit t,, — 0. Notons
sin(u?t2)

(W) = a1 )

Alors,
1
()| < 5,

le membre de droite est intégrable sur R, . D’autre part g, (u) converge simple-
ment vers la fonction 1+ T sur Ry, (hmx_m sing _ 1). Par le Théoreme 5.1.6 de

convergence dominée, on obtient que

1 T
li n(w)dA(u) = | ——d\(u) = ~.
nffoo/ﬂhg () dALw) /RHW (=3
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En injectant le dernier résultat dans (8.3) et le fait que ¢, est une suite quel-
conque qui converge vers 0, on a

F(t)—F
lim LH-FO) _
t—0+ t
4. Calculons la limite a gauche de zéro de w en utilisant la parité de F’
fim FO-FO) o FO-FO)
t—0~ t t—0+ —t

Et donc F' n’est pas dérivable en zéro.

Solution de I’Exercice 6.2.1 p. 59 : Soit E = N, A la tribu triviale (i.e. A = Z(E))
et p la mesure de comptage (ou cardinalité) : (F, A, u) est un espace mesuré. Posons

[t (EaA) X (E7-A) — (RJr"@(RJr))
(k‘,g) — f(k,ﬁ) = Uk -

Alors, f est une fonction positive et mesurable. En appliquant le théoreme de Fubini
a la fonction f, on obtient

/E’ </E 1k d“(k)> () = /E (/Ef(’fae) du(f)) dp(k).

Et donc en utilisant le fait que

/E g(k) dp(k) = 3 g(k)

keN

pour toute fonction g positive et mesurable de (E,A) dans (R4, Z(R.)). On obtient
DD ke =D Uk
¢eN keN keN LeN
Remarque. On pouvait utiliser le théoreme de Beppo-Levi en considérant la suite

(On)nens Pn = Trlj<ny avec

fk . F — R+

Solution de I’Exercice 6.3.1 p. 63 :

1. La fonction . .
g: Ry xR, — R,

(xy)  — glz,y) = m

o . . * * .
est positive et continue sur R, x R, . Donc c’est une fonction mesurable et



positive et le théoreme de Fubini s’applique.
. En utilisant le changement de variable u = x,/y, on obtient

1 1 1 1
/ — d\(z) :/ S— d\(u) = ——.
N R 1+us/y VY2
. En appliquant Fubini pour le calcul de I et le résultat de la question précédente

dA(z) d\(y)

1

I:/R: /R; A+ )1+ %)
1 1 x

N /R; (1+y) V52 D)

En faisant le changement de variable t = |/ et donc dA(t) = dz’i%), on obtient

71_2

1
1= ——dA\(f) = —.
W/Ri 14 ¢ ®) 2
. Pour le changement de variable indiqué, posons
¢: Ry xRy — RI xR}

(v,t) — P(v,t) = (%,tQ).

La fonction ¢ est un C* diffémorphisme de R’, xR’} dans ¢(R. xR’ ) = R} xR’
De plus,

v
det(Jy(v,t)) = |t 2| =2.
0 2t

En appliquant le changement de variable ¢, on obtient

T [ e 906000 et 0)] ) X

ZQ/R:X]R: (liﬁ) <1+(1¥)2t2> dA(v) dA(t)

1 1 72
=2 dA(v)dA(t) = —.
AZXR1<1+t2> <1—|—U2> (v) () 5
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