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Le but de ce chapitre 6 est :

= de poser le cadre des intégrales "multiples" depuis la théorie construite dans les
chapitres précédents.

fd(m ® p2)
E1XE2
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Chapitre 6 : Intégration sur les produits (non évalué)

6.1. Tribu et mesure produits

/ fd(pu ® pp)
E1><E2



TRIBU PRODUIT 5

Définition 6.1.1 — Tribu produit

Soient (E1,.A1) et (Ez, . A2) deux espaces mesurables.

On appelle tribu produit sur E; X E>, que I'on note A; ® A», la plus petite tribu
contenant les ensembles de la forme A; x A, avec Vi € {1,2}, A € A; :

.A1 ®.A2 = O’({Al X A2,A1 € .Al,Az € .A2})

Le couple (E1 x E», A1 ® A2) est appelé espace mesurable produit.

J

Remarque 6.1.1. En général, A; x A = {A; X Az | A1 € A1, Ay € Ay} n'est pas une
tribu.
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Proposition 6.1.2 — Cas borélien

Soient (Ei, O1) et (E2, O2) deux espaces topologiques. *
On a

i) B(El) ® B(Ez) C B(El X Ez).

ii) Si E1 et E> sont a bases dénombrables d’ouverts, alors

B(E1) ® B(EQ) = B(E1 X EQ).

» Admis. ]

Corollaire 6.1.3 — Cas particulier £; = R

Vd € N,d >2, B(R)®---® B(R) = B(R)®! = B(R?).
—_—
d fois

» Idée : R est a base dénombrable d’ouverts (admis). |

1. Une topologie O C P(E) contient () et E, et est stable par réunions quelconques et intersections finies.
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Remarque 6.1.2.
= On rappelle que si (E, Q) est un espace topologique alors par définition
B(E) = o(0).
» B(E:1 X E>) est une tribu sur E; X E> : c'est la plus petite tribu contenant les ouverts
de E; x Es.

= E est a base dénombrable d'ouverts s'il existe une famille dénombrable d'ouverts de

E, noté (O,), telle que tout ouvert O de E soit une réunion (au plus dénombrable)
d’éléments de (O,).
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Théoréeme 6.1.4 — Mesure produit

Soient (E1, A1, p1) et (Ez, Az, p2) deux espaces mesurés.

On suppose que ju1 et pp sont o-finies sur (Ei, A;) et (Ez, Az) respectivement. 2

Alors, il existe une unique mesure m sur (E; x E>, A1 ® Az) vérifiant
V(Al,Az) € A x .Az, m(A1 X A2) = /Ll(Al)Mz(Ag).

Cette mesure est o-finie et est appelée mesure produit. On la note p1 ® po == m.

» Admis. |
Remarque 6.1.3.

= Le théoréme précédent est faux lorsque 1 ou o n'est pas o-finie.

= Cas (RY,B(R?)) : la mesure A ® A mesure les aires, A @ A ® A = A\®? les volumes,
etc. La mesure de Lebesgue A\q sur (R, B(RY)) est aussi la mesure produit AP,

2. Vie {1,2},3(Af1),,eN telles que Vn € N,Af7 € Aj, pi(Aj) < 4oo et E; = UnA;.
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| Remarque 6.1.4. = Le théoréme précédent est faux lorsque 111 ou po n'est pas o-finie.

En effet, soit E; = E; = R. On munit E; de la tribu borélienne et de la mesure de
Lebesgue p11 = A et E; de la tribu P(R) et de la mesure de comptage p2(A) = card(A).
On note A = {(x,x) € R? | x € R} la diagonale de R’. A étant un fermé de R?, on a
A € B(R) ® B(R) C B(R) ® P(R). De plus, on a A, = {x} et A, = {y}. Si la mesure
produit m existe alors on doit avoir :

W) = / (5 )pa(d) = / 12(6, Yol )

or [ ua(6 () = [ 60N e = +oc
R R
et / (8, o) = / A3, Jpa(d) = 0

Ce qui est alors absurde.
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[ fagme )
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6.2. Théoremes de Fubini / f d(,“‘l X HZ)
E1 XE2
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Théoréme 6.2.1 — Fubini-Tonelli

Soient (E1, A1, p1) et (Ez, Az, j12) deux espaces mesurés (les mesures sont o-finies).
Soit f: E; X E; — [0, +00] mesurable positive.

On définit les fonctions ¢ et v sur E; et E; respectivement par
o) = [ Fxn) i), o) = [ i,
E, E
Ces fonctions sont mesurables positives et vérifient

/¢dM1:/ fd(ul®ﬂz):/ b dpo
E; Ey X Ep E;

(et cette quantité € [0, +00]).

\. J

Remarque 6.2.1. On retient que pour des fonctions mesurables positives, on peut inter-
vertir |'ordre des intégrations.
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Puisque f est mesurable positive, alors la section de f d'abscisse x, c'est-a-dire
f(y) = f(x,y) est Ar-mesurable positive. Ainsi, pour tout x € E,

/ f(x,y)dpa(y) existe.
E

Pour conclure, il reste a montrer que cette quantité est A;-mesurable.

» Sif=1c, avec C € A; ® Ay, alors la fonction x — p2(Ax) = sz L1cdpa(y) est
A;i-mesurable (pour le voir il suffit de considérer d'abord C = A x B et généraliser en
suite).

= Si f est étagée positive (donc finie), alors le résutat découle de la linéarité de I'intégrale

et de la stabilité de la mesurabilité des fonctions mesurables par somme (finies).

= dans le cas général (f mesurable positive et pas nécessairement étagée) on conclut en
approchant f par une suite de fonctions étagées positives via le lemme fondamentale
d'approximation et le théoréme de Beppo-Levi (cf. chap. 5).
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Exemple 6.2.1. Soit

f: [0,1] x[0,1] — Ry
(x,y) — f(xy)=e UL g

Cette fonction est mesurable positive. On a
/ fdA®A) = / (/ f(x,y) d)\(x)) dA(y) (Fubini-Tonelli)
[0,1]%[0,1] [0,1] \J[0,1]

- / ( / e<X+y>1x+y<1dA(x)) aA(y)
[0,1] [0,1]

:/ e’ (/ e ™ d)\(x)) dA(y)
0.1 0,151
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Exemple 6.2.1. Soit

f: [0,1] x[0,1] — Ry
(x,5) — fxy) = e g

Cette fonction est mesurable positive. On a
/ fdA®A) = / (/ f(x,y) d)\(x)) dA(y) (Fubini-Tonelli)
[0,1]%[0,1] [0,1] \J[0,1]
- / ( / eI dA(x)) aA(y)
[0,1] \J[0,1]
:/ e’ (/ e ™ d)\(x)) dA(y)
[0,1] [0,1-y]

1—y
:/ e (/ e_xdx) dA(y) (Eq. R-L sur un segment)
[0,1] 0
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Exemple 6.2.1. Soit

f: [0,1] x[0,1] — Ry
(x,5) — fxy) = e g

Cette fonction est mesurable positive. On a
/ fdA®A) = / (/ f(x,y) dA(x)) dA(y) (Fubini-Tonelli)
[0,1]%[0,1] [0,1] \J[0,1]

:/‘(/e“mmﬂqﬂm)ﬂm
0,1 \J[0,1]

s

T dA(x) ) dX
[ < (Alﬂe 09) )
/ (/ e de) dA(y) (Eq. R-L sur un segment)
[0,1]

/ —- Y)) dy (Eq. R-L sur un segment)

2
eldy=1-"=.
e
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3

Exemple 6.2.2 (Interversion somme - intégrale).
Soit f : E; X E; — R' mesurable positive. Nous supposons dans cet exemple que
(E2, A2, u2) = (N, P(N), card).
Comme déja vu, pour toute fonction g positive sur E,
/ gdu =Y g(k).
E k>0

Par Fubini-Tonelli, nous avons alors

/E > f(x, k) dul(x):z</E f(x,k)dul(x)) .

k>0 k>0
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Théoréme 6.2.2 — Fubini (ou Fubini-Lebesgue)

Soient (E1, A1, u1) et (Ez, Az, pu2) deux espaces mesurés (les mesures sont o-finies).

Soit f: E1 X E» — R une fonction mesurable de signe quelconque. On définit les
fonctions ¢ et 1 sur E; et E» respectivement par

6(x) = / FOy)dualy), (y) = / F,y) dn(x) -
E Ey

Si f est pu1 ® po-intégrable alors ¢ et ¢ sont resp. pi-intégrable et uo-intégrable,
et vérifient la double égalité

/¢>du1=/ fd(#l®uz)=/ Y dpe.
E E1 xEp E

\ J

Remarque 6.2.2. || est possible de vérifier I'intégrabilité de |f| par rapport a 1 ® po par
le Théoreme de Fubini-Tonelli.
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Exercice 6.2.3.

2xy

On considére la fonction f(x,y) = 2e™“¥ — e™™. Démontrer que

1 1
/ / f(x,y)dxdy # / / f(x,y)dydx.
o JR+ r+ Jo

Que peut-on en déduire?

Exercice 6.2.4. On considére les deux espaces mesurés (R, B(R), \) et (R, P(R), i) ou
f est la mesure définie par p(A) := 0 si A est dénombrable et ;1(A) = 400 sinon. Soient
K un compact non dénombrable de R et de mesure de Lebesgue nulle et

C:={(x,y) ER*/x—y € K}

a) Montrer que C € B(R) x P(R).

b) Calculer fR A(dx) fR le(x,y)u(dy) et fR u(dy) fR 1c(x, y)A(dx) puis conclure.
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fdu
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Définition 6.3.1 — C!-difféomorphisme

Soient U et V deux ouverts de RY. Un C!-difféomorphisme ¢ de U dans V est
une bijection ¢ (U — V) qui est C" et telle que ¢~ est également C*.

\. J

Définition 6.3.2 — Matrice Jacobienne

Si ¢ est un C'-difféomorphisme de U dans V (deux ouverts de RY), on appelle

matrice jacobienne en u = (u1,- -, uq), la matrice
) o
ngl(tI) gf§ (u)
2 () 9% (u)
Jo(u) =
) )
3 (u) G (u)
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Théoréme 6.3.3 — Inversion globale (cadre RY)

Soient U un ouvert de RY et ¢: U — RY.

Alors ¢ réalise un C'-difféomorphisme de U sur V = ¢(U) si et seulement si ¢
satisfait les trois conditions suivantes :

i) ¢ est C'sur U,

i) ¢ est injective,

i) Yu € U, det(Jg(v)) # 0.

Remarque 6.3.1. En pratique, on est souvent confrontés aux cas suivants :

= On sait que ¢ est une bijection de U sur V et on connait U, V (ouverts) et ¢~ . Il
suffit alors de vérifier que ¢ et ¢! sont C.

= On ne sait pas inverser ¢. On applique alors le théoreme d'inversion globale. La
difficulté réside souvent dans la détermination de V = ¢(U).
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Théoréeme 6.3.4 — Changement de variables

Soient U, V deux ouverts de RY.

Soient ¢: U — V un C!-difféomorphisme et f: V — R borélienne sur V et inté-
grable.

Alors la fonction f o ¢: U — R est intégrable et

/VfdA = /U(f o ¢)|det(Jy)| dA.

Remarque 6.3.2.
= Attention a ne pas oublier la valeur absolue dans les calculs.

/vfd)‘:/u(foqﬁ)ldet(%”d)\'

si f: V — R borélienne sur V et positive (avec ¢: U — V un C*-difféomorphisme).

=« On a encore
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Remarque 6.3.3 (Dimension 1 : lien avec le changement de variables (Riemann)). Soient
la, b[ et ]c, d[ deux intervalles ouverts de R.

Soit ¢: |a, b[—]c, d[ un C'-difféomorphisme. On a que ¢’ ne peut s'annule r sur ]a, b[ et
est de signe constant.

Supposons ¢’ > 0. Alors la formule du changement de variable pour les intégrales de
Riemann donne

d b b
/ F(x)dx = / (F o 8) ()6 (v)dy = / (F o 8)(1)|6' ()] dy.

Si ¢’ <0, alors
/ F(x)dx = / (F o 8) ()6 (v)dy

- / (F o 6)()6' (v)dy

- / (F o 816 (y)ldy.

On retrouve ainsi la formule du changement de variables pour I'intégrale de Lebesgue.
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Exemple 6.3.1 (Coordonnées polaires).
Soit . . .
¢: Ry x]0,Z[ — R} xR}
(p,0)  — &(p,0) = (pcos(), psin(0))

L'application ¢ est un C*-difféormorphisme (admis), de matrice Jacobienne

cos(f) —psin(h)

W(p.0) €10, +0o[x10, 51 Jalp0) = | TH feonio)

Il vient
|det Jy(p, 0)| = |pcos’(6) + psin*(0)| = |pl.

Soit
f : R+ X R+ — R
(xy) — e &

f est mesurable (car continue) et positive.
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Exemple 6.3.1 (Coordonnées polaires).

D'apres le théoréme de Fubini-Tonelli,

/ e AN @ M) (x,y)
Ry xRy

/0 fo,+0] /[o foc] e D dAA(x) ()
/ bl ( /[Moo] e dA(y)) dA(x)
( o e d\(y )) /[0 . e dA(x)

2
e dA(y )) .
[0 +o0]
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Exemple 6.3.1 (Coordonnées polaires).

En utilisant la formule du changement de variables, il vient

/ e A0 @ A)(x,y) / e ) d(n @ A) ()
Ry xRy RixRi

2
-/ e ol d(r @ A)(,0)
10,+o00[x]0,m /2]

2
- / e ol d(r ® A)(p,6).
[0,+00] x[0,7 /2]
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Exemple 6.3.1 (Coordonnées polaires).

En utilisant la formule du changement de variables, il vient

/ e A0 @ A)(x,y) / e ) d(n @ A) ()
Ry xRy RixRi

2
-/ e ol d(r @ A)(,0)
10,+o00[x]0,m /2]

2
- / e ol d(r ® A)(p,6).
[0,+00] x[0,7 /2]

Par Fubini-Tonelli, il vient

/ o (CHr) d(A ® A)(x, y)
Ry xRy

I
—

_ 2
( / e |pdA(9)) aA(p).
[0,+00] [0,7/2]

/ pe” d(p)
Ry

T
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Exemple 6.3.1 (Coordonnées polaires).

2
Or, l'intégrale de Riemann impropre foﬂo pe~? dp est convergente (et vaut 1/2), avec

_p? o
p — pe~” mesurable positive sur R .

2
Il vient que p — pe™” est Lebesgue-intégrable sur R, et on a

+o00
/ pe " dX(p) :/ pe " dp= %
Ry 0

Donc

soit



CHANGEMENT DE VARIABLES - EXEMPLE 2 @

Exemple 6.3.2 (Convolution).

Soient f, g : R — R deux fonctions mesurables sur (R, B(R)) et intégrables. Rappelons
que la convolée de f et g est

Vx €R, (fxg)(x)= / f(y)g(x — y)dA(y).

Montrons que cette fonction est bien définie (c'est a dire que f x g < oo p.p.).

/R /Rf(”g(x—y)dx(y)
/R ( / 1F()llg(x —y)m(y)) D)
/R(/le(y)lg(x_yﬂd,\(xo dA(y)
[ ([t n1axco) a0

Nous avons

/R 1(F % £)()] dA(x)

dA(x)

IA

(par Fubini-Tonelli)

IN
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Exemple 6.3.2 (Convolution).

Pour y fixé, soit le changement de variable en dimension 1 (u=x—y, x=u+y):

¢ : R - R
u — u+ty

¢ est un C'-difféomorphisme et Yu € R, |det(Jy)| = |¢(u)| = 1.

/ 80— ) dAG) = / 1g(u)] dA(w)

17w ( / |g(u)dA(u)) aA)
</|g ) dA(u ) (/wydA )

Il vient |f x g| est finie u-p.p., et donc f * g est finie u-p.p.

Il vient

Donc

/ (F + £)()] dA)

IA

IN

(f et g intégrables) <
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Exemple 6.3.2 (Convolution).

Fixons x et opérons un changement de variable y = x — u dans l'intégrale :

¢ : R — R
u — X—U

¢ est un C*-difféomorphisme et Vu € R, |det(Js)| = |¢'(u)| = 1. On a

/R F(y)glx - y) dAy) = / F(x — u)g(u) dA(u)

Finalement,
fxg=gxf.



EXERCICES D’APPLICATIONS ®

Exercice 6.3.3. Soient f et g les fonctions définies par :

2

1 X
f(x) = ﬁlwx\a et g(x) = XeXP(—71x>o-

Soit I, = fP(a) f(x)g(y)dX(x,y) ot P(a)={(x,y) € R®/xy < a}. Montrer que

I, ~2/24)\(t)

1
= — e
v2m /1—oo,a[
Indication : poser (u,v) = (xy,y) puis z = +/v? — u?.

Exercice 6.3.4.

dxdy __ 1
1—xy Z”ZI n2"

a) Montrer que f[o I

b) En effectuant le changement de variables (x,y) = (cos@ — t,sin @ + t) dans I'intégrale

2

du point a), montrer que ZnZln—lz =%.
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