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TD 1 – Fonctions mesurables, mesures, tribus

� Exercice 1. Soient f1 et f2 deux applications mesurables de (E, A) dans (R, B(R)). Montrer
que :

a) {x ∈ E | f1(x) = f2(x)} ∈ A,
b) {x ∈ E | f1(x) ≤ f2(x)} ∈ A et {x ∈ E | f1(x) ≥ f2(x)} ∈ A,
c) {x ∈ E | f1(x) < f2(x)} ∈ A et {x ∈ E | f1(x) > f2(x)} ∈ A.

� Exercice 2. Soient (E1, A1) et (E2, A2) deux espaces mesurables. Soient µ : A1 → R+ une
mesure sur (E1, A1) et f une application mesurable de (E1, A1) dans (E2, A2). On pose

µf : A2 −→ R+
B 7−→ µf (B) := µ(f−1(B)).

Montrer que µf est une mesure sur (E2, A2), appelée mesure image de µ par f .
� Exercice 3. Soit p une mesure de probabilité sur B(R). On pose

F : R −→ [0 , 1]
t 7−→ F (t) := p(]−∞ , t]).

3.1. Montrer que F est croissante et continue à droite.
3.2. Calculer (si existence) limt→±∞ F (t).

� Exercice 4. On considère l’espace mesuré (R, B(R), λ) avec λ la mesure de Lebesgue. Les
propositions suivantes sont-elles vraies ?
4.1. λ est σ-finie.
4.2. ∀ K ⊂ R compact, λ(K) < +∞.
4.3. Soit O un ouvert de R. λ(O) < +∞ ⇒ O borné.

Exercices supplémentaires.
� Exercice 5 (Formules de Hausdorff). Soient E et F deux ensembles. Soit f : E → F une

application. Montrer les propositions suivantes :
1. ∀B ⊂ F , [f−1(B)]c = f−1(Bc).
2. Soit I un ensemble d’indices non vide et soit (Bi)i∈I une famille de parties de F . Alors :

f−1(∪i∈I Bi) = ∪i∈I f−1(Bi),
f−1(∩i∈I Bi) = ∩i∈I f−1(Bi).

� Exercice 6 (Tribu image). Soient E1 et E2 deux ensembles. Soit f : E1 → E2 une application.
Soit A1 une tribu sur E1. On pose A2 :=

{
B ⊂ E2

∣∣ f−1(B) ∈ A1
}

. Montrer que A2 est une
tribu sur E2. Elle est appelée la tribu image de A1 par f .

� Exercice 7. Montrer que la tribu B(R) est engendrée par les classes de parties suivantes :

1) C1 := {[x , +∞[ | x ∈ R} 2) C2 := {[a , +∞[ | a ∈ Q} .
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