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Le but de ce chapitre 5 est :

= d’étendre les théorémes de convergence déja vus ("limites sous le signe intégrale"), et
d'en proposer de nouveaux pour le cas d'une fonction mesurable f par rapport a une
mesure f sur un espace mesurable (E, A) :

/fd,u
E

= de faire le lien, quand il est possible, entre les intégrales de Lebesgue et Riemann;

= d'étudier quelques propriétés d'intégrales dépendant de paramétres.
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Chapitre 5 : Théorémes limites et applications

5.1. Théorémes de convergence
5.1.1. Espace mesuré complet

/ Fdy — Iim/ £, du
E n JE



CONVERGENCE p-P.P. — DEFINITION

ey J

Définition 5.1.1 — Espace mesuré complet

Soit (E, A, ) un espace mesuré. |l est appelé espace mesuré complet si

[NCA, avec Ne Z(E)et Ac Atq. p(A)=0]= Nec A

Définition 5.1.2 — Convergence u-p.p.

Soit (fn)n une suite de fonctions de E dans R.

On dit que (f,) converge presque partout vers f (et on note f,,ﬂ'&)f) si

3JA € A négligeable tel que [x ¢ A] = [fa(x) — f(x)].

| Remarque 5.1.1. La convergence simple implique la convergence p-p.p..

Remarque 5.1.2. La définition de la convergence p-p.p. est une application de la défini-
tion 4.2 a la propriété P(x) = “f5(x) converge vers f(x)".
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CONVERGENCE p-P.P. - MESURABILITE DE LA LIMITE

Proposition 5.1.3

Soit (E,.A, j1) un espace mesuré et soit (f,), € M(A, BR))N = M" t.q. f,2%¢.

Alors 3g € M t.q. f = g u-p.p. et si (E,.A, u) est complet alors f € M.

» Par hypothése, f,22f : JA € A t.q. u(A) =0 et Vx € A, f(x) — f(x).
Remarquons que,
VaeR, fl([—o0,a]) = (F *([—o0,a]) NA) U (F ([—o0, a]) N A%).

D'une part, f *([~c0,a]) N A C A, avec A € A t.q. u(A) = 0. Donc si (E, A, ) est
un espace mesuré complet, alors par définition

fH([-o00,a))NA€ A

Supposons donc (E, A, 1) complet et montrons maintenant que f ! ([—o0, a])NA® € A.



2

CONVERGENCE p-P.P. - MESURABILITE DE LA LIMITE

Proposition 5.1.3

Soit (E,.A, j1) un espace mesuré et soit (f,), € M(A, BR))N = M" t.q. f,2%¢.

Alors 3g € M t.q. f = g u-p.p. et si (E,.A, u) est complet alors f € M.

Posons g = limsup f, € M (d’aprés le chapitre 2). Puisque Vx € A®, f(x) = g(x), on

af =g u-p.p.et
FH([—00,a]) NA® = {x € A%, f(x) € [~o0, a}

={xeA%g(x) € [~o0,a]}
=g Y[~o00,a]) N A"
Or, g mesurable de (E, A) dans (R, Z(R)) = g ([~00,a]) € A.!
Par stabilité par passage au complémentaire et intersection finie,
fH([—o00,a]) NA° € A.

Finalement, par stabilité par union finie, Va € R, f*([~00, a]) € A, et f mesurable.
|

1. 2(R) est la tribu engendrée par les intervalles de la forme [—co , a).
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ESPACE MESURE COMPLETE 7

Théoreme 5.1.4 — Tribu et mesure complétées

Soit (E, A, 1) un espace mesuré.

Il existe BB une tribu sur E et v une mesure sur B telles que
i) ACB,
i) VA€ A, u(A) =v(A),
i) VNCE, tqg.3JAc€ Atq. NC Aet u(A)=0,0na
N e Betv(N)=0.

La tribu B est appelée tribu complétée de A et v mesure complétée de p.

L'espace (E, B,v) est un espace mesuré complet.

J

» Admis. Rq. : B=0c(AUN), N ={NCE|JAc Atq. NCAet u(A) =0} B

Remarque 5.1.3. Soient (E, A, it) un espace mesuré, f une fonction de E dans R et
g € M(A, B(R)) t.q. f = g u-p.p.. Alors f est mesurable pour la tribu complétée. Ainsi
d’aprés la proposition 5.1.3, si £, alors f est mesurable pour la tribu complétée.



TRIBU DE LEBESGUE 8

Exemple 5.1.1. On connait déja I'espace mesuré (R, Z(R), A) ou Z(R) est la tribu de
Borel sur R appelée la tribu de Borel-Lebesgue. Nous avons appelée ), la mesure de
Lebesgue. En toute rigueur, c'est ce que I'on appelle la mesure de Borel-Lebesgue. Par le
théoreme précédent, on peut compléter la tribu et la mesure. La tribu complétée est
appelée la tribu de Lebesgue et la mesure complétée la mesure de Lebesgue.

Notons 7; la tribu de Lebesgue. Nous avons
R e #(R) C T. C Z(R).

Il est possible de montrer que #(R) a le méme cardinal 2 que R, c'est-3-dire qu’ils sont
équipotents, autrement dit on peut les mettre en bijection. En revanche, 7; a le méme
cardinal que Z(R).

Le fait que A(R) et 7. n'ont pas le méme cardinal nous indique qu'il existe des
ensembles mesurables (pour 7.) non boréliens : voir I'exemple de Luzin, 1927.

On peut montrer qu'il existe des ensembles non mesurables : 7, # Z(R). Cependant, ces
ensembles sont trés particuliers : voir I'ensemble de Vitali (1905) ou le paradoxe de
Banach-Tarski. Ces deux exemples font appel a I'axiome du choix (ce qui est nécessaire
pour construire des ensembles non mesurables).

2. Le cardinal d'un ensemble fini est le nombre d’éléments. Pour un ensemble infini, c'est la classe
d’équipotence.



Chapitre 5 : Théorémes limites et applications

5.1. Théorémes de convergence

5.1.2. Convergence monotone (ou Beppo-Levi)

/fd,uzlim/ £, du
E n JE



INTEGRALE SUR M CONVERGENCE MONOTONE 0

Théoreme 5.1.5 — Convergence monotone

Soit (E, A, i) un espace mesuré.

Soit (f,) une suite croissante de M (A), qui converge u-p.p. vers f mesurable.

Alors
/fdu:lim/f,,du.
E " JE

\. J

Remarque 5.1.4. Ce théoréme étend le théoréme de Beppo-Levi, vu au chapitre 3, au
cadre de la convergence p-p.p.

Remarque 5.1.5. Si I'espace mesuré est complet alors I'hypothése f mesurable est inutile.
Si I'espace n'est pas complet et f non mesurable alors le résultat reste vrai si I'on remplace
f par une fonction g mesurable t.q. f = g p-p.p. (qui existe cf. Proposition 5.1.3).

» Idée :

Appliquer le théoréeme de Beppo-Levi sur la partie de E sur laquelle la convergence
simple a lieu. Le complémentaire de celle-ci étant de mesure nulle, les intégrales de f
et des f, sur ce dernier sont nulles.



INTEGRALE SUR M CONVERGENCE MONOTONE h)

» (Preuve du théoréme de convergence monotone).
Par hypothese, f,2%f : 3A € A t.q. u(A) = 0 et Vx € A, f,(x) — F(x).
1. Montrons que lim, fAC fodp = fAC fdu.

On pose Vn € N, f, = f,1ac. La suite (?,,) vérifie les propriétés suivantes :

« VneN,f, € M, comme produit de fonctions mesurables positives (A° € A =
1 ac mesurable);

. (7‘,,) converge simplement vers f := fl 4 par hypothése sur la suite (fa);

= la suite (f,) est croissante :

Vx € A Ta(x) =0=Fni(x).  Wx € A F(x) = fo(x)
< for1(x) par croissance de (f,)
< )?n+1(X)~
D’apres le théoréeme de Beppo-Levi,

Iim/?,,du:/?dp(:)lim/ﬁ,IlAcdu:/fﬂAcdu.
" JE E " JE E
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2. Comme p(A) =0, il vient

/fd,u = 0 (cf. Chapitres 3 ou 4) .
A

D’ou, par la relation de Chasles (cf. Chapitre 4), f étant mesurable,
/fdu /fdp+/fd,u /fd,u

On montre de méme que Vn € N, fAC fodp = fE fodp, ce qui conduit au résultat. W



Chapitre 5 : Théorémes limites et applications
5.1. Théorémes de convergence

5.1.3. Convergence dominée

/fd,uzlim/fndu
E n JE



INTEGRALE SUR M(A, B(R)) - CONVERGENCE DOMINEE 13)

Théoreme 5.1.6 — Convergence dominée

Soient (E, A, 1) un espace mesuré et (f,) € M(A, B(R))N. On suppose que :
« Jdg € M intégrable sur E telle que Vn € N, |fy| < g u-p.p.;
» f,=55f, f mesurable;
Alors, on a
) [lfldp < +oo, ie. f e LYE, A, p),
i) lim, [_|fo — f|dp = lim,||f, — f]l1 =0,
i) [ fdu=lim, [_f,du.

Remarque 5.1.6. Si I'espace mesuré est complet alors I'hypothese f mesurable est inutile.
Si I'espace n'est pas complet et f non mesurable alors le résultat reste vrai si I'on remplace
f par une fonction g mesurable t.q. f = g p-p.p. (qui existe cf. Proposition 5.1.3).

» Idée : Appliquer le lemme de Fatou sur la partie de E sur laquelle les deux hypothéses
sont valides. Le complémentaire de celle-ci est alors de mesure nulle, et les intégrales
de f et des f, sur ce dernier sont nulles.
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» (Preuve du théoréme de convergence dominée).

Par hypotheses, on a

» dg € My intégrable sur E telle que Vn € N, |f;] < g p-p.p. :
Vn e N,JA, € A t.q. u(As) =0 et Vx € Ay, [fa(x)| < g(x),
o 625 A Atg. u(A) =0et Vx € A%, fo(x) — f(x).
On a

w(AU (UnAn)) < p(A) + Z w1(An) (par sous o-additivité)

<0 (M(A) = p(As) =0)

D'otr (AU (UpAs)) = 0 et donc AU (UnAn) est négligeable.

Posons B := AU (UnA,) pour alléger les notations.
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Si de plus p(B°) =0, alors

u(E) = pu(B) + u(B°) = 0.
Auquel cas, toute intégrale sur E est nulle, ce qui démontre le théoreme. Pour la suite,
on suppose u(E) > 0, ce qui implique que p(B) > 0.

i) Montrons que fE|f| dp < +oo.

On a
Vx € B, VneN, |f(x)] < g(x).

A la limite, il vient
Vx € B, |f(x)| < g(x).

Comme B est négligeable, il vient que |f| < g u-p.p.

Or, f mesurable et g est intégrable, d'ou fE|f| dp < 400.3

3. Utiliser I'indicatrice sur B¢ avec le théoréme de comparaison et |'égalité de I'intégrale pour deux fonctions
égales presque partout, cf. Chapitres 3 et 4.
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i) Montrons que lim, fE|f,, — fldu = 0.

On aVx € B, Vne N, [f(x) — f(x)] < |F(x)] + |fa(x)]| < 2g(x).

On pose Vn € N, h, := (2g — |f — fa|)1ge. On montre que (h,) est une suite dans M.
De plus, elle converge simplement vers 2glge et on a ainsi

liminf h, = 2g1pge.

n—-+oo

D’apres le lemme de Fatou,
/2g]15c dp < lim inf/(2g —|f = fa])Lge dpe.
E n— 400 E
Or u(B) =0, d'ou

Vn e N, /(2g—|f—ﬁ,|)du:0:/2gdu.
B B
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)

D’ot,
/2gd,u < Iiminf/(2g —|f = fa) dps.
E n—-+oo E

Par linéarité de I'intégrale, il vient

2/gd,ugZ/gdpflimsup/|ffﬁ,|d/h
E E n—+oo JE

et Iimsupr\f— fol dp < 0.

n—-+o0

Final t, 0 < liminf [_|f — fo] dp < i f—fldp <0,
|naemen,0_n|Tlr;cfE\ | u_LTJsrl:ffA |[dp <0

:>|im/|f—f,,\du:0.
" JE
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iii) Montrons que lim, fE fodp = fE fdpu.
On a Vn € N, f, intégrable (car |f,| < g u-p.p. avec g intégrable).

De méme, d'aprés i), f est intégrable.

/fndﬂ—/fd,u
E E

D’ou,

/(fn—f)dﬂ

E

s/m—f\du
E

— 0 par ii) .




INTEGRALE SUR M(A, #(R)) — EXEMPLE

?

Exemple 5.1.2 (Convergence dominée).

Soit I'espace mesuré ([0, 1], #([0,1]), A). Soient les fonctions (pour n > 1)

f, 0,1 - R,
x = 1—xYn

Pour tout x €]0,1], limp—4o0 fa(x) = 0 et £,(0) = 1 pour tout n > 1. Or A({0}) =0,
d'ou £,£25f (sur [0,1]) avec f la fonction nulle.

Pour tout n > 1, |f;| <1 qui est une fonction intégrable sur [0, 1]. En effet

/ 1dA = A\([0,1]) =1 < oo .
[0,1]

Donc, par théoréme de convergence dominée,

/ fodA— 0.
[0,1]



Chapitre 5 : Théorémes limites et applications

5.2. Liens avec I'intégrale de Riemann
5.2.1. Intégrale sur un segment

b
/ f(x)dx = [ Fdx
a [a,b]



LIEN AVEC L'INTEGRALE DE RIEMANN ID

Théoreme 5.2.1 — Intégrale de Riemann sur un segment

Soit f mesurable sur ([a, b], #([a, b])), —o00 < a < b < 400, et admettant une
intégrale de Riemann sur [a, b].

Alors f admet également une intégrale de Lebesgue sur [a, b] et on a

b
/ f(x)dx :/ fd
a [a,b]

\. J

Remarque 5.2.1. En pratique, on pourra chercher a calculer des intégrales de Lebesgue en

se ramenant a des segments sur lesquels les intégrales de Riemann et Lebesgue coincident
(cf TD).

» Idée :

On construit I'intégrale de Riemann depuis des fonctions en escalier, qui sont également
des fonctions étagées, fonctions sur lesquelles on a construit I'intégrale de Lebesgue.
On va ainsi revenir a des fonctions en escalier associées a I'intégrale de Riemann de f,
les intégrer au sens de Lebesgue, et passer a la limite.



LIEN AVEC L’ INTEGRALE DE RIEMANN

» (Preuve du théoréme sur I'intégrale de Riemann sur un segment).

On définit la subdivision réguliere
x(nk)y=a+(b—a)2 "k, VneN, Vk=0,...,2"

On définit également

Vk>1, I(n,k)=]x(n,k—1),x(n, k)] et [I(n,1)=[x(n0),x(n,1)].

On pose

u(n, k) = f(x) et v(n k)= sup f(x).

inf
x€[x(n,k—=1),x(n,k)] x€[x(n,k—1),x(n,k)]
Enfin on définit (somme de Darboux)

2" 2"

gn = Z u(n, k) ILI(n,k) et h,= Z v(n7 k) ll(n,k)‘

k=0 k=0
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On a alors

= (gn) suite croissante de fonctions mesurables qui converge vers g, (h,) suite dé-
croissante de fonctions mesurables qui converge vers h,

= puisque f est Riemann integrable, f est bornée. Dans ce cas, g, et h,, qui sont de
signe quelconque, sont majorées en valeur absolue par la fonction constante égale
3 sup,c(,,5|f(x)| qui est Lebesgue intégrable sur [a, b]. D'aprés le théoreme de
convergence dominée,

/ gn d\ — gd\ et / By dX — hd),
[a,b] [a,b] [a,b] [a,b]

= les fonctions h, et g, sont a la fois étagées et en escalier. Leurs intégrales de
Riemann et de Lebesgue sont les mémes. |l vient

b b
/ gn(x)dx — gd\ et / hn(x)dx — h dx,
a [a,b] a [a,b]

= puisque f est Riemann intégrable (caractérisation par les sommes de Darboux) :

b b b
lim / gn(x)dx = lim / ha(x)dx = / f(x)dx.
n—+o0 a n—+o00 2 2
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On a donc g < f < h, avec g et h mesurables, intégrables, et f(h —g)dx=0.

b
/ gd)\:/ hd)\:/ f(x)dx,
[a,b] [a,b] a

/ (h—g)d\ = 0.
[a,b]

Finalement, f est intégrable, car majorée en valeur absolue (par la constante
SUP,¢[s,5|f(X)| sur l'intervalle fermé borné [a, b], on a que

/ fd/\:/ gd)\Jr/ (f — g)dA.

[a,b] [a,b] [a,b]

OS/ (f*g)d/\S/ (h—g)dr=0,
[a,b] [a,b]

b
/ fd)\z/ gd)\:/ f(x)dx.
[a,b] [a,b] a | |

Finalement, il vient

et
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5.2. Liens avec l'intégrale de Riemann b
¢ / f(x)dx = [ Fdx
b
5.2.2. Intégrale impropre ? [2.8]
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Théoréeme 5.2.2 — Intégrale de Riemann impropre

Soient b € R, a < b et f mesurable sur ([a, b], 2B([a, b])).

On suppose que f posséde une intégrale de Riemann impropre® sur [a, b[ absolu-
ment convergente, c-a-d que

t
lim /|f(x)|dx<+oo.
t=b= J,

La fonction f est alors intégrable au sens de Lebesgue et on a I'égalité

b
/ fdA :/ f(x)dx.
[a,b] a

» Idée : Soit (b,) une suite croissante de R qui tend vers b. On se raméne a des
intégrales sur des segments via la suite de fonctions (f,) définie par f, = fl[, .

3. Par définition, f est Riemann-intégrable sur tout segment de la forme [a, t], avec t < b.
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» (Preuve du théoréme sur l'intégrale de Riemann impropre).
Soit (bn) une suite croissante de R qui tend vers b et telle que Vn € N, a < b,.

On pose
VneN, fo= fﬂ[a,bn]'

b
fd)\:/ f(x)dx.

1. On suppose f positive sur [a, b]. Montrons que /
[a.b]

Alors (f,) est une suite croissante de fonctions mesurables positives qui converge p-p.p
vers 1, . D'aprés le théoreme de convergence monotone,

lim /fnd)\:/f]l[a7b] dA
n—-+oo R R
:/ fdA
[a,b]
OrVneN,/fnd)\:/ fdA.
R [a,bn]
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De plus, f: f(x)dx est convergente par hypothése. Comme f est positive sur [a, b], il

vient
by bn
VneN, |/ f(x)dx| :/ f(x)dx

b
S/ f(x)dx < 400

car f est positive et par définition de la suite (b,). f est ainsi Riemann-intégrable sur
[a, bn], avec n € N. Elle est, de plus, mesurable par hypothése. D’aprés le théoréme
précédent, f est Lebesgue-intégrable sur [a, b,] et on a

by
/ fd/\:/ f(x)dx.
[a,bn] a
by b
/ fdx= lim / f(X)dX:/ f(x)dx.
[a,] n—+00 B 2

D’ou,
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2. On suppose que f n'est pas de signe constant et que fab|f(x)|dx < +o0.

Alors (|fa]) est une suite croissante de fonctions mesurables positives qui converge p-p.p
vers |f|1, . D'apres le théoreme de convergence monotone,

lim /|fn|d/\:/ |£] dA.
n—+00 R [a,b]

b . .
De plus fa |f(x)|dx est absolument convergente, donc |f| est Riemann-intégrable sur
[a, bn] avec n € N. D’aprés le théoréme précédent,

b,
/ |f(x)|dx:/ || dA
a [a,bn)
:/|f,,|d)\.
R

b
/ \f|d)\:/ |f(x)|dx < 4o0.
[a,b] a

Il vient
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Dol |f[1[,,s est Lebesgue-intégrable. Or,
Vn € N, |fn| < |f‘]l[a,b]~

D’apres le théoréeme de convergence dominée, il vient

lim /f,,dA:/f]l[a,b]d)\@ lim / fdA:/ fdA.
n—=+oo Jp R "0 Ja,b) [a,b]

Or Vn € N, f est Riemann-intégrable sur [a, b,]*. D’apres le théoréme précédent,

by
/ f(x)dx:/ fdA.
a [a,bn]
b
/ f(x)dx:/ fdA.
a [a,b]

Finalement,

4. car |f| I'est.
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Exemple 5.2.1 (Intégrale impropre).

Soit I'espace mesuré (R, (R, ), A). Soit la fonction

f : R+ — R
X = e

f est continue sur R, a valeur dans R, elle est donc mesurable. Soit t > 0, on a,

/0 t f(x)dx = —[e ]

=1—et.

Drou +oo +oo
/ f(x)dx =1= / |f(x)|dx < 400 (f positive).
0 0

Finalement, f est Lebesgue-intégrable sur R, et

+oo
/ fd/\:/ f(x)dx = 1.
Ry 0
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Remarque 5.2.2. Par simplicité, on a supposé, dans les deux théorémes faisant le lien
entre les intégrales de Riemann et Lebesgue (sur un segment et intégrale de Riemann
impropre), que la fonction f est mesurable. Cette hypothése est souvent vérifiée en
pratique (f continue, continue par morceaux, etc.).

Néanmoins, ces théorémes restent valides, méme sans cette hypothése, dés lors que I'on
se place sur la tribu complétée de Z(R) et que l'on intégre vis-a-vis de la mesure
complétée de ).

Sinon, sur la tribu des boréliens #(RR), si on ne suppose pas la mesurabilité de la fonction
f alors nous avons la variante ci-aprés sur le lien Riemann-Lebesgue.

Théoréme 5.2.3 — Variante

Soit f intégrable au sens de Riemann sur [a, b], —00 < a < b < +o0.
Alors 3g € L'([a, b], B([a, b]), \) telle que

i) f=g pp-p.,

i) 7 f(x)dx = S8




5.3.

53.1.

Chapitre 5 : Théorémes limites et applications
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Théoreme 5.3.1 — Continuité sous I'intégrale

Soit (E, A, 1) un espace mesuré.

Soit f : Z x E — R, avec Z intervalle ouvert non vide de R, telle que
i) VueZ, x— f(u,x)e M(A B(R)) (mesurable),
if) Juss € T tel que pour presque tout x, u+— f(u,x) est continue en v,
iii) 3g € M(A, B(R)) positive et intégrable telle que pour presque tout x, Yu €
Z, |f(u,x)| < g(x).
Alors la fonction u+— F(u) = fE f(u,x) du(x) est définie en tout point u € 7 et
est continue en Uso.

» Idée :

Prendre une suite qui converge vers us, (hypothése ii)) et appliquer le théoréme de
convergence dominée (hypothéses i) et iii)).
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» (Preuve du théoréme de continuité sous I'intégrale).

1. Montrons que F est bien définie sur Z.

Soit u € Z. On pose Vx € E, f,(x) = f(u, x). Alors, f, est mesurable par i). De plus,
|fs] < g p-p.p., avec g intégrable par iii). Donc f, est intégrable et F est bien définie
sur Z.

2. Montrons que F est continue en uUx.

Soit (un) une suite de Z qui converge vers us,. On pose
Vn € N,Vx € E, fo(x) = f(un, x).

La suite (f,) vérifie les propriétés suivantes :
= VneN, f, € M(A, B(R)) par i),
« dg € My intégrable sur E telle que Vn € N, |f,| < g p-p.p. par iii);
o 25, dapresii), 3A € A u(A) =0 et Vx € A, fo(x) = F(Uoo, X).

D’apres le théoréeme de convergence dominée,

|im/f,,d,u:/fum dp < lim F(un) = Fusx).
n E E n
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Corollaire 5.3.2 — Continuité "globale" sous I'intégrale

Soit ¥ : Z x E — R, avec Z intervalle ouvert non vide de R, telle que
i) VueZ x— f(u,x)e M(A ZB(R)) (mesurable),
ii) pour presque tout x, u— f(u, x) est continue sur Z,
i) 3g € M(A, B(R)) positive et intégrable telle que pour presque tout x, Yu €
Z, [f(u,x)| < g(x).
Alors la fonction u +— F(u fE u, x) du(x) est définie et continue sur Z.

. J

Remarque 5.3.1. Le théoréme précédent et son corollaire s'étendent aisément a des
fonctions a valeurs complexes.

Exemple 5.3.1 (Transformée de Fourier). Soit f: R — R intégrable. Alors la fonction
f: R — R définie par

A

ur f(u) = / e " f(x) dA(x)

est bien définie et continue sur R. La fonction f est appelée la transformée de Fourier de
f. La continuité découle du fait que pour tout x, u+— e~ "f(x) est continue sur R et que
[e™™f(x)] < |f(x)] et fR|f x)| dA(x) < +oo.
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Corollaire 5.3.2 — Continuité "globale" sous I'intégrale

Soit ¥ : Z x E — R, avec Z intervalle ouvert non vide de R, telle que
i) VueZ x— f(u,x)e M(A ZB(R)) (mesurable),
ii) pour presque tout x, u— f(u, x) est continue sur Z,
i) 3g € M(A, B(R)) positive et intégrable telle que pour presque tout x, Yu €
Z, |f(u,x)| < g(x).
Alors la fonction u +— F(u) = fE f(u, x) du(x) est définie et continue sur Z.

.

Exemple 5.3.1 (Convolution). Soit f : R — R intégrable et ¢ : R — R bornée et
continue. La convolée de f et ¢ est définie par

ur— (fFx¢)(u) = /¢(u — x)f(x) dA(x).

Pour tout x, u+— ¢(u — x)f(x) est continue. Pour tout u, |¢(u — x)f(x)| < ||P|loo|F(X)|
et fR||qz5||oo|f(x)| dA(x) < oo par hypothese. Pour tout u € R, x — ¢(u — x)f(x) est
mesurable comme produit de fonctions mesurables. Donc par le théoréme de continuité
globale, f x ¢ est continue sur R.



5.3.

5.3.2.

Chapitre 5 : Théorémes limites et applications
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Théoréeme 5.3.3 — Dérivation sous l'intégrale

Soit (E, A, 1) un espace mesuré.

Soit f : Z x E — R, avec Z intervalle ouvert non vide de R, telle que
i) VueZ x— f(u,x)e M(A B(R)) (mesurable),
) Yu € Z, x — f(u, x) est intégrable,
iii) Juse € T tel que pour presque tout x, gu(uoo,x) existe,
iv) 3g € M(A, B(R)) positive et intégrable telle que pour presque tout x,

Vu e T, |F(u,x) = F(umsx)] < g0)|U— e,

Alors la fonction u+— F(u fE u, x) dp(x) est définie en tout point u € 7 et
est dérivable en us,. De plus

Flu) = [ Gt auto.

» Idée : idem continuité.
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» (Preuve du théoréme de dérivation sous I'intégrale).

= Les hypothéses i) et ii) assurent que F est bien définie sur Z.

= Montrons que F est dérivable en us.

Soit (un) une suite de Z qui converge vers us telle que Vn € N, 1, # Uso.

On pose
f(un,x) — f(Uso, x)
Un — Uoo ’

Vn € N,Vx € E, ¢n(x) =

D’aprés iv), |¢n| < g p-p.p., avec g intégrable, et d'apres iii), ¢pn—> PP Bf(uoo, B

JA € A, u(A) =0 et Vx € A%, dn(x) — ?(um,x).
u

D’'aprés le théoreme de convergence dominée,

hm/qsndu / O (e, ) dp(x).

Soit lim, FUn=Fluss) — F/(y ) = [ 9 (4, x) du(x)

Uoso
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Corollaire 5.3.4 — Dérivation "'globale' sous I'intégrale

Soit ¥ : Z x E — R, avec Z intervalle ouvert non vide de R, telle que
i) VueZ x> f(u,x) € M(A, B(R)) (mesurable),

i) Juo € Z, x — f(up, x) est intégrable,

iii) pour presque tout x, u+ f(u,x) est dérivable sur Z,

iv) 3g € M(A, Z(R)) positive et intégrable telle que pour presque tout x,
Yu€eZ, \%(u,xﬂ < g(x).

Alors la fonction u+— F(u) = fE f(u, x)du(x) est définie et dérivable sur Z. De
plus,

YueT, F'(u):/%(u,x)du(x).

E

J

» Idée : Exploiter I'inégalité des accroissements finies, 1a ol les hypothéses le per-
mettent (a savoir p-p.p.).
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» (Preuve du corollaire de dérivation "globale").
1. Montrons que F est définie sur Z.
D’apres ii), Jup € T tel que x — f(uo, x) est intégrable.

Soit ueZ. On a

Vx e E, |f(u,x)] < [f(uo, x)| + |f(u, x) = f(uo, )]

Or, d’apres iii), pour presque tout x, u > f(u,x) est dérivable sur I'intervalle ouvert
Ju, uo[ et continue sur l'intervalle fermé [u, u].

De plus, pour presque tout x, Vv €]u, uo[, |25 (v, x)| < g(x) d'apres iv).
Par inégalité des accroissements finis, pour presque tout x,

[f(u,x) — f(uo, x)| < g(x)|u — wol.
D'ou g intégrable = x — f(u, x) — f(uo, x) intégrable.

Finalement, x — f(u, x) est intégrable, et ce Yu € Z, donc F est bien définie sur Z.
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2. Montrons que F est dérivable sur Z et que

YueZ, F'(u)= / %(u,x)du(x).

E
Soit (u, ux) € Z°.
On montre de méme que, pour pour presque tout x,
[f(u,x) — fUso, x)| < g(x)|u— Usol.
De plus, pour presque tout x, %(um,x) existe, par hypothése iii).

En appliquant le théoréme précédent, il vient que F est dérivable en u., et que

Flu) = [ S (ur)auto)

et ce Vus € T.
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Exemple 5.3.2 (Transformée de Fourier). Si f: R — R et x — xf(x) sont intégrables,
alors la transformée de Fourier f de f est dérivable sur R et pour tout v € R,

() = / —ixe ™ F(x) dA(x) = —ixF(x)(u).

Exemple 5.3.3 (Convolution). Soit f: R — R intégrable et ¢: R — R dérivable, bornée
et de dérivée bornée sur R. On rappelle que la convolée de f et ¢ est définie par

= (fx¢)(u) = /qﬁ(u — x)f(x)dX\(x).
R
Alors, f x ¢ est dérivable sur R et pour tout u € R,

(F + ) /¢ b~ x)F(x) AA(x) = (F % &')(u)
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