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Le but de ce chapitre 3 est d'étudier les les notions de dérivée et de convexité



DERIVEE

Définition 3.1.1 — Dérivée d'une fonction de R dans R

Une fonction d'une seule variable réelle a valeurs dans R est dérivable en un point
x de R s'il existe un nombre réel a noté f'(x) tel que :

lim f(x+t)—f(x)—at _

t—0 t

Définition 3.1.2 — Dérivée au sens de Fréchet

Soient E et F deux espaces vectoriels normés. Soit f une application définie sur le
domaine D C E et a valeurs dans F. L'application f est dite F-différentiable (ou
différentiable au sens de Fréchet, ou encore différentiable au sens fort) en un point
x de I'intérieur du domaine D, s'il existe un opérateur linéaire continu f'(x) de E
dans F (f'(x) € L(E, F)), tel que

VheE , f(x+h) = Ff()+F(x)-h+|hlee(h) , avec  lim [i(h)r = 0 .
E—
1)




Cas f:R" — R7™
Si E=R" et F = R" les bases étant choisies dans ces espaces, on peut associer 3
I'application linéaire f'(x) une matrice.

Définition 3.1.3 — Matrice jacobienne

Une base dans les espaces de départ et d’arrivée étant choisie, on appelle matrice

jacobienne la matrice vérifiant

vh e R",  f'(x).h = Jr(x) x h.
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Proposition 3.1.4

Si I'application f est F-différentiable (dérivable) au point x, elle est alors continue
au point x.

Définition 3.1.5

Soient E et F deux espaces vectoriels normés, et 2 C E un ouvert de E. On dit
que l'application f : Q C E — F est dérivable dans  si elle est dérivable en
tout point x de Q. On peut alors définir I'application

f' i x€eQCE—f(x)eL(EF),

appelée application dérivée de f. Si I'application dérivée ' : Q C E — L(E,F)
est continue, on dit que I'application f : Q C E — F est (une fois) continiiment
dérivable dans (, et on écrit

feci(Q) .
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= Exemple 3.1.1.

x +——> Ax+b



DERIVEE

= Exemple 3.1.1.
f: R" — R"
x +——> Ax+b

= Exemple 3.1.2.
f: R" — R
X > %XTAX +b"x+c
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= Exemple 3.1.1.
f: R" — R"
x +——> Ax+b

= Exemple 3.1.2.
f: R" — R
X > %XTAX +b"x+c

Définition 3.1.6 — Gradient

On appelle gradient de la fonction f en x de H, espace de Hilbert, a valeur
dans R I'unique vecteur de H, noté V£ (x), tel que

vheH, f'(x).h=<Vf(x),h>

= Exemple 3.1.3.
f: R" — R
B slly=Xxs8?



FONCTION A VALEUR DANS UN ESPACE PRODUIT 7

La donnée d'une application

P
frQCE>F=]]FR
i=1
revient a se donner p applications composantes f; : Q C E — F;, 1 < j < p, de telle facon
que

f(x)

Proposition 3.1.7

On établit facilement que I'application f est dérivable en un point a € Q si et
seulement si chaque application composante I’est aussi, et on a alors :

f’1(a)
, f2(a) : .
fflay=1 . avec f'j(a) e L(E,F), 1<i<p .

Fo(a)
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Considérons ensuite une application

n
frac|[e—F
i=1
ol € est un ouvert de H:.;l E;. Soit a un point de Q de composantes (a1, a, ..., an), et
soit k € (1,2,...,n) 'un des indices.
Soit Q;,i =1,..., n des ouverts des E; tels que H;’:l Q; C Q. On définit alors la k-ieme
application partielle

Q CExk — F
Xk — f(al7...,ak,17xk,ak+17...,a,,)

Définition 3.1.8 — Dérivée partielle

On appelle dérivée partielle de f au point a par rapport a la k-iéme variable la
dérivée, si elle existe de I'application partielle au point ax € Qx C Ek, on note

of
Txk(a) € L(Ek, F)

cette dérivée partielle.




Cas f:R" — RP

» Si f est une fonction de Q C R", Q ouvert 3 valeurs dans R™ dérivable en a € Q
alors sa matrice jacobienne d'écrit

O O D6

Ox1 0% 10)

fﬁa i S I
f’(a).h — 8X1 8X2 8X,, . 2

%y Doy L Dy |\

ox1 Ox2 OXn

= Si p =1 alors le gradient de f en a s'écrit

Vif(a) =




EXEMPLES

= Exemple 3.1.4.
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= Exemple 3.1.4.

= Exemple 3.1.5.

f: R" — R
x — X
R3 — R?

(X17X2,X3) — (

X2 COS X1 — X3 sin X1
X1 X2 X3

)



THEOREME DES FONCTIONS COMPOSEES

Théoreme 3.1.9 — Théoréme des fonctions composées

Soient E, F, et G, trois espaces vectoriels normés. Soit f : Q C E — F une
application dérivable en un point x € Q (Q ouvert de E), et soit g: QC F — G
une application dérivable au point y = f(x) € Q (S~2 ouvert de F). On suppose
f(Q2) C Q. Alors I'application composée

gof : QCE—G
est dérivable au point x € Q et

Yhc E, (gof)(x).h=g'(f(x)).(f (x).h).

Proposition 3.1.10 — Cas de la dimension finie

STE=R"F=R"et G=RP,0ona

Jgor (x) = Jg(y) x Jr(x) = Jg(F(x)) x Jr(x).




EXEMPLES

Exemple 3.1.6.

R
3lly = X8I
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Définition 3.1.11 — Dérivée seconde

Soit f : Q C E — F une application dérivable sur I'ouvert Q C E. Si I'application
dérivée
fQCE— L(E,F)

est elle méme dérivable (i.e. F-différentiable) en un point x € €, sa dérivée, notée
11 déf 1\
f(x) = () (x) € L(E,L(E,F)) ,

est appelée dérivée seconde de I'application f au point x, et on dit que I'appli-
cation f est deux fois dérivable au point x.

Notation : |l est facile de remarquer que |'application
B: (hk)€c ExE— ((f'(x)-h) k) e F,

est linéaire séparément en chacune des variables h et k, et est de ce fait bilinéaire. On
identifie I'application dérivée seconde de f au point x, f(x) € L(E, L(E, F)), a une
application de I'espace L2(E X E, F)), espace des applications bilinéaires continues de
E x E dans F. On écrira alors

Vhk € £, f'(x)(h,k) = (f'(x) - h) - k.
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Proposition 3.1.12

Si I'application f : Q C E — F est deux fois dérivable au point x de |'ouvert
Q C E, alors I'application dérivée seconde de f au point x est une application
bilinéaire symétrique en ce sens que

Vh,k € E, f"(x)(h,k) = f"(x)(k, h).

Définition 3.1.13 — Application dérivée seconde

On dit que I'application f : Q C E — F est deux fois dérivable dans (Q si elle
est deux fois dérivable en tout point x de €. On peut alors définir I’application
dérivée seconde de f

f’ i x€QCE—f"(x)c L2(E X E,F) .

Si cette derniére application est continue, |'application f est dite deux fois conti-
niiment dérivable dans €, et on écrit

fec*(Q) .
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Remarque 3.1.1. En ce qui concerne le calcul effectif des dérivées secondes, on utilise
le résultat suivant, qui permet de se ramener a des calculs de dérivées premieres :

étant donné deux vecteurs quelconques h,k € E, I'élément f”(x)(h, k) € F est égal a la
dérivée au point x € Q de I'application v € Q — f’(v) - k € F, appliquée au vecteur h.

Remarque 3.1.2. Cas ou f : R" — R Si f est une application de R” a valeurs dans
R alors f”/(a) est une forme bilinéaire de R” x R" a valeurs dans R. On peut alors lui
associer une matrice (n, n) appelée matrice hessiennne

O°f Of O°f
(a (a) .. a
8X1 8)(1 (9)(1 8X2 (9)(1 8x,,
O°f (a) O°f (@) --- O°f a
Hf(a) = V2f(a) — | Ox0x1 Ox20x2 0x20Xn
of a oF @ - of (a)
Oxn0x1 Oxn0x2 Oxn0xn

et on a

Yh € R",Vh € R", f"(a).(h,k) = h" V*f(a)k.



EXEMPLES

= Exemple 3.1.7.
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= Exemple 3.1.7.

2
= Exemple 3.1.8.

f: R" — R

x o SlrolP?
(avec r(x) deux fois dérivable).
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Théoreme 3.1.14 — Formules de Taylor pour les applications une fois déri-

vables

Soient f : Q@ C E — F et [a, a + h] un segment fermé contenu dans 2 ouvert.

i) Si f est dérivable en a, alors

fla+h)=f(a)+f'(@)-h+|hlgeth) , avec lim |eh)|f = O .
Inll g —0

ii) Formule des accroissements finis : si f € CO(Q) et f est dérivable en tout point du segment ouvert Ja, a + h[,

alors ,
ifa+h)—f@)llr < sup [IFFX)llgE,rlblle -
xEla,a+h[
iii) Formule de Taylor-Maclaurin : si f € C%(Q) et f est dérivable en tout point du segment ouvert Ja, a + h[, et
si F = R, alors

36 €]0,1[ tel que f(a+h) = f(a)+ f'(a+6h) -h.

iv) Formule de Taylor avec reste intégral : si f € C'(R) et F est complet, alors

1
f(a+h) = f(a) +/ (f'(a + th) - h) dt
0
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Théoreme 3.1.15 — Formules de Taylor pour les appli. deux fois dérivables

Soit f : Q C E — F et [a, a+ h] un segment fermé contenu dans Q (Q ouvert de E).

i) Formule de Taylor-Young : si f est dérivable dans €, et si f est deux fois dérivable au point a, alors

fla+h) =f(a)+ f'(a) - h+ lf”(.a)(h,h) +[hlZe(h) , avec lim [e(h)|f = O.
2 Il g—o0

Formule des accroissements finis généralisée : si f € Cl(Q) et f est deux fois dérivable en tout point du
segment ouvert |a, a + h[, alors

2
sup  IF ()l p(exE,p)lINIE
x€Ja,a+h[

N =

[f(a+h) — f(a) — f'(a) - h||p <

iii) Formule de Taylor-Maclaurin : si f € C'(Q) et f est deux fois dérivable en tout point du segment ouvert
Ja,a+h[, etsi F =R, alors

1
36 €]0,1[ tel que f(a+h) = f(a)+ f'(a)-h+ Ef”(a + 6h)(h, h) .

Formule de Taylor avec reste intégral : si f € CZ(Q) et F est un espace complet, alors

Z

1
fla+h) =f(a)+f'(a)-h +/ (1 —t)(f"(a + th)(h, h)) dt .
0
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Pour illustrer ces considérations, voici trois facons équivalentes d'écrire (par exemple) la
formule de Taylor-Young pour une fonctionnelle f : Q C R” — R deux fois dérivable :

f(a-+h) = F(a) + (a) - h -+ 27" (a)(h, b) + I ()

f(a+h) = f(a)+ < Vf(a),h > +% < V*f(a)h,h > + < h,h > £(h)
fa+h) = f(a) + (VF(a) h + %hTV2f(a)h +hThe(h)

f(a4h) = ga(h) +h"he(h).

ol ¢a. est une forme quadrique généralisée.
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On indique dans ce paragraphe quelques propriétés de base d'une classe trés importante
de fonctionnelles.

Définition 3.2.1 — Ensembles convexes

L'ensemble Dy est dit convexe si et seulement si

Vx € Dy, Yy € Do, Vo € [0,1] CR ona ax+ (1 —a)y € Do .

Remarque 3.2.1.

autrement dit, six € Dy ety € Dy, alors le segment qui joint
ces deux points est également contenu dans Dy, le segment
[x,y] étant défini par

zexy] <= Jae0,1]t.qz=ax+ (1 —a)y.
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Exemple 3.2.1. Exemple d’ensemble non convexe

Remarque 3.2.2. la notion d'ensemble convexe correspond en fait a une propriété de
régularité du domaine Dy considéré
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Définition 3.2.2 — Fonctionnelles convexes

Une fonctionnelle f : Dy C E — R est convexe sur le domaine convexe Dy C E
(E espace vectoriel normé) si

Vx,y € Do, Va €]0,1[, f(ax+ (1 —a)y) < af(x)+ (1 —a)f(y).
La fonctionnelle f est strictement convexe sur le domaine convexe Dy si
VX,Y S D07 X 76 Yy, Vo 6107 1[7 f(ax + (1 - a)y) < O[f(X) + (1 - a)f(Y) .

La fonctionnelle f est uniformément convexe sur le domaine convexe Dy si il
existe une constante ¢ > 0 telle que

Vx,y € Do, Vo €]0,1],
af(x) + (1 — a)f(y) — flax+ (1 —a)y) > ca(l—a)|x—y|2.
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Remarque 3.2.3.
i) Il est clair que la convexité uniforme entraine la convexité stricte qui a son tour
entraine la convexité.
ii) La convexité indique une certaine régularité de la fonctionnelle. En dimension finie,
par exemple, la convexité peut induire des propriétés de continuité (c.f. proposition
suivante).

Proposition 3.2.3

Soit f : Dy C R" — R une fonctionnelle convexe sur |'ouvert convexe Dy C R".
Alors f est continue sur Dy.
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Théoreme 3.2.4 — Caractérisation de la convexité a I'aide de la dérivée pre-

miére

On suppose que la fonctionnelle f : Q C E — R est dérivable sur un sous-ensemble
convexe Dy C 2. On a alors :

i) f est convexe sur Dy si et seulement si
Vx,y € Do, f(y) = f(x) = F'(x) - (y =x) .
ii) f est strictement convexe sur Dy si et seulement si
Vx,y € Do, x £y, fy) = f(x) > f(x)-(y—x) .

iii) La fonctionnelle f est uniformément convexe sur Dy si et seulement si il existe
une constante ¢ > 0 telle que

Vx,y € Do, f(y) = f(x) > F(x)-(y =x) +cly—x|g.




INTERPRETATION GI:DOM]::TRIQUE

J(x)

X y X
L'interprétation géométrique de

Vx,y € Do, f(y) —f(x) > (%) (y—x),

est que le graphe de la fonctionnelle convexe f est toujours au dessus de
son plan tangent en un point quelconque du domaine Dy.
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Définition 3.2.5

Soit une fonctionnelle f : Q C E — R dérivable sur I'ouvert Q.
L'application dérivée f' : Q C E — L(E,R) est dite monotone sur le sous-
ensemble Dy C Q si et seulement si

vx,y € Do, (f'(y) = f'(x)) (y—x)>0.

L’application dérivée f’ est dite strictement monotone sur le sous-ensemble
Dy C Q si et seulement si

VX,yEDo, X7éy7 (f/(y)ff,(x))»(yfx)>0,

L'application dérivée f’ est dite fortement monotone sur le sous-ensemble Dy C
Q si et seulement si il existe une constante ¢ > 0 telle que

Vx,y € Do, (F'(y) = f'(x))- (y =%) > 2cly —x||E .




CARACTERISATION (SUITE) 2

Proposition 3.2.6 — Relations entre convexité et monotonie de la dérivée pre-

miere

On suppose que f € C*(Q) sur I'ouvert Q. On a alors :

i) La fonctionnelle f est convexe sur le sous-ensemble convexe Dy C Q si et
seulement si I'application dérivée f’ est monotone sur Dy.

ii) La fonctionnelle f est strictement convexe sur le sous-ensemble convexe Dy C
Q si et seulement si |'application dérivée f’ est strictement monotone sur Dy.

iii) La fonctionnelle f est uniformément convexe sur le sous-ensemble convexe
Do C Q si et seulement si I'application dérivée f’ est fortement monotone sur
Dy (la constante ¢ > 0 intervenant dans la définition de la convexité uniforme
correspondant a la constante ¢ > 0 introduite dans la définition de la forte
monotonie de la dérivée).
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\.

Théoreme 3.2.7 — Relations entre convexité et positivité de la dérivée seconde

On suppose que la fonctionnelle f : Q C E — R est deux fois dérivable dans un
ouvert Q2 de I'espace vectoriel normé E, et soit Dy une partie convexe de €.

i) La fonctionnelle f est convexe sur le sous-ensemble convexe Dy C Q si et
seulement si
Vx,y € Do, f"(x)(y —x,y—x)>0.
i) Si
vx)yEDOa X#y, f”(x)(y_x7y_x)>07
alors la fonctionnelle f est strictement convexe sur Dy.

iii) La fonctionnelle f est uniformément convexe sur le sous-ensemble convexe
Dy C Q2 si et seulement si il existe une constante ¢ > 0 telle que

Vx,y € Do, f"(x)(y —x,y—x)>2c|ly —x|z.

La condition (ii) ci-dessus n’est qu’une condition suffisante, la réciproque étant
inexacte.
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Théoreme 3.2.8 — Relations entre convexité et positivité de la dérivée seconde

On suppose que la fonctionnelle f : Q C E — R est deux fois dérivable dans un
ouvert convexe 2 de I'espace vectoriel normé E.

i) La fonctionnelle f est convexe sur le sous-ensemble convexe Q si et seulement
si Vx € Q, f"(x) est semi-définie positive

ii) Si Vx € Q,f"(x) est définie positive, alors la fonctionnelle f est strictement
convexe sur .

\. J

Exercice 3.2.2.

= Soit f : R? = R, f(x) = ax? + 2bxix» + cx3. Donner une condition nécessaire et
suffisante sur (a, b, c) € R® pour que f soit convexe sur R?.



CAs QQ OUVERT CONVEXE 29

Théoreme 3.2.8 — Relations entre convexité et positivité de la dérivée seconde

On suppose que la fonctionnelle f : Q C E — R est deux fois dérivable dans un
ouvert convexe 2 de I'espace vectoriel normé E.
i) La fonctionnelle f est convexe sur le sous-ensemble convexe Q si et seulement
si Vx € Q, f"(x) est semi-définie positive
ii) Si Vx € Q,f"(x) est définie positive, alors la fonctionnelle f est strictement
convexe sur Q.

\. J

Exercice 3.2.2.
= Soit f : R? = R, f(x) = ax? + 2bxix» + cx3. Donner une condition nécessaire et
suffisante sur (a, b, c) € R® pour que f soit convexe sur R?.
= L'application g : R? = R, g(x) = xZ + x1x2 + xZ + 3|x1 + x2 + 3| est-elle convexe,
voire strictement convexe, sur R??
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Théoreme 3.2.8 — Relations entre convexité et positivité de la dérivée seconde

On suppose que la fonctionnelle f : Q@ C E — R est deux fois dérivable dans un
ouvert convexe 2 de I'espace vectoriel normé E.

i) La fonctionnelle f est convexe sur le sous-ensemble convexe 2 si et seulement
si Vx € Q, f"(x) est semi-définie positive

ii) Si Vx € Q,f"(x) est définie positive, alors la fonctionnelle f est strictement
convexe sur Q.

\. J

Exercice 3.2.2.
= Soit f : R? = R, f(x) = ax? + 2bxix» + cx3. Donner une condition nécessaire et
suffisante sur (a, b, c) € R® pour que f soit convexe sur R?.
= L'application g : R? = R, g(x) = xZ + x1x2 + xZ + 3|x1 + x2 + 3| est-elle convexe,
voire strictement convexe, sur R??
» L'application h : R" — R, h(x) = e 0) estelle convexe, voire strictement
convexe, sur R"?
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