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Introduction

Position du probleme

Optimiser, c’est rechercher parmi un ensemble C' de choix possibles le meilleur (s’il existe!). Si f est
une application d’un ensemble E dans F'. On note le probleme

min f(x)
(P) { reCCL.

Il faut donc pour cela pouvoir comparer 2 choix et donc avoir une structure d’ordre sur I’ensemble F'. On
prendra toujours F' = R. Suivant les domaines d’applications :

o F s’appelle 'ensemble des stratégies, des états, des parametres, 1’espace;
o ( est 'ensemble des contraintes ;
o f est la fonction cotit, économique ou le critere, I’objectif.

Une fois le probléme bien défini, il se pose deux questions. La premiere est de savoir si (P) admet une
solution. Si la réponse est positive, il nous faut trouver la ou les solutions. Suivant la nature de 'ensemble
FE les réponses sont plus ou moins faciles. Si E est fini, I’existence de solution est évidente, mais le calcul
est difficile si le nombre d’éléments est grand. Par contre si £ = R"™ ou est de dimension infinie la question
de l'existence de solution est moins triviale, mais si les fonctions sont dérivables il est "plus” facile de
calculer la solution.






CHAPITRE 1

Exemples et définitions

1.1 Exemples

1.1.1 Cas continu et de dimension finie

FIGURE 1.1 — Pierre de Fermat, né vers 1601, a Beaumont-de-Lomagne, prés de Montauban, et mort le
12 janvier 1665 o Castres.

Exemple 1.1.1 (Principe de Fermat). Pierre de Fermat est un juriste et mathématicien frangais, sur-
nommé « le prince des amateurs ». On lui doit entre autre le principe de Fermat qui dit que la lumieére se
propage d’un point a un autre sur des trajectoires telles que la durée du parcours soit minimale. Il ima-
gina aussi pour la solution des problémes, une méthode, dite de maximis et minimis, qui le fait regarder
comme le premier inventeur du calcul différentiel dont il est un précurseur : il est le premier a utiliser la
formule (sinon le concept) du nombre dérivé!?

3

A(0,a) air

P(x,0)

eau B(k,b)

-3 L L L L I I
-1 0 1 2 3 4 5 6 7

FIGURE 1.2 — Principe de Fermat.

On s’intéresse ici a la trajectoire d’un rayon lumineux d’un point A(0, a) vers un point B(k,b) situés
dans deux milieux homogenes différents (cf. la figure 1.2). Nous allons grice au principe de Fermat
retrouver la loi de la réfraction. On suppose pour cela que la trajectoire d’un rayon lumineux dans un

1. http ://fr.wikipedia.org/wiki/Pierre de_Fermat.
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milieu homogene est un segment de droite (ce qui peut aussi se démontrer grace au principe de Fermat via

le calcul des variations, cf. ’exemple 1.1.12, qui est un probleme d’optimisation en dimension infinie!).
On note P, de coordonnées (z,0), le point d’impact du rayon lumineux sur la surface du changement

de milieu et c; et co les vitesses de la lumiére dans 'air et dans ’eau. Le temps de parcours entre les

points A et B est donc
1 1
T(x) = —Va?+ 22+ — /b + (k— x)%
C1 C9

Le probleme est alors ici de trouver le point P (c’est-a-dire z* € R) tel que

min 7'(x)
r € R.

T(z*) < T(z) Yz € R <= (P) {

On peut ici tracer cette fonction (cf. la figure 1.3).

6.5

T()

FIGURE 1.3 — Fonction T'.

Une condition nécessaire de solution de (P) est T"(z) = 0 (cf. la figure 1.3). Ce qui donne ici

T'(z) = R k) N
ava?+x% ¢y /b2 + (k — x)?
x B (k—x)

!

ava?+a2 ey /02 + (k — )2

sin o sin ap

< =
C1 C2
<= nisina] = ngsinas.

I Remarque 1.1.1. Nous retrouvons dans ce cas les lois de Descartes? ou de Snell.
Remarque 1.1.2. La condition 7"(z) = 0 n’est qu'une condition nécessaire, en effet si nous considé-

rons la fonctionnelle réelle f(x) = 2® nous avons f/(0) = 0 mais 0 n’est pas un minimum de f (cf.
I'exemple Figure 1.4).

2. Associer les noms de Fermat et Descartes est surprenant pour qui connait les confrontations scientifiques virulentes
qui les opposérent. Les étudiants intéressés peuvent voir la vidéo ([?]) ol se rendre au musée Pierre de Fermat de Beaumont
de Lomagne, ville natale de P. de Fermat prés de Toulouse.
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f(x)
=)

2k

—ab

-8
2

FIGURE 1.4 — f/(0) = 0 et 0 n’est pas un minimum.

Exemple 1.1.2 (Datation par le carbone 14). Le carbone radioactif *C est produit dans I’atmosphére
par leffet des rayons cosmiques sur 'azote atmosphérique. Il est oxydé en 14COy et absorbé sous cette
forme par les organismes vivants qui, par suite, contiennent un certain pourcentage de carbone radioactif
relativement aux carbones '2C' et '3C qui sont stables. On suppose que la production de carbone C
atmosphérique est demeurée constante durant les derniers millénaires. On suppose d’autre part que,
lorsqu’un organisme meurt, ses échanges avec I’atmosphere cessent et que la radioactivité due au carbone
14C décroit suivant la loi exponentielle suivante :

Ao (1) = Age ™

oll Aest une constante positive, ¢ représente le temps en année et A(t) est la radioactivité exprimée en
nombre de désintégrations par minute et par gramme de carbone. On désire estimer les parametres Ay
et A par la méthode des moindres carrés. Pour cela on analyse les troncs (le bois est un tissu mort) de
trés vieux arbres Sequoia gigantea et Pinus aristaca. Par un prélévement effectué sur le tronc, on peut
obtenir (cf. table 1.1) :

« son age t en année, en comptant le nombre des anneaux de croissance,

« sa radioactivité A en mesurant le nombre de désintégration.

t; | 500 1000 2000 3000 4000 5000 6300
A; | 145 135 120 108 99 89 8.0

TABLE 1.1 — Données.

Notre but est ici de trouver les valeurs des parametres Ag et A pour que la fonction A4, y)(t) "colle”

au mieux aux données.
Ici les instants ¢; et les valeurs A;, pour ¢ = 1,...,7 sont connus. Ce sont les valeurs des parameétres

Ap et A que 'on cherche. Le statut de Ag et des Aq,..., A7, n’est donc pas le méme.
Si on donne des valeurs aux parametres, nous pouvons calculer les quantités appelées résidus (cf. . la

Fig. 1.5 pour les valeur des parémetres Ayg = 20 et A = 0.0002)
ri(Ao, N) = Ai — Agag (i) = A — Age M
Par suite nous pouvons calculer la quantité
1 n

f(Ag, \) = 3 > (A — Age M),
=1
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L L L L L L
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

FIGURE 1.5 — Résidus r(20,0.0002) pour le probléme de datation par le carbone 1/.

Cette quantité est la somme des carrés des longueurs des résidus.
Plus cette quantité sera faible, plus notre courbe sera proche de nos points expérimentaux. Estimer les
parametres Ay et A par les moindres carrés, c¢’est rechercher la valeur solution du probléme d’optimisation

suivant :
1 n

min f (Ao, A) = (Ai — Age i)
(P) 2 ; z
(A(), )\) € R
Il
Remarque 1.1.3.  « Dans 'exemple précédent on peut aussi écrire : f(3) =1 || 7(8) ||? on

r:R* — R7

r1(B)
B = (Ao, A) +— :
r7(B)
avec
ri(B) = A; — Age™ M
et ou || - || est la norme euclidienne.

o Minimiser f(f) est équivalent & minimiser af(8) avec a > 0. Le terme % est mis ici afin de ne
pas avoir le terme 2 lorsque 1'on dérive la fonction f(53).

o On peut aussi prendre comme critere :
- F(B) = llr(B)llx = ity Ira(B)] 5
- f(B) = lIr(B)llee = maxiz1,_.n[ri(B)]

Remarque 1.1.4. Cet exemple est un exemple important d’un probleme d’estimations de parameétres
dans un modele par les moindres carrés. Nous en verrons beaucoup d’ordre dans ce cours.

Définition 1.1.1

n appelle probléme aux moindres carrés tout probleme qui s’écrit

py{ Wi 56) = 31O
B € RP.

ou 7 est une fonction de RP a valeurs dans R™.
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le probléeme au moindres carrés est dit linéaire si r est une fonction affine : r(5) =y — X .

Exercice 1.1.3. Régression linéaire simple

Soit m points expérimentaux M; = (z;,y;) pour ¢ = 1,...,n. On considére le modeéle suivant :

y<$7/8) = 60 + le-
1. On veut estimer les paramétres par les moindres carrés. Ecrire le probléme sous la forme :

{ Min  f(B) = 3llr(B)* =3 |y — XB |I?
b € RP

On donnera les valeurs de X et de y et a quoi correspond /.

2. On souhaite maintenant trouver la meilleure droite au sens des moindres carrés qui passe par lorigine.
Ecrire le probleme d’optimisation.

O

Exercice 1.1.4 (Courbe étalon). La premiere étape d’un dosage radioimmunologique consiste a établir
une courbe étalon. Un dosage repose sur ’hypothése qu'une hormone et son isotope marqué se com-
portent de fagon équivalente vis-a-vis de leur anticorps spécifique : lorsque 1'on met en présence une
quantité déterminée d’anticorps, une quantité déterminée d’hormone radioactive et une quantité variable
d’hormone froide, la dose de complexe anticorps-hormone marquée en fin de réaction est d’autant plus
faible que la quantité d’hormone froide est importante. Néanmoins, la relation qui existe entre la dose
d’hormone froide mise en réaction et la radioactivité de complexe extrait n’est pas stable et doit étre
appréciée dans chaque situation expérimentale. C’est I'objet de 1’établissement de la courne étalon, a
partir d’'une gamme de dilutions connues d’une quantité déterminée de ’hormone a doser. La table 1.2
donne les données recueillies pour une telle courbe dans le cas d’'un dosage du cortisol : on a mesuré la
radioactivité du complexe (en coups par minutes ou cpm). On considére le modele suivant :

B — B2
u(ef) =Fat (1 +exp(Bs + fax))% (1)
Dose en ng/.1 ml Réponse en c.p.m.
0 2868 2785 2849 2805
0 2779 2588 2701 2752
0.02 2615 2651 2506 2498
0.04 2474 2573 2378 2494
0.06 2152 2307 2101 2216
0.08 2114 2052 2016 2030
0.1 1862 1935 1800 1871
0.2 1364 1412 1377 1304
0.4 910 919 855 875
0.6 702 701 689 696
0.8 586 596 561 562
1 501 495 478 493
1.5 392 358 399 394
2 330 351 343 333
4 250 261 244 242
100 131 135 134 133

TABLE 1.2 — Données pour un dosage de Cortisol
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On désire estimer les parametres par les moindres carrés (attention, il y a pour chaque dose 4 ob-
servations de y). On notera (x;)i=1,.. 16 (respectivement (y; ;)i=1,..16;j=1...4) les éléments de la premiere
colonne (respectivement des 4 derniéres colonnes) de la table 1.2 et r; ;(3) le résidu liés au point (x;,y; ;).

1. Ecrire le résidu lié au point (0.04,2378).

2. (i) Quelle est la dimension du vecteur des parametres (3.

(ii) Quel est le nombre de points n?

3. Ecrire le probleme d’optimisation des parametres par les moindres carrés. [l

Exemple 1.1.5 (Modele de Kaplan). On désire étudier la diffusion d’une drogue dans un organe d’un
corps donné. La drogue est injectée par intraveineuse dans le sang a 'instant {5 = 0. On modélise le
systéme par un modele a compartiments (cf. la figure 1.6).

k1

Sang 1 (1) Organe ys (1)

k3

ko
FIGURE 1.6 — Modele par compartiments.

Les concentrations dans le sang, mesurées a différents instants, sont données a la table 1.3.

t; Yi1 15} Yi1
0.25 | 215.6 || 3.00 101.2
0.50 | 189.2 || 4.00 88.0
0.75 | 176.0 || 6.00 61.6
1.00 | 162.8 || 12.00 | 22.0
1.50 | 138.6 || 24.00 | 4.4
2.00 | 121.0 || 48.00 | 0.0

TABLE 1.3 — Données pour '’exemple de Kaplan.

Le systeme d’équations différentielles décrivant le modele est alors

WL gut) = (s + k) (1) + hspn (1)
(EDO) % = 92(t) = k1y1(t) — ksya(t)

y1(0) = co

y2(0) = 0.

On désire estimer les parametres co, k1, ko et k3 par les moindres carrés. Posons 8 = (co, k1, k2, k3),
alors pour toute valeur de 5, on peut intégrer le systeme d’équations différentielles ordinaires a condition
initiale (EDO). Notons (y1(tf3), y2(t3)) cette solution. Par suite on peut calculer les n résidus

ri(B) = ya — y1(tiB).
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Ces résidus sont visualisés sur la figure 1.7. Nous estimerons alors le parametre 5 en résolvant le probléme
d’optimisation aux moindres carrés

n

> r2(8) = 5lIr(B)?

=1

min f(B) =
B € R4

1
(P) 2

250

200~

150 -

f T
I I I I I L 1 I I I I 12

0 I I I I I I ! ! 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

t

FIGURE 1.7 — Critére des moindres carrés pour le modele de Kaplan.

O

Exemple 1.1.6. On veut mesurer la liaison entre 2 genes dominants, I'un contrdlant la couleur d’une
fleur, rouge (R) est dominant sur blanc (b), et 'autre la taille, grand (G) est dominant sur petit (p).
Dans la descendance Fy, issu de deux populations homozygotes de phénotype [RG] et [bp], on a étudié
n = 3839 plantes. On a obtenu les résultats de la table 1.4.

Phénotypes [RG] | [Rp] | [bG] | [bp]
Effectifs observés || 1997 | 906 | 904 | 32

TABLE 1.4 — Données de Sir R.A. Fisher.

Le probleme est d’estimer, a partir de ces données le taux de recombinaison r. Ici la population Fj
est hétérozygote de génotype Rb, Gp. Nous avons donc les probabilités de la table 1.5 pour les différents
gametes possibles et les différents croisements possibles.

Par suite nous avons dans la population F5 la loi suivante pour la variable aléatoire phénotype X

X B — {[RGL [Rp]a [bG]a [bp]}
1 plante —— son phénotype,

1 2+6
P(X =[RG]) = 1(3—27‘—4—7“2):T
POX = [Rp) = fr—r)=17"

1 10
P =pe) = jer-r)=17"

1 0

P(X =[bp]) = 1(1—7”)2 =1
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:d RG bp Rp bG
i(1-r) | 2(1-1) r ir
RG [RG] [RG] [RG]| [RG]
s1—r) || 11 =r)2| 31— | Ir(1—7r) | Ir(1—7)
bp (RG] [bp] [RRp] [bG]
T1-n | fa-r? | ta-r?| r(1—r) | 2r(1-1)
Rp (RG] [12p] [RRp] [RG]
%r %r(l —r) ir(l -r) irQ irQ
bG [RG] [bG| [RG] [bG]|
%'r %r(l —r) ir(l —r) irQ %72

TABLE 1.5 — Probabilités pour la descendance F5.

o f=(1-r)%e€ls;1].
Définissons maintenant le vecteur aléatoire de dimension 4

(A,B,C,D): Fy — R*
(nb de plantes de phénotypes [RG],
n plantes — nb de plantes de phénotypes [Rp],

nb de plantes de phénotypes [bG],
nb de plantes de phénotypes [bp]).

On suppose la population F5 de taille infinie, donc la loi de ce vecteur aléatoire est une loi multinomiale

L(a,b,c,d;0) = P((A,B,C,D) = (a,b,c,d))
= R P(X = [RG)P(X = [Bp)" PG P(X = b))’

a CF (56
aldblcld! 4 4 4/
L s’appelle la vraisemblance®. L’estimation de # par le maximum de vraisemblance consiste alors &
rechercher la valeur de 6 solution du probleme de maximisation suivant

)

Exemple 1.1.7. Un fermier désire déterminer les quantités de lisier de porc et d’engrais composé a
étendre sur 20 ha de prairie de facon a optimiser le cofit total de la fertilisation. Le cofit et la composition

du lisier et de I’engrais sont donnés a la table 1.6.

max (1997, 906, 904, 32; )
0 € [3:1].

O

cofit (par tonne) | composition chimique (kgt~!)
azote | phosphate | potasse
lisier 25 francs 6 1.5 4
engrais | 1300 francs 250 100 100

TABLE 1.6 — Cofits et compositions des engrais.

Le fermier veut appliquer au moins 75 kgha~' d’azote, 25 kgha™! de phosphate et 35 kgha™! de
potasse. Il ne peut appliquer le lisier qu’a un taux maximum de 8 t/heure et l'engrais qu’a un taux
maximum de 0.4 t/heure. Il ne peut de plus consacrer pour ce travail qu'un maximum de 25 heures.

3. likelihood en anglais.



1.1. Exemples 11

Appelons x; (respectivement x3) la quantité en tonnes de lisier (respectivement d’engrais) étendu. Le
probléme est alors d’obtenir un colit minimum, c’est-a-dire que ’on cherche a minimiser 25z + 1300x.
Mais nous avons aussi les contraintes suivantes :

x1 >0 non négativité de x;

z9 >0 non négativité de xo

6x1 + 250z > 75 x 20 = 1500 contrainte sur 'azote

1.521 + 100z2 > 500 contrainte sur le phosphate
4z + 100xo > 700 contrainte sur la potasse
(1/8)x1 + (1/0.4)z2 < 25 contrainte de temps.

En résumé nous avons le probléme suivant a résoudre :

min f(x) = 25x1 + 1300z

I Z 0

zo >0

(P){ 621 + 25025 > 75 x 20 = 1500
1.521 + 100x4 > 500

4x1 + 100z > 700

(1/8)z1 + (1/0.4)zs < 25.

O

Exemple 1.1.8 (Gestion de portefeuille [?]). La théorie de la sélection optimale de portefeuille a été
développée par Harry Markowitz, prix Nobel d’économie en 1990, dans les année 1950. On considere un
investisseur qui a une quantité fixé d’argent & sa disposition pour investir dans n actifs différentes (actions,
stocks, ...) dont le retour est aléatoire. Pour chaque actif, on suppose connu son espérance mathématique
pi, sa variance o2. On suppose aussi connu pour deux actifs i et j leur coefficient de corrélation linéaire
pij- On note z; la proportion investie dans ’actif . On peut donc calculer les espérance mathématique
et variance résultant d’un portefeuille x = (z1,...,zy)

E(z)=pulz
Var(z) = 27 Qu,

ou @ est la matrice des covariances, g;; = p;jo;0;. Le portefeuille sera dit efficace si, pour une variance
fixée, il a la plus grande espérance mathématique. C’est a dire s’il est solution du probléme d’optimisation

max F(z)
Var(z) =V

#) Yima i =1
xz > 0.

On peut aussi s’intéresser au probleme (MV0)* de Markowitz.

min Var(x)

E(x) >R
MVO -
( ) Yiciwi=1
x> 0.
Ces deux formulations sont en fait équivalentes. O

1.1.2 Problémes en nombres entiers

Exemple 1.1.9 (Probléme du sac a dos de Knapsack). Un alpiniste veut mettre dans son sac a dos
un maximum de 16 kg de ravitaillement. Il peut choisir un certain nombre d’unités de trois produits
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Produits || I | II | III
Poids 215 7
Valeurs 4110 | 15

TABLE 1.7 — Poids unitaires et valeurs énergétiques unitaires.

différents. Le poids unitaire en kilogrammes et la valeur énergétique unitaire des ces produits sont connus

et donnés dans la table (1.7).

Le probléme pour lalpiniste est de savoir ce qu’il doit emporter pour avoir une valeur totale en calories

maximale sans dépasser les 16 kg.

Si nous notons 1, 9 et x3 les nombres d’unités a emporter des articles III et III, le probleme s’écrit

max 4x1 + 10xo + 15x3
(P) 2x1 + dxo + Tx3 < 16

(w1, 2, 23) € N3,

O

Exemple 1.1.10 (cf. [?]). Dans un service hospitalier, les malades i attendent d’étre opérés. Le malade
¢ a besoin d’une durée d’opération D;. D’autre part, compte tenu des disponibilités des chirurgiens, la
somme des durées des opérations possibles chaque jours j de la période étudiée est connue et égale a Tj.
On veut minimiser la somme des pénalités d’attente pour les différents malades. On note :

o x;; = 1 sile malade ¢ est opéré le jour j;

« x;; = 0 si le malade ¢ n’est pas opéré le jour j;

 ¢;j la pénalité du malade ¢ s’il est opéré le jour j. ¢;; est une fonction croissante de j.

Le probleme s’écrit alors :

min f(x) :ZZcija:ij
g

J

Z Djx;; <T; Vj limitation des possibilités opératoire du jour j
i
Z x;; = 1 Vi Le malade 7 est opéré une fois et une seule

x;5 =0 ou 1 l'opération est effectuée en une fois.

Exemple 1.1.11 (Alignement de séquences). Soit 2 séquences CTGTATC et CTATAATCCC. On
désire trouver le "meilleur” alignement possible. A chaque alignement, est associé un score (simple ici)
suivant : pour chaque position on associe 0 si les 2 bases sont identiques, +1 si les deux bases sont
différentes et +3 s’il y a un "trou”. On effectue ensuite la somme. La figure (1.8) donne un exemple de la

fonction score S.
C T A
- - C
3 3 1

SEel
w Q|

A
T
1

SRS
w S |

T
C
1

c C C

3 3 3 = 24

FI1GURE 1.8 — Exemple de calcul d’un score.

4. mean-variance optimization.
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Le probléeme est alors de résoudre le probleme d’optimisation suivant

P) min S(alignement)
pour tous les alignements possibles.

Remarque 1.1.5. la difficulté est ici de construire ’ensemble de tous les alignements possibles. Ceci
se fait de la fagon suivante. Suppossons que 1’on soit a la position i, alors pour aller a la position ¢+ 1,
nous avons trois possibilités :

o avancer d’un nucléotide pour les 2 séquences;

avancer d’un nucléotide pour la séquence S; et mettre un ”trou” pour la séquence S5 ;

avancer d’'un nucléotide pour la séquence S et mettre un ”"trou” pour la séquence Sy.

Nous pouvons ainsi construire un arbre permettant d’avoir tous les alignements possibles.
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1.1.3 Probléme en dimension infinie

Exemple 1.1.12 (Probléme de la brachistochrone). Le probleme de la brachistochrone® fut posé par
Jean Bernoulli® (cf. la figure 1.9) en 1696 et est considéré comme le probléme fondateur du calcul des
variations.

FIGURE 1.9 — Jean Bernoulli 27 juillet 1667 — 1er janvier 1748.

Ce probleme consiste en la recherche dans un plan vertical du chemin reliant 2 points Py et Py de ce
plan, suivant lequel un corps M entrainé par son propre poids effectuera le trajet de Py a Py en un temps
minimum. On suppose qu’il n’y a pas de frottement. Introduisons dans le plan un systeme de coordonnées
(z,y) pour lequel Py ait comme coordonnées (0,0) et Py (xf,ys),xs > 0 et yy < 0. Supposons que y(.) est
la fonction qui donne I’équation de la courbe joignant les points Py et Py. Les lois de la mécanique nous
disent que le module de la vitesse v en (x,y(z)) ne dépend pas de la forme de la courbe y(.) sur [0, z],
mais seulement de 'ordonnée y(x), et que cette vitesse est égale a \/2g(—y(x)), ou g est l'accélération
gravitationnelle. Si on note s I’abscisse curviligne, le temps pour parcourir I’élément ds = \/dx? + dy?

est alors ds/\/2g(—y(z)). Posons

T: C’l([O,:cf],]R) —

R
vr /14y (2)?
y(.) — /0 ﬁdw

9(—y(=))

Le probléme s’écrit alors

min T(y(.))
(P){ y(0)=0
y(zs) = ys.
La solution de se probleme est visualisée a la figure 1.10. U

[ 5 10 15 20 25

F1GURE 1.10 — Brachistochrone.

5. Le mot brachistochrone vient du grec brakhisto qui signifie le plus court et de chronos qui signifie temps.
6. http ://fr.wikipedia.org/wiki/Jean Bernoulli
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Exemple 1.1.13 (Transfert orbital). On désire transférer un satellite S d’une orbite initiale (celle ou la
fusée Ariane I’a "posé”) vers l'orbite géostationnaire (cf. la figure 1.11), le moteur du satellite étant un
moteur a poussée faible.

_ORBITE FINALE
— ——_
-

A L1

50 0 50 Y 0 50
1 '2

FIGURE 1.11 — Transfert orbital.
Le satellite est considéré comme un point matériel et on note r(t) € R? la position, v(t) € R3 la vitesse,

m(t) la masse du satellite et T'(t) € R3 la poussée du moteur. L’équation du mouvement, provenant des
équations de Newton est alors

o pr(t) | T()
M= " r@mE T m)
(t) = —BIT O,

ou p est la constante gravitationnelle de la Terre et § = 1/golsp est une constante positive (go est
I’accélération gravitationnelle terrestre a la surface de la Terre et Isp est une constante caractéristique
du moteur appelé impulsion spécifique). A linstant initial les position, vitesse et masse du satellite sont
connues et a I'instant terminal ¢ le satellite doit étre sur 'orbite géostationnaire a une position et vitesse
(r(ty),v(ty)) = (ry,vy) fixés. Bien évidemment la poussée du moteur est bornée

IT@| < Tnaa-

L’objectif est alors de trouver une loi de commande du moteur qui réalise le transfert et qui minimise le
temps de transfert. On peut aussi s’intéresser & la maximisation de la masse finale (dans ce cas le temps
de transfert doit-étre fixé). Si on normalise le controle u(t) = T'(t)/Tmqer alors le probleme s’écrit pour la
maximisation de la masse finale (ou la minimisation de la consommation)

min J(u) = fo [|u(t)]|dt
7(t) = v(t) pP-p. dansT 0,tf], tp fixé
(t) = —pr(®)/|lr (DI + 2L u(t)

’ m(t)
(P)q m(t) = —BTmaz|[ut)]]

(r(t )ﬂ}() m(t)) € A

Ju()[| <

r(0), v(0 ) m(0) fixé

r(ty), v(ty) fixé,

ce probléme est un probléme de controle optimal et I'inconnue est la commande, donc une fonction
u, ici de [0,¢s] & valeurs dans R3. O

Remarque 1.1.6. Ces probléemes d’optimisation en dimension infinie seront traités dans le cours de
controle optimal en deuxiéme année majeure mathématiques appliquées.
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1.2 Probleme d’optimisation

1.2.1 Définitions

Définition 1.2.1 — Ensemble convexe

Un sous ensemble C' d’un espace vectoriel est dit convexe si pour tout (z,y) € C? le segment
[z,y] = {az + (1 — o)y, € [0,1]} est inclus dans C.

convexe non convexe

FIGURE 1.12 — Ensemble convexe et non convexe.

Définition 1.2.2 — Fonction convexe
Une fonction f de C' C E a valeurs dans R, E espace vectoriel, est convexe si et seulement si elle
vérifie :
(i) C est convexe;
(1)
V(z,y) € C%, Va e [0,1], flaz+ (1 -a)y) <af(x)+(1-a)f(y).

Dans la cas n = 1, ceci signifie que le graphe de la fonction f est toujours sous la corde, cf. la figure
(1.13).

f(x)
-

-2

L L L L L
0 0.5 1 15 2 25 3
X

FiGURE 1.13 — Fonction convexe.

Définition 1.2.3 — Probléme d’optimisation sans contraintes

On appelle probleme d’optimisation sans contraintes en dimension finie tout probléme (P) consis-
tant en la recherche d’un minimum d’une fonctionnelle f définie sur R™. On notera ce probleme
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sous la forme suivante :

)| gt

r e R"

ou f:R™ — R sera donnée.

Remarque 1.2.1. Résoudre le probléme (P) revient a rechercher le point z* de R™ tel que f(z*) <
f(z) Yz € R™.

Remarque 1.2.2. Un probleme de maximisation se ramene tres facilement a un probléeme de mini-
misation :
max f(z) <= min(—f(x))

Définition 1.2.4 — Probléme d’optimisation avec contraintes

On appelle probleme d’optimisation avec contraintes tout probleme (P) consistant en la recherche
d’un minimum sur un ensemble C inclus dans R™ d’une fonctionnelle f définie sur R™. On notera
ce probléme sous la forme suivante :

min f(x)
(P) { reCCR"

ou f:R™ — R sera donnée.

Remarque 1.2.3. Dans la pratique C sera défini de la fagon suivante :
C={zeR"gi(z)<0i=1,....meth(z)=01=1,...,p} (1.2)

et nous écrirons (P) sous la forme

min f(x)
(P) gi(fE)SOZZ ,m
hi(z)=01=1,....p

Définition 1.2.5 — Optimisation non différentiable

On appelle probleme d’optimisation non différentiable un probleme d’optimisation ol les fonctions
qui interviennent ne sont pas dérivables.

I Remarque 1.2.4. On ne traitera dans ce cours que des problémes d’optimisation différentiables.

Définition 1.2.6 — Probléme d’optimisation convexe

Un probleme d’optimisation est dit convexe si et seulement si la fonction f est convexe et I’ensemble
des contrainte C' est convexe.

Remarque 1.2.5. Si C' est définie par (1.2) et si les fonctions g; sont convexes et les fonctions h; sont
affines, alors C' est convexe. Attention, la réciproque est fausse.

Définition 1.2.7 — Probléme aux moindres carrés

On appelle probleme aux moindres carrés un probleme d’optimisation sans contraintes ou la fonc-
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tionnelle f est de la forme suivante :
1 1 1
F8) = 5IrB)I° = 5(B)Ir(8) = 5 2_ri(B)

Le probléeme est dit aux moindres carrés linéaires si la fonction r est affine :

r:RPF — R"
B — y—Xp

ou X matrice de type (n,p) et y un élément de R™.

I Remarque 1.2.6. L’exemple (1.1.2) est un probléme aux moindres carrés non linéaire.

Définition 1.2.8 — Probléme linéaire

Un probleme d’optimisation est dit linéaire si et seulement si les fonctions f, g;, et h; sont affines.

I Remarque 1.2.7. L’exemple (1.1.7) est un probleme linéaire.

Définition 1.2.9 — Optimum global, optimum local

Soit (P) un probleme d’optimisation sans contraintes.

(i) «* est un minimum global <= z* est la solution de (P)
(ii) z* est un minimum local faible <= il existe £ > 0 tel que x* est la solution de (P’) ou

| i S0

|z —z*| < e
(iii) «* est un minimum local fort si

Vx € B(x',e) = {x € B" / [x —x"[| < e}, x £ X", f(x") < f(x) .

Dans le cas ou n = 1, ||z — z*|| devient |x — x*| et par suite nous avons
|z —z*||<e<=|z—a¥|<e<=a"—e<z<a"+e¢,

(cf. la figure 1.14).

Remarque 1.2.8. On dit que z* est un minimum alors que c’est f(z*) qui est un minimum. Il s’agit
d’un abus de langage que nous emploierons systématiquement.

Remarque 1.2.9. On appelle optimisation globale la recherche d’un optimum global. Un algorithme
globalement convergent est lui un algorithme qui converge vers un minimum local quel que soit le
point de départ.



1.2. Probléme d’optimisation

19

x2-eps x2 x2+eps x1

FIGURE 1.14 — 22 est un minimum local fort, 2! est un minimum global
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1.2.2 Classification

Considérons le probleme d’optimisation suivant :

min f(x)
(P) reCCE

Suivant la nature des ensembles C' et E et de la fonction f nous avons différents types de probléme
d’optimisation. La figure 1.15 donne une classification des problémes d’optimisation (nous n’étudierons
dans ce cours que les parties en bleu).

f, g4, hy affines

fy 94, hy affines

Avec contraintes
fs 94, hy affines
LP

n
o
%
o
>
g
o
o
~
&
)
E
o

h; = 0 affines
Problémes linéaires

Problémes convexes

¢ =R"
Sans contraintes
Moindres carrés
Moindres carrés

linéaires

fl=) = (1/2)||7(8)]|2

FI1GURE 1.15 — Classification des problémes d’optimisation, on a en bleu ce qui sera vu en cours.
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1.3 Exercices

Exercice 1.3.1 (Géoréférence d’une image satellite). On dispose d’une image satellite que 'on désire
recaler par rapport a une carte géographique que ’on a a notre disposition. Pour cela on définit n points,
appelés points d’amer, que 1'on peut parfaitement faire correspondre sur la carte et sur I'image satellite.
On prend par exemple un croisement de route, un point particulier sur une riviére. . . Concrétement on a
donc a notre disposition n coordonnées (x;,y;) des n points d’amer sur la carte et n coordonnées (z}, y.)
de ces mémes points sur I'image satellite. On choisit d’exprimer ces coordonnées :

« en pixels pour les (z},y.) (coordonnées (0,0) pour le coin inférieur gauche);

« en metres relativement a un référentielle géodésique particulier pour les (z;,y;), via une carte IGN
par exemple.

On a par exemple les données suivantes :

H Numéros | x; Ui z YL H
1 252 2661 | 458805 1831634

2 235 2603 | 458157 1830577

23 1021 2254 | 471301 1819574

En pratique I'image satellite est déformée par rapport a la réalité. Cette déformation a plusieurs
origines : satellite non verticale par rapport a la prise de vue, présence de nuages dans 'atmosphere, ...
En conséquence on suppose que l'on peut écrire :

T =70+ 12 + 7y + 1387 +z'y + 5y
y =0 + 612" + G0y + 032" + 642"y + 65y

On désire estimer les parametres par les moindres carrées
1. Pour l'estimation des parametres v = (yo,71,- - -,75) quelles sont les données 7
2. Ecrire le probleme d’estimation par les moindres carrés linéaires de ~.

3. Mémes questions pour 6. O

Exercice 1.3.2 (Réseaux de neurones). On s’interesse ici a la modélisation via les réseaux de neurones.
Un neurone formel est une fonction paramétrée par n + 1 parametres wy, ..., wy,, 0

gR"XR"XR — R

(,w,0) — g(z,w,0) = U(Z w;z; + 0)

i=1

ou o est une fonction donnée qui s’appelle une fonction d’activation. Chaque parametre w; s’appelle le
poids synaptique associé au signal d’entrée x;.

On prendra dans la suite, sauf mention contraire, comme fonction o la fonction sigmoide (cf. la figure
1.16)

c:R — R
1

1+ e*’

r +—

On a & notre disposition K points z* € R™ et y* € R, on appelle apprentissage du neurone 'estimation
par les moindres carrés des parametres du neurone.

1. Ecrire le probleme au moindres carrés qui défini 'apprentissage. On donnera en particulier la fonction
résidus r en précisant clairement I’espace de départ et ’espace d’arrivée.
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FIGURE 1.16 — Fonction sigmoide.

2. Ce probléme est-il un probléme aux moindres carrés linéaires ? Si oui, on donnera la matrice X.

3. Si on prend comme fonction d’activation o l'identité le probléme au moindres carrés devient-il li-
néaire ? Si oui, on donnera la matrice X.

4. On considére maintenant le modele d’une couche de m neurones, c’est-a-dire un ensemble de m
neurones g; ayant la méme fonction d’activation o. Une couche est donc une fonction de R™ a valeurs
dans R™ dépendant de parametres w;j,0; pour i =1,...,net j=1,...,m.

On a & notre disposition K points ¥ € R™ et y* € R™, on appelle apprentissage 'estimation par les
moindres carrés des parametres du réseau de neurones formé d’une couche de m neurones.

Ecrire le probléme au moindres carrés qui défini Papprentissage. On donnera en particulier la fonction
résidus r en précisant clairement 1’espace de départ et ’espace d’arrivée. O



CHAPITRE 2

Formes bilinéaires et quadratiques

Dans ce chapitre vous découvrirez :

o L’étude des formes quadratiques et des formes bilinéaires (Il s’agit d’une extension des notions de
produit scalaire)

« Une application des notions de diagonalisation aux matrices symétriques et aux endomorphismes
symétriques.

2.1 Forme bilinéaire — Matrice d’une forme bilinéaire

2.1.1 Formes bilinéaires

Définition 2.1.1 — Formes bilinéaires

Soit F un espace vectoriel réel de dimension finie. On appelle forme bilinéaire sur F, toute appli-
cation f de E x E dans R vérifiant les propriétés suivantes, pour tous vecteurs u, u, v, et vde E
et tout scalaire A de R :

f(u—i—ﬁ,v):f(u,v)—i—f(ﬁ,v) f()‘u7v):)‘f(uav)

Flu, v+¥) = fu, v)+ f(u, ¥) Flu, Av) = Af(u, v)

f est en fait linéaire par rapport a chacune de ses deux variables.

Définition 2.1.2 — Forme bilinéaire symétrique

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie, et soit f une forme bilinéaire sur E. On dit que
f est symétrique si, pour tous vecteurs x et y de I, on a :

f(x7Y) :f(Y7X)'

2.1.2 Représentation matricielle d’'une forme bilinéaire

Soit B = {e1,ea,...,e,} une base de E. Toute forme bilinéaire f est entierement déterminée par la
n n

connaissance des réels f(e;,e;), pour tout 1 <4, j < n. En effet, soient x = inei ety = Zyiei deux
i=1 i=1
vecteurs de E. Par linéarité a gauche, et a droite, on peut écrire, aprés développement :

n n
Fey) =D wy;flese).
i=1j=1
Tl Y1
Introduisons alors X = ; et Y = : ], les vecteurs de R™ formés des composantes de x et
In Yn

y dans la base B, et A la matrice des coefficients f(e;,e;),
fler,er) ... flen,e,)
A= : :
flen,e1) ... flen en)
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En utilisant ces notations, on peut alors écrire la valeur de f(x,y) en terme du produit matriciel suivant :
f(x,y) =XTAY.

Si f est une forme bilinéaire symétrique sur F, alors la matrice associée a f dans une base
quelconque de E est symétrique.

2.1.3 Exemple dans R?

f(x,y) = z1y1 + 222y2 + 323y3 + T1y3 + T3y1 + T2y3

10 1 n
= (z1,22,23) | 0 2 1 Y2
1 0 3 Y3

2.2 Formes quadratiques

Définition 2.2.1 — Formes quadratiques

On appelle forme quadratique associée a la forme bilinéaire f, 'application ¢ définie de E dans R

par :
Vx € E, q(x) = f(x,%).

e On a aussi, en utilisant la matrice A de f dans une base B de F :
q(x) = XTAX,

ou X est le vecteur des coordonnées de x dans la base B. Ainsi, A représente aussi la matrice de la
forme quadratique ¢ dans la base B.

« Par contre, la représentation matricielle d’une forme quadratique n’est pas unique. En effet, pour
une forme quadratique donnée, il existe plusieures formes bilinéaires qui peuvent lui étre associées.

Dans R3 :

[(x,y) = z1y1 — 2x2y2 + 323y3 + 21y3 + x3y1 + 4x2y3 + 4a3y2

1 01 n
- (371,:172,:1:3) 0 _2 4 Y2
1 4 3 Y3

La forme quadratique associée est

1 0 1 1
q(x) = m% — 233% + 333% + 2x123 4+ 8xoxs  soit  q(x) = (x1,x2,x3) 0 -2 4 To
1 4 3 I3
Mais on a aussi, du point de vue matriciel :
1 0 2 T 1 0 0 I
q(X) = (5[71,,172,273) 0 -2 8 X9 = (;pl’;pz’xg) 0 —2 0 Z9
0 0 3 ':U3 2 8 3 x3
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Pour un vecteur u € E donné, ¢(u) est un polynéme homogene de degré 2. Ainsi, tout polynome
homogene de degré 2 par rapport aux coordonnées d’un vecteur u de E peut correspondre a une
forme quadratique gq.

En outre, a la question “existe-t-il une forme bilinéaire symétrique dont q soit la forme quadratique
et si oui, est-elle unique 27, la réponse est “oui”.

Voici comment procéder : il suffit pour cela d’écrire la matrice A = (a;;) associée a ce polynéme
homogene de degré 2 en placant, sur la diagonale, les coefficients a;; correspondant aux termes en
w?, et sur les termes hors diagonaux a;; et aj; la moitié des coefficients des termes en z;z;.

Enfin, si & une méme forme quadratique ¢, on peut effectivement associer diverses formes bilinéaires
f (de matrice associée Ay dans une base B fixée), ces formes bilinéaires ont toutes en commun la
méme partie symétrique :

Af—I-ACJZ;
2

f(u,v) + f(v,u)

s(a,v) = 5 , de matrice associée

indépendante de f.

Dans R? :

q(x) = 522 4+ 1222 — 6:5% — 8x9x3 + Dr3ri — X227 ,

la forme matricielle symétrique associée étant

5 —1/2 5/2 1
q(x) = (z1,20,23) | —1/2 12 —4 o
5/2 -4 —6 5

2.2.1 Propriétés

Soit f une forme bilinéaire symétrique sur E, et ¢ la forme quadratique associée. Pour tous vecteurs
u et v de E et tout scalaire A, on a :

g(Au) = f(Au, Au) = A\2¢(u) : ¢ n’est pas linéaire.
Fm,v) = ¢ (glatv) — glu—v).

Flo,v) = 5 (ala+v) — a(w) ~ a(+).

Pour une forme quadratique g donnée, la forme bilinéaire symétrique f qui lui est associée est aussi
appelée forme polaire de q.

On définit deux ensembles : Le noyau de ¢ : N (q) ={y € E,Vx € E, f (x,y) = 0}

le cone isotrope : I (¢) = {x € E, q(x) = 0}. Sauf cas particulier, ce n’est pas un espace vectoriel,
mais un cone, c’est & dire un sous ensemble de vecteurs C' tel que si x € C' alors pour tout scalaire
M Az eC.

Ona N (q) C I(q).

q est dite non dégénérée si N (¢q) = {0}.

q est dite semi-définie positive ssi Vx € E, ¢ (x) > 0.

q est dite semi-définie négative ssi —q est semi-définie positive.

q est dite indéfinie ssi g n’est ni semi-définie positive, ni semi-définie négative.
q est dite définie positive si Vx € F, g(x) > 0et ¢(x) =0=x=0.

En dimension finie : dim £ = dim N (q) + rank (¢) le rang de ¢ est par définition le rang de la
matrice de q.
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2.3 Formes quadratiques définies positives

2.3.1 Produit scalaire

On rappelle que un produit scalaire sur un R-espace vectoriel F est une forme bilinéaire, symé-
trique, et définie positive. La définie positivité d’une forme bilinéaire f sur E correspond en fait a la
définie positivité de sa forme quadratique, a savoir :

Yue E, q(u) = f(u,u) >0 et g(u) = f(u,u) =0 u=0.

Ainsi, sur un méme espace vectoriel E, a toute forme quadratique g définie positive, on peut associer un
produit scalaire sur E en considérant la forme bilinéaire symétrique f associée a ¢ (la forme polaire de
q). Pour un tel un produit scalaire f, f(u,v) pourra aussi aussi étre noté (u, v).

Proposition 2.3.1

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie, et soit ¢ une forme quadratique définie positive sur
E. Alors, la forme polaire de q, qui est une forme bilinéaire symétrique (ou a symétrie hermitienne
si le corps de référence est C) définie postive sur E, constitue un produit scalaire sur F, et pour
la norme associée, E est un espace EUCLIDIEN.

o Une facon de vérifier la définie positivité d’une forme quadratique ¢ donnée consiste a la décomposer
en une somme de carrés de termes du premier degré.

o Une autre facon de vérifier la définie positivité d’'une forme quadratique ¢ consiste & rechercher
les valeurs propres de la matrice symétrique représentant g et a vérifier qu’elles sont bien toutes
positives strictement.

2.3.2 Exemples

(i) Dans R? | soit la forme quadratique ¢ définie par
q(u) = 2% + 6xy + dyz + 14y* + 22,

x

avec u = y |. Voyons si g est définie positive. Pour ce faire, décomposons ¢ en somme de trois
z

carrés dans R :

q(u) = 22 + 6xy + dyz + 149% + 22
= (24 3y)? — 9y* + dyz + 149° + 2° = (z + 3y)* + 5y* + dyz + 2°

2 4 2 1
= (z+3y)* +5(y+ 5,2)2 - ng +22=(z+3y)* +5(y + 52)2 + 522 :

Cette somme de carrés dans R est positive, donc la forme quadratique ¢ est semi-définie positive
(Vu € E, g(u) > 0). De plus :

z+3y=0

P 1 D
q(w) = (z+3y)" + 5y + £2)" + 22" =0 & y+z2=0
z=0

S r=y=2=0
& u=0.
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Bilan : cette forme quadratique est bien définie positive, et la forme bilinéaire symétrique associée

f(x,¥) = z1y1 + 3212 + 322y1 + 222y3 + 223y2 + 14waoys + 23Y3

1 3 0 Y1
= ($17$27x3) 3 14 2 Y2
0 21 Y3
définit bien un produit scalaire sur R3.
I
(ii) Soit la forme quadratique q(x) = 2% — 223 + 2x971, avec x = zo |. Voyons si ¢ est définie
3

positive. Un rapide coup d’oeil nous permet de penser que le terme en —2z2, terme en carré a
coefficient négatif, risque de poser probleme quant a la définie positivité, ne serait-ce que parce
qu’on peut l'isoler (ou le sélectionner) en prenant z; = 0. En effet, il est facile de vérifier que q est
méme indéfinie, c’est a dire qu'il existe des vecteurs x pour lesquels g(x) > 0, et des vecteurs y
pour lesquels ¢(y) < 0. Par exemple, (ej, ez, e3) étant la base canonique de F,

qler) =1, et g(eg) =—-2.

2.4 Diagonalisation des endomorphismes symétriques

2.4.1 Introduction

E étant un espace vectoriel euclidien, le produit scalaire sur E sera noté (u,v). Soit g un endomor-
phisme de E dont la matrice est symétrique dans la base canonique de E, {ei,...,e,}. Regardons si g
est diagonalisable.

Soit £ = R? muni du produit scalaire canonique, et g de matrice

-1 1 1
A= 1 -1 1
1 1 -1

Les valeurs propres de g sont 1 et -2 de multiplicités respectives 1 et 2, les espaces propres associés étant :

1 1 1
V1 = Vect 1 et V_9 = Vect 0 , -1
1 -1

et g est donc diagonalisable.

On remarque que ces deux espaces Vi et V_o sont orthogonaux, c’est a dire tout vecteur de 'un
est orthogonal a tout vecteur de I'autre. De plus, on peut choisir une base orthonormée pour écrire la
matrice diagonale de g. Il suffit, dans un premier temps, d’orthogonaliser la base de V_5, de dimension 2,
en appliquant le procédé de SCHMIDT. On obtient :

1 1/2

V_g = Vect 0 , -1

-1 1/2
1 1 1/2
Enfin, il ne reste plus qu’a normaliser les vecteurs 1 , 0 , -1
1 -1 1/2
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Bilan : Dans la base orthonormée

1 i 1 (1) 2 1/3
V3 2\ 1 3\ 12

la matrice de 'endomorphisme ¢ s’écrit :

1 0 0
A= 0 -2 0
0 0 -2

2.4.2 Généralisation

Proposition 2.4.1

On démontre les résultats suivants :
o Tout endomorphisme symétrique d’un espace euclidien est diagonalisable.
o Ses valeurs propres sont réelles.
o Les espaces propres sont deux a deux orthogonaux.

« Il existe toujours une base orthonormée formée de vecteurs propres.

o Il est intéressant de diagonaliser dans une base orthonormée de vecteurs propres car alors, la matrice
de passage U de la base canonique initiale a la nouvelle base orthonormée vérifie

ul=u".

« Le fait que, dans un espace euclidien, tout endomorphisme symétrique se diagonalise dans une base
orthonormale de vecteurs propres s’écrit en termes d’algebre linéaire sous la forme :

A =UAUT | avec UTU = UUT =1 et A = diag(\i)i<i<n -

C’est d’ailleurs I'un des principaux intéréts des notations matricielles, a savoir d’exprimer de maniére
trés concise des propriétés ou des transformations.

2.5 Diagonalisation d’une forme quadratique

On peut associer a toute forme quadratique ¢ sur un R-espace vectoriel euclidien F une forme bilinéaire
symétrique f. De maniére équivalente, cette forme bilinéaire symétrique peut étre représentée sous forme
matricielle par la matrice symétrique A des coefficients f(e;, e;), ou les e sont les vecteurs de la base
canonique par exemple. De maniere plus explicite, on a en effet :

vx,y € E, f(x,y)=X"AY,

X et Y étant les vecteurs des composantes de x et y dans la base B = (eg)1<k<n.

La matrice A étant symétrique, elle est diagonalisable dans une base orthonormée de vecteurs propres
(A = UAUT, avec UT = U™!), et dans cette base de vecteurs propres, la matrice A devenant A =
diag(A;)1<i<n, la forme quadratique ¢ se transforme alors en somme élémentaire de carrés :

Vx€E, qx)=Z"AZ=>) Nz},
i=1
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oules z;, i =1,...,n, sont les composantes de x dans la base des vecteurs propres :

n
X = Z Ziuy; .
i=1
Cette derniere égalité peut aussi s’écrire matriciellement sous la forme :
X =UZ=U((U'Xx),

avec Z = UTX le vecteur des composantes ;.

o Il est & noter que z; = ul X n’est rien d’autre que le produit scalaire du M€ vecteur propre de
A (ie. la i€ colonne de U) avec le vecteur x. Cela correspond au calcul des composantes d’un
vecteur dans une base orthonormée donnée, que ’on obtient effectivement par produit scalaire avec
les vecteurs de cette base.

+ D’un point de vue géométrique, 1’écriture de ¢ sous la forme S ; \;z? signifie simplement que la
forme quadratique g se décompose en paraboles élémentaires, dirigées selon les axes des vecteurs
propres u;, et de courbures respectives \;.

+ De maniére équivalente, on peut aussi dire que les iso-contours g(x) = C** sont des coniques dans
R™ dont les axes principaux correspondent aux vecteurs propres de la matrice A associée a la forme
quadratique gq.

» Cas particulier : si la forme quadratique q est définie positive, alors les valeurs propres \; ci-dessus
sont nécessairement toutes strictement positives, et les iso-contours g(x) = C®*¢ correspondent alors
a des hyper-ellipsoides dans R".

Par exemple, A\122 + X925 = C, avec A\; > 0 et Ay > 0, est ’équation d'une ellipse dans R?, et
I’équation
)\12% + )\22% + )\32’% =C,

avec A1 23 strictement positifs, représenterait une surface dans R3 du type “ballon de rugby’.

La figure 2.1 ci-dessous illustre la forme géométrique d’une nappe quadratique,
& savoir le dessin dans R? d’une forme quadratique de R? dans R, ou (z,y) jouent le role de x € R? et
z = 2xTAx (avec A matrice 2 x 2 symétrique définie positive).

1 60
1 50

4 40

30

20

10

-10 -10 X

FIGURE 2.1 — Un exemple de forme quadratique en dimension 2
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2.6 Compléments

Définition 2.6.1 — Fonctionnelle quadratique généralisée

On appelle Fonctionnelle quadratique généralisée toute application f de R™ dans R sous la
forme : 1
Vx e R" | f(x) = ixTAx —blx+e¢,

ot A est une matrice de M, (R), b un vecteur de R™, et ¢ une constante réelle.
On appelle terme quadratique associé a la fonctionnelle f le terme %XTHX.

On peut toujours se ramener au cas ou la matrice A est symétrique, car on a :

A+ AT
VueR", u"Au = uT(+2)u.

Considérons le cas n = 2 et posons

cos(f) —sin(6 A0
@= (singei cos(é))> » A=@ ( O1 )\2) Q' b= (1 2) :
La figure 2.2 illustre les formes des courbes de niveaux de g pour les divers choix suivants pour les valeurs
propres de A :
(i) A1 =1, 2 = 3/2 (la matrice A est définie positive) ;
(ii)) A1 =1, A2 = —3/2 (la matrice A est indéfinie) ;
(iii) A = =1, 2 = —3/2 (la matrice A est définie négative).

1(x)

FIGURE 2.2 — Cas ot rank(A) =2 et § = /6.

Supposons maintenant que le rang de A est 1 (Ay = 0 par exemple). La figure 2.3 illustre alors

T
la forme des courbes de niveaux de g pour A\ = 1,A9 = 0 et b = (1 2) dans le premier cas, et

b= (005(9) sin(&))T dans le deuxiéme cas (le vecteur b est dans 'image de la matrice A).
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N

-6 -4 -2 0 2 -
1 1

4 N 4 \ -
2 N
S0 // "\\\ >0 \
R N
% /: % \—4 -2 0 2 4

FIGURE 2.3 — Cas ot rank(A) =1 et § = 7/6.

Définition 2.6.2

Si la matrice A introduite dans la définition précédente est symétrique définie positive, alors
la la fontionnelle quadratique généralisée est dite associée a une forme quadratique définie
positive sur R".

Dans le cas des fonctionnelles quadratiques généralisées associées a une forme quadratique définie
positive sur R”, on a le résultat suivant :

Proposition 2.6.3

Soit f : R™ — R une fonctionnelle quadratique généralisée associée a une forme quadratique définie
positive sur R™. Alors :

(i) f admet un minimum global unique sur R"™, noté X.
(ii) X est I'unique solution du systéme linéaire Ax = b.
(iii) % est le centre de symétrie d’un réseau d’ellipsoides homothétiques (FE,,) definis par :

E,={xeR"/ f(x)<a}, Ya> f(X).

(iv) Le minimum de f sur R" vaut
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On peut noter qu’il y a une certaine dualité entre la recherche du minimum d’une fonc-
tionnelle quadratique associée & une forme quadratique définie positive et la résolution d’un systeme
linéaire associé a une matrice symétrique définie positive.

La matrice A étant symétrique définie positive, elle définit une norme sur R par ’égalité
|x/|la = VxTAx.

Cette norme est dite ellipsoidale, car les iso-contours {||x||a = C**} forment des ellipsoides dans R"
(c.f. figure 2.1). De plus, cette norme est associée au produit scalaire suivant :

(x,y)a = x Ay .



CHAPITRE 3

Différentiabilité — Convexité

3.1 Dérivées de fonctions a plusieurs variables

Rappelons tout d’abord qu’une fonction d’une seule variable réelle a valeurs dans R est dérivable en
un point x de R g'il existe un nombre réel a noté f’'(zx) tel que :

i f@ 1)~ f@) —at
t—0 t

=0.

Cette définition s’étend de facon naturelle dans le cas de fonctions de n variables réelles, et de maniere
plus générale dans le cas de fonctions définies sur un espace vectoriel normé E et a valeurs dans un espace
vectoriel normé F'.

3.1.1 Dérivée premieére

Définition 3.1.1 — Différentiabilité au sens de Fréchet

Soient F et F deux espaces vectoriels normés. Soit f une application définie sur le domaine D C F
et a valeurs dans F'. L’application f est dite F-différentiable (ou différentiable au sens de Fréchet,
ou encore différentiable au sens fort) en un point x de 'intérieur du domaine D, s’il existe un
opérateur linéaire continu f’(x) de FE dans F (f/(x) € L(E, F)), tel que

VhE B, fOc+h)=f00)+ () bt [hlpe(h)  avee lm fle()lr =0 . (31)

Remarque : On dira aussi que f est dérivable au point x sans autre précision pour signifier qu’elle
est différentiable au sens de Fréchet (au sens fort).

Proposition 3.1.2

La F-dérivée de f au point x (qui correspond & l'opérateur f'(x) € L(E,F) dans la définition
ci-dessus), si elle existe, est unique.

Proposition 3.1.3

Si Iapplication f est F-différentiable (dérivable) au point x, elle est alors continue au point X.

Définition 3.1.4

Soient F et F' deux espaces vectoriels normés, et 2 C F un ouvert de E. On dit que Papplication
f:Q CFE — F est dérivable dans (2 si elle est dérivable en tout point x de €. On peut alors
définir I’application

ff i xeQCE— fl(x)e L(E,F) ,

appelée application dérivée de f. Si I'application dérivée ' : Q@ C E — L(E, F) est continue,
on dit que ’application f : Q2 C E — F est (une fois) continiment dérivable dans (2, et
on écrit

fect) .
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Théoreme 3.1.5 — Différentiabilité des applications composées

Soient E, F', et G, trois espaces vectoriels normés. Soit f : 2 C E'— I une application dérivable
en un point x € €2 (2 ouvert de E), et soit g : @ C F' — G une application dérivable au point
y = f(x) € Q (2 ouvert de F'). On suppose f(Q2) C . Alors I'application composée

gof : QCFE—G
est dérivable au point x € § et

VheE , (gof)(x)-h = g'(f(x)) (f(x) h).

3.1.2 Dérivée seconde

Définition 3.1.6

Soit f: 2 C E — F une application dérivable sur 'ouvert 2 C E. Si I’application dérivée
f'QCE— LE,F)
est elle méme dérivable (i.e. F-différentiable) en un point x € 2, sa dérivée, notée

(%) (Y (x) € L(B, L(E, F))

est appelée dérivée seconde de I’application f au point x, et on dit que ’application f est
deux fois dérivable au point x.

Notation : Il est facile de remarquer que 'application
B: (hk)eExE—((f'(x)-h)-k)e F,

est linéaire séparément en chacune des variables h et k, et est de ce fait bilinéaire. En d’autres termes, il
existe une interprétation naturelle permettant d’identifier 'application dérivée seconde de f au point x,
" (x) € L(E,L(E,F)), a une application de l'espace Lo(E x E, F)), espace des applications bilinéaires
continues de F¥ x FE dans F'. On écrira alors

vhke B, f’(x)(hk)=(f"(x)-h) k.
Proposition 3.1.7

Si lapplication f : Q C E — F est deux fois dérivable au point x de I'ouvert 2 C FE, alors
Papplication dérivée seconde de f au point x est une application bilinéaire symétrique en ce
sens que

vh,k € E, f’(x)(h,k) = f"(x)(k,h).

Définition 3.1.8

On dit que ’application f: ) C EF — F est deux fois dérivable dans (2 si elle est deux fois
dérivable en tout point x de 2. On peut alors définir application dérivée seconde de f

" xeQCE— f'(x)e Lo(E X EF) .

Si cette derniere application est continue, 'application f est dite deux fois contintiment déri-
vable dans 2, et on écrit

feckq) .
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Remarque : En ce qui concerne le calcul effectif des dérivées secondes, on utilise le résultat suivant,
qui permet de se ramener & des calculs de dérivées premieéres :
étant donné deux vecteurs quelconques h, k € E, I’élément f”(x)(h,k) € F est égal & la dérivée au point
x € Q de l'application v € Q — f/(v) -k € F, appliquée au vecteur h.

3.1.3 Formule des accroissements finis - Formules de Taylor

Théoréme 3.1.9 — Formules de Taylor pour les applications une fois dérivables

Soient f: Q) C E — F et [a,a+ h] un segment fermé contenu dans Q2 (2 ouvert de E).

(i) Si f est dérivable en a, alors

flatm)= @)+ £/ @) bt [blpe) . avee Tmew)lr = 0

(ii) Formule des accroissements finis : si f € C%(Q) et f est dérivable en tout point du
segment ouvert |a,a + h[, alors

Ifa+h)—fa)lr< sup |f'&)leErlhie -
x€Ja,a+h|

(iii) Formule de Taylor-Maclaurin : si f € C°(Q2) et f est dérivable en tout point du segment
ouvert |a,a + h[, et si F =R, alors

360 €]0,1] tel que f(a+h)= f(a)+ f'(a+6h)-h.

(iv) Formule de Taylor avec reste intégral : si f € C}(Q) et F est un espace complet, alors

f(a+h):f(a)—i—/ol{f’(a+th)-h} dt |

Théoréme 3.1.10 — Formules de Taylor pour les applications deux fois dérivables

Soit f: Q2 C E — F et [a,a+ h] un segment fermé contenu dans Q () ouvert de E).

(i) Formule de Taylor-Young : si f est dérivable dans , et si f est deux fois dérivable au
point a, alors

f(a+h)=f(a)+f’(a)’h+%f”(a)(hvh)ﬂlh\l%a(h) ; avec Hh1||i§l_>oH€(h)”F = 0.

(ii) Formule des accroissements finis généralisée : si f € C1(Q) et f est deux fois dérivable
en tout point du segment ouvert |a,a + h[, alors

1
If(@a+h) - f(a) = f(a) hlr <5 swp &) cymxmmlblE -
x€Ja,a+h|

(iii) Formule de Taylor-Maclaurin : si f € C1(Q) et f est deux fois dérivable en tout point
du segment ouvert Ja,a + h|[, et si F =R, alors

36 €]0,1[ tel que f(a+h)= f(a)+ f'(a) -h+ %f”(a—i— 6h)(h,h) .

(iv) Formule de Taylor avec reste intégral : si f € C2(Q) et F est un espace complet, alors

f(a+h) = f(a) +f’(a)-h+/01(1 —t){f"(a+th)(h,h)} dt .
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Remarques :

« Alors que la formule (i) du théoreme 3.1.3 est exactement la définition de la différentiabilité premiere,
la formule (i) du théoreme 3.1.3 n’est pas égale a la définition de la différentiablilité seconde en un
point.

o On sait qu’il existe au moins un nombre 6 €]0, 1] tel que les formules de Taylor-Maclaurin soient
vraies, mais en général on n’a aucun autre renseignement sur #; on rappelle au passage qu’il est
indispensable de se restreindre au cas F' = R pour les formules (3).

o Pour que les formules (iv) aient un sens, il faut savoir intégrer les fonctions impliquées dans ces
formules, et c’est pourquoi on suppose que ces fonctions sont continues et que I'espace F' est complet.

3.1.4 Dimension finie et dérivées partielles

La donnée d’une application
f:QCE—F=RP

revient a se donner p applications composantes f; : Q2 C E — R, 1 <14 < p, de telle facon que

f1(x)

Vx€E, f(x)= :fQ(X)

fp(x)
Proposition 3.1.11

On établit facilement que ’application f est dérivable en un point a € 2 si et seulement
si chaque application composante 1’est aussi, et on a alors :

f'1(a)
f>(a)

f'(a) = avec f';(a) € L(E,R), 1<i<p .

fp(a)
Considérons ensuite une application
f:QCR" >R

ou ) est un ouvert de R™ (on dira aussi que f est une fonctionnelle). Soit a un point de €2 de composantes
(a1,a9,...,a,), et soit k € {1,2,...,n} 'un des indices.

Par définition de la topologie produit, il existe un ouvert 2 C R tel que tous les points de composantes
(a1,...,Qk_1, Tk, Ak11,-- -, ap) appartiennent & 'ouvert €2 lorsque le réel x appartient a 'ouvert Q. Par
suite, on peut étudier la dérivabilité éventuelle sur 2, C R de I’application partielle

QG CR — R
e — flar,...,Qk—1, Tk, Akt 1, - - -5 Q)
Si cette application est dérivable (au sens classique des fonctions de R dans R) au point a; € Q; C R, on

note
of
Oxy,
sa dérivée, appelée dérivée partielle de la fonctionnelle f au point a, par rapport a la k-ieme
variable.

(a) eR

0
Remarque : L'espace £L(R,R) (matrices 1 x 1) s’identifiant a R, les dérivées partielles 8—f(a) de la
Lk
fonctionnelle f: Q C R™ — R peuvent étre effectivement considérées commes des nombres réels.
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Proposition 3.1.12

Si une fonctionnelle
f:QCcR*"—>R

est dérivable en un point a € 2, on établit aisément qu’elle posséde des dérivées partielles par
rapport a chacune des variables et que, de plus,

hy
Z a— a)hy , pour tout h = ) eR (3.2)

hn

A La réciproque est par contre inexacte. On a cependant le résultat suivant :

Proposition 3.1.13

Une fonctionnelle f : ) C R™ — R est continiiment dérivable dans ) si et seulement si les dérivées
. of . . . o . .
partielles a—(a), 1 < k < n, existent en tout point a € € et si les applications dérivées partielles :

Tk
of of

— Q — R
D ac —>8xk()e

sont continues dans ().
Supposons enfin que £ = R" et que F = RP, de sorte qu'une application f : Q@ C R" — RP est

déterminée par la donnée de p fonctionnelles f; : Q@ C R" — R, 1 < i < p, de n variables chacune. Alors
la relation

hl kl
ho ko
k= f'(a)-h, avec h= , ER" et k= , eERP
hy, k,
s’écrit sous la forme matricielle suivante
df1 df1 df1
b | @ @ e @ | [
df2 dfa dfa
k2 _ 8561( ) 8.’13'2( ) axn( ) h'2
0 0 0
k, ooy Moy o Woay |,

o0xy 0x9 Oxy,

La matrice “p lignes, n colonnes” ci-dessus représente donc I'application linéaire
f'(a) € LR",R?) .

En ce qui concerne 'expression de la matrice dérivée d’applications composées en dimension finie, on a
le résultat suivant en relation avec le théoreme 3.1.1 :
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Proposition 3.1.14

Soit f : & C R™ — R™ une application dérivable en un point a € Q (Q ouvert de R"), et soit
g: Q CR™ — RP une application dérivable au point b = f(a) € Q (Q ouvert de R™). On suppose
Q C f(Q). Alors I'application composée

h=gof : QCR" > RP

est dérivable au point a € Q et la dérivée de I'application h au point a s’exprime matriciellement
de la fagon suivante :

ohy Ohy dq on df1 df1

Tm(a) T 8T:n(a) T?Jl(b) E)yim(b) 87551(3) T @(a)
on, on, o, 24, Ofm Ofm
87:61(60 T %(a) 87311(]0) e %(b) Txl(a) Tt BTcn(a)

Pour terminer, précisons quelques notations particulieres aux fonctionnelles f :  C R™ — R. En tout
point a € Q ou cette application est une fois, ou deux fois, dérivable, on introduit le vecteur V f(a) € R”
et la matrice V2 f(a) € M,,(R) définis respectivement par les relations

f'(a)-h=<Vf(a),h> pourtout h € R
f"(a)(h,k) = < V2f(a)h,k > = < h,V2f(a)k > pour tout h,k € R™.

< -,- > désignant comme d’habitude le produit scalaire euclidien sur R”. Le vecteur

of
6751(51)
Vi(a) = :
of
@(a)
s’appelle le gradient de l'application f au point a, et la matrice (symétrique)
O a 't a) --- 0f (a
8I18$1 85618.%2 8$1axn
> a Of a) --- Of a
VQf(a) — argaﬂjl 8x28x2 Bxgc?xn
0’ f 0% f 0% f
(@ - (a)

0z, 0%y, a

a
0z, 011 0z, 012
s’appelle le Hessien de 'application f au point a.

Pour illustrer ces considérations, voici trois fagons équivalentes d’écrire (par exemple) la formule de
Taylor-Young pour une fonctionnelle f : 2 C R™ — R deux fois dérivable :

flath) = f(a) + f/(a) b+ o f"(a)(h,b) + [ <(h)
fla+h) = f(a)+ < Vf(a),h > +% < V2f(a)h,h >+ < h,h > =(h)

f(a+h)=f(a)+ (Vf(a)Th+ %hTVQf(a)h +hThe(h).
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3.2 Convexité des fonctionnelles

3.2.1 Ensembles convexes - fonctionnelles convexes

On indique dans ce paragraphe quelques propriétés de base d’une classe tres importante de fonction-
nelles.

Définition 3.2.1 — Ensembles convexes

L’ensemble Dy est dit convexe si et seulement si

Vx € Dy, Yy € Dy, Vo € [0,1] CR ona ax+ (1 —a)y € Dy .

Remarque :

autrement dit, si x € Dy et y € Dy, alors le segment qui joint
ces deux points est également contenu dans Dy, le segment [x,y]
étant défini par

zex,y| <= Jae01l]tgz=ax+(1—-a)y.

Exemple d’ensemble non convexe

Remarque : la notion d’ensemble convexe correspond en fait a une
propriété de régularité du domaine Dy considéré

Définition 3.2.2 — Fonctionnelles convexes

Une fonctionnelle f : Dy C E — R est convexe sur le domaine convexe Dy C E (E espace
vectoriel normé) si

Vx,y € Do, Va € [0,1],  flax+(1-a)y) <af(x)+ (1 -a)f(y).
La fonctionnelle f est strictement convexe sur le domaine convexe Dy si
Vx,y € Do, x #y, Va €]0,1],  flax+ (1 -a)y) <af(x)+ (1 -a)f(y)-

La fonctionnelle f est uniformément convexe sur le domaine convexe Dy si il existe une cons-
tante ¢ > 0 telle que

Vx,y € Dy, Va €]0,1],
af(x)+(1—a)f(y) = flax+(1—a)y) > ca(l-a)lx—-y|%.

Remarques :

(i) Il est clair que la convezité uniforme entraine la convezité stricte qui a son tour entraine la convezité.

(ii) La convexité indique une certaine régularité de la fonctionnelle. En dimension finie, par exemple,
la convexité peut induire des propriétés de continuité (c.f. proposition suivante).
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Proposition 3.2.3
Soit f : Dy C R™ — R une fonctionnelle convexe sur 'ouvert convexe Dy C R™. Alors f est

continue sur Dy.

Les définitions de base de la convexité (large, stricte, ou uniforme) peuvent parfois s’avérer d’un emploi
peu commode. Le but des paragraphes qui suivent est de mettre en avant des propriétés qui s’y rapportent,
exploitant la différentiabilité d’une fonctionnelle, et plus faciles & manipuler.

3.2.2 Convexité et dérivée premiere

Théoréme 3.2.4 — Caractérisation de la convexité a ’aide de la dérivée premiere

On suppose que la fonctionnelle f : 0 C E — R est dérivable sur un sous-ensemble convexe
Dy C Q. On a alors :

(i) f est convexe sur Dy si et seulement si
Vx,y € Do, f(y) = f(x) = f'(x)- (y —%) .
(ii) f est strictement convexe sur Dy si et seulement si
Vx,y € Do, x#y, f(y)—f(x)>f(x)-(y—x).

(iii) La fonctionnelle f est uniformément convexe sur Dy si et seulement si il existe une
constante ¢ > 0 telle que

vx,y € Do, fly) = f(x) > f'(x) (y —x) +clly —x|[% .

Interprétation géométrique
IX)

L’interprétation géométrique de

Vx,y € Do, f(y)—f(x) = f'(x) (y —x%),

est que le graphe de la fonctionnelle convexe f est toujours
au dessus de son plan tangent en un point quelconque du
x oy X domaine Dy.

Définition 3.2.5

Soit une fonctionnelle f : Q C E — R dérivable sur 'ouvert €.
L’application dérivée f': Q C E — L(E,R) est dite monotone sur le sous-ensemble Dy C Q
si et seulement si
vx,y € Do, (f'(y)=f(x) - (y-x%x)=0.

L’application dérivée f’ est dite strictement monotone sur le sous-ensemble Dy C () si et
seulement si

Vx,y € Do, x#y, (f'(y)—f(x) (y—x)>0.
L’application dérivée f’ est dite fortement monotone sur le sous-ensemble Dy C € si et
seulement si il existe une constante ¢ > 0 telle que

vx,y € Do, (f'(y) = f'(x)-(y —x) = 2¢lly —x|% .



3.2. Convexité des fonctionnelles 41

Proposition 3.2.6 — Relations entre convexité et monotonie de la dérivée premiére

On suppose que la fonctionnelle f :  C E — R est dérivable sur 2. On a alors :

(i) La fonctionnelle f est convexe sur le sous-ensemble convexe Dy C () si et seulement si
Dapplication dérivée f' est monotone sur Dy.

(ii) La fonctionnelle f est strictement convexe sur le sous-ensemble convexe Dy C € si et seule-
ment si application dérivée f' est strictement monotone sur Dy.

(iii) La fonctionnelle f est uniformément convexe sur le sous-ensemble convexe Dy C § si
et seulement si D'application dérivée f' est fortement monotone sur Dy (la constante
¢ > 0 intervenant dans la définition de la convexité uniforme correspondant a la constante
¢ > 0 introduite dans la définition de la forte monotonie de la dérivée).

3.2.3 Convexité et dérivée seconde

Théoreme 3.2.7 — Relations entre convexité et positivité de la dérivée seconde
On suppose que la fonctionnelle f : Q C E — R est deux fois dérivable dans un ouvert 2 de
Pespace vectoriel normé E, et soit Dy une partie convexe de §2.

(i) La fonctionnelle f est convexe sur le sous-ensemble convexe Dy C ) si et seulement si
VX,yGDO, f”(x)(y—x,y—X)ZO.
(ii) Si
Vx,y € Do, x#y, [f'X)(y-xy-x)>0,

alors la fonctionnelle f est strictement convexe sur Dy.

(iii) La fonctionnelle f est uniformément convexe sur le sous-ensemble convexe Dy C Q) si et
seulement si il existe une constante ¢ > 0 telle que

VX,YED[), f”(X)(y7X7y7X)Z2C||y7X||2E.

A La condition (ii) ci-dessus n’est qu'une condition suffisante, la réciproque étant inexacte.

Théoreme 3.2.8 — Cas {2 ouvert convexe
On suppose que la fonctionnelle f : Q) C E — R est deux fois dérivable dans un ouvert convexe {2
de I'espace vectoriel normé E.

(i) La fonctionnelle f est convexe sur le sous-ensemble convexe §Q si et seulement siVx € Q, f"(x)
est semi-définie positive.
(ii) SiVx € Q, f"(x) est définie positive, alors la fonctionnelle f est strictement convexe sur ).

(iii) En dimension finie, la stricte convexité est équivalente & I'uniforme convexité.

Exercice 3.2.1.

1. Soit f : R? = R, f(z) = ax? + 2bx122 + cr3. Donner une condition nécessaire et suffisante sur
(a,b,c) € R3 pour que f soit convexe sur RZ.

2. L’application g : R? — R, g(z) = 2% + x122 + 23 + 3|21 + 22 + 3| est-elle convexe, voire strictement
convexe, sur R??

3. L’application i : R" — R, h(z) = 3@+ ost elle convexe, voire strictement convexe, sur R™ ?
O






CHAPITRE 4

Existence de solution, unicité de solution

4.1 Introduction

Les problémes d’optimisation ou I’ensemble C' est fini admettent toujours une solution, par contre,
ceci n’est pas toujours le cas si C' a un nombre infini d’éléments. Par exemple, le probleme d’optimisation
ou la fonctionnelle & minimiser est f(z) = 1/x et I’ensemble des contraintes est C = {z € R,z > 0} ,
n’admet pas de solution. En effet f(z) > 0 pour tout  dans C et pour tout € > 0, il existe z > 1/¢ tel
que f(x) < e. Il est donc préférable, avant de vouloir calculer la solution, de s’assurer que le probléme en
admet une.

4.2 Existence de solution

4.2.1 Problémes avec contraintes

Théoréme 4.2.1

Soit (P) un probléme d’optimisation avec contraintes C C E. Si f est continue et C' est un compact
non vide, alors le probléeme (P) admet une solution.

» (C’est une application immédiate du théoreme qui dit que I'image d’un compact par une application
continue dans un espace séparé est un compact. |

Remarque 4.2.1. On rappelle que, en dimension finie, un ensemble C est compact si et seulement si
C est fermé et borné.

Exemple 4.2.1. Considérons le probleme suivant :

min f(z)
(P) { z € [0,1]

ou f est la fonction suivante :

Ce probléme n’admet pas de solution. L’hypothése du théoréme (4.2.1) qui n’est pas vérifiée est la
continuité de f. O

Exemple 4.2.2. Considérons le probleme suivant :

min f(z) =1
(P){ zell3]

(i) f est continue;
(ii) [1,5] est un fermé et borné, donc un compact de R.

Par suite ce probleme admet une solution. [l
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FIGURE 4.1 — Exzemple ou f non continue

Exemple 4.2.3. Considérons le probleme suivant :

min f(z) =1
(P) { x €]1,5]

Ce probléme a une solution, mais les hypothese du théoréme ne sont pas vérifiées. O

Exemple 4.2.4. Considérons le probleme suivant :

min f(z) =1
(P){ ze Ly

Ce probléme n’admet pas de solution, C' = [1,5] n’est pas fermé. O

4.2.2 Probléme sans contraintes

Définition 4.2.2

Une fonction f: E — R, E espace vectoriel normé, est dite O—coercive si et seulement si

f(z) — 400 quand ||z| — +o0. (4.1)

Théoréme 4.2.3

Soit (P) un probléeme d’optimisation avec contraintes ou f est une fonction de R™ a valeurs dans R
et C est un fermé non vide. Si f est continue et 0-coercive, alors le probleme admet une solution.

» Soit (2 )kene une suite minimisante de points de C, c’est-a~dire une suite de point de C' telle que
limg 400 f(xk) = infrern f(x) = p < +00. Montrons que cette suite est bornée. Sinon il existe une
sous-suite (zp, )n, telle que ||xy, || tende vers +oo lorsque ny tend vers 4+o0o et donc, comme f est
0-coercive, limy, 400 f(zn,) = +00, ce qui est impossible.

Par suite il existe un réel R > 0 tel que la suite (z1)ren soit contenue dans C'N Bf(0, R) qui est un
fermé borné de R™; c’est donc un compact dont on peut extraire une sous-suite qui converge vers z*.
Mais f est continue, et donc f(z*) = p et x* est une solution du probléme d’optimisation. |

I Remarque 4.2.2. Le théoréme précédent s’applique si le probleme d’optimisation est sans contraintes
car dans ce cas C' = F.
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4.3 Cas convexe

Théoréme 4.3.1

Si C' est un convexe de E espace vectoriel normé et si f est une fonction de C a valeurs dans R
convexe, alors ’ensemble des solutions est soit vide soit un ensemble convexe de E.

» Supposons que I’ensemble des solutions ne soit pas vide. Soient x et y deux solutions alors f(x) =
f(y) car (f(x) < f(y) et f(y) < f(x)). Par suite, pour tout « €]0, 1[, nous avons

flax + (1= a)y) < af(z) + (1 - a)f(y) < af(z) + (1 - a)f(z) < f(2).
En conséquence ax + (1 — a)y est aussi une solution. ]

Théoréme 4.3.2

Si C' est un convexe de E espace vectoriel normé et si f est une fonction de C a valeurs dans R
strictement convexe, alors il existe au plus un point x* minimisant f sur C.

» Supposons qu’il existe deux solutions z1 et z9. Pour « €]0, 1], on pose x, = axi + (1 — a)z2, alors,
puisque f est strictement convexe on a

f(za) <af(zi) + (1 —a)f(z2) = f(21) = f(z2),
ce qui est impossible. |

Théoréme 4.3.3

Si C' est un convexe de E espace vectoriel normé et si f est une fonction de C' a valeurs dans R
convexe, alors tout minimum local z* de f sur C est un minimum global de f sur C.

» Soit * un minimum local de f sur C'. Il existe donc 1 > 0 tel que pour tout x € CNB(z*,n), f(z*) <
f(x). Supposons maintenant qu’il existe dans C' un point y tel que f(y) < f(x*). Alors, puisque f est
convexe, on a pour tout « €]0, 1]

fl@*+aly—27) = f(1 —a)z” +ay) < (1 —a)f(2") + af(y)
< =a)f(@") + af(@”) = f(z").

Mais pour « suffisamment proche de 0, * + a(y — x) € B(x*,n), d’ou la contradiction. |






CHAPITRE 5

Condition nécessaire, condition suffisante de solution
Cas sans contraintes et cas de contraintes convexes

5.1 Condition du premier ordre

5.1.1 Cas sans contraintes

Théoréme 5.1.1

Soient €2 un ouvert d’un espace vectoriel normé E et f une application de () a valeurs dans R. Si
f admet un minimum local en x* et si f est dérivable en x* alors on a I’équation parfois appelée
équation d’Euler

f'(@*) = 0. (5.1)
» Soit h € E, comme ) est ouvert, il existe n > 0 tel que la fonction

e:=nn — R
t — ()= f(z" +th)

soit bien définie. ¢ est dérivable en 0 et ¢’'(0) = f/(2*) - h. Mais 2* est un minimum local de f, donc
0 est un minimum local de ¢, par suite on a

t—0~ t t—0+ t
Ainsi, pour tout h,¢'(0) = f'(z*)-h =0. [ ]

Définition 5.1.2 — Point critique

Un point qui vérifie f'(x) = 0 est dit un point critique et sa valeur en f, f(x) une valeur critique.

5.1.2 Cas de contraintes convexes

Théoréme 5.1.3

Soient €2 un ouvert d’un espace vectoriel normé E et f : Q) a valeur dans R. Soit C' C §) convexe. Si
f admet un minimum local en x* sur C' et si f est dérivable en x* alors on a 'inéquation d’Euler

Vye O, f'(z*) (y —x*) > 0. (5.2)

» Soit y € C, alors la fonction
¢:10,1] — R
t o— pt) = f@" +ty—2"))

est bien définie et admet une dérivé a droite en 0 '+ (0) = f'(z*) - (y — 2*). Mais 0 est un minimum
local de ¢ et donc ¢(0) < ¢(t) pour t suffisamment proche de 0. Par suite
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Remarque 5.1.1. (i) Si C est un sous espace affine (C' = xo + V, avec V sous-espace vectoriel de
E) alors I'inéquation d’Euler (5.2) devient

VheV,f(z*) h=0

(ii) Si C' = E alors I'inéquation d’Euler (5.2) devient ’équation d’Euler (5.1).
5.1.3 Probléemes convexes

Théoréme 5.1.4

Soit f : Q C F — R, Q ouvert d’un espace vectoriel normé E et soit C C §2 convexe. On

suppose que f est convexe sur C et dérivable en tout point de C, alors les conditions suivantes
sont équivalentes.

(i) =* est un minimum global de f sur C.
(ii) z* est un minimum local de f sur C.
(iii) Pour tout y € C, f'(x*) - (y —x*) > 0.

» (i)= (ii) est évident.
(ii)= (iii) est le théoreme (5.1.2) précédent.

(iif)= (i) ?

f est convexe, par suite (cf. le théoreme 3.2.2) nous avons grace a (i)
fly) = f@®) + f(27) - (y — 27) = f(7).

Remarque 5.1.2. Si C est un ouvert convexe (iii) est équivalent & f/(z*) = 0. L’équation d’Euler est

donc dans ce cas une condition nécessaire et suffisante de solution.

Corollaire 5.1.5

On considére le probléme au moindres carrés linéaire

. _1 N 2
(p>{ min 1(5) = 4l — X1

Alors B* est une solution de (P) si et seulement si ce point vérifie les équations normales
XTxp=Xx"Ty. (5.3)

» le probléme est un probléme convexe et on a Vf(3) = XTX3 — XTy. [ |

5.2 Conditions du deuxiéme ordre
5.2.1 Condition nécessaire

Théoréme 5.2.1 — Condition nécessaire du deuxiéme ordre

Soit ) un ouvert d’un espace vectoriel normé E et f: ) — R. Si x* est un minimum local de f et
si f est deux fois dérivables en x* alors f”(x*) est semi-définie positive.

» Soit h # 0 un vecteur quelconque de E. z* est un minimum local de f, donc f'(z*) = 0 et il existe
6o > 0 tel que pour tout 0 < 6 < 0 on ait f(z*) < f(x* 4 0h). f étant deux fois dérivable en z* on a



5.2. Conditions du deuxiéme ordre 49

par Taylor-Young

2
f@@* +0h) — f(z") = f'(z") - h+ %f”(l‘*) - (h, h) + ||0h]*<(0h))
02

= ) (k) + 2 bl 2e(0m) > 0.

En divisant par 62 et en passant & la limite dans le membre de droite on en déduit que f”(z*)-(h, h) > 0.
Ceci étant vrai pour tout h, on obtient le résultat. |

I Remarque 5.2.1. 1l ne s’agit bien que d'une condition nécessaire (prendre f(x) = z?).

5.2.2 Condition suffisante

Définition 5.2.2

Soit B € Lo(E,R) une forme bilinéaire symétrique définie sur F, espace vectoriel normé.

(i) B est dite semi-définie positive si et seulement si pour tout h € E
B(h,h) > 0.

(ii) B est dite définie positive si et seulement si pour tout h € E, h # 0
B(h,h) > 0.

(iii) B est uniformément définie positive ou elliptique si et seulement si il existe ¢ > 0 tel que
pour tout h € E

B(h.h) > ¢||h]|*.

Remarque 5.2.2. Si F est un espace vectoriel de dimension fini il y a équivalence entre la définie
positivité et Dellipticité.

Théoréme 5.2.3 — Condition suffisante du deuxiéme ordre

Soit Q) un ouvert d’un espace vectoriel normé E et f : Q) — R dérivable sur ).

(i) Si x* est un point de Q tel que f'(z*) = 0, f deux fois déribable en z* et f"(x*) elliptique,
alors x* est un minimum local de f.

(ii) Si f est deux fois dérivable sur Q) et s’il existe une boule B(x*,n) C Q telle que, pour tout

x € B(z*,n), f"(x) est semi-définie positive et si f'(z*) = 0, alors z* est un minimum local
de f.

» (i) La formule de Taylor-Young nous permet d’écrire pour tout h suffisamment petit

f@*+h) = f(a") = %f”(w*) - (h, h) + || h[|*e(h)

> L e+ 22(h)

Par suite il existe n > 0 tel que pour tout h tel que [|h|| < 7 on ait
f(z*+h)— f(z¥) > 0.

(ii) Sipour tout z € B(x*,n), f”(z) est semi-postive, f est convexe sur 'ouvert B(z*,n). Par suite,
comme f'(z*) =0, * est un minimum local de f.
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Remarque 5.2.3. Pour les conditions nécessaires de solution du premier ordre et du deuxieme ordre,
on exploite le développement de Taylor-Young le long de toute direction h, combiné avec le fait que
I’on a un minimum dans cette direction. Pour la condition suffisante du deuxieme ordre, cette seule
information, pourtant relative a toute direction h donnée, est insuffisante (cf. 'exercice 5.3.1, extrait
de [?] page 50).

5.3 Exercices

Exercice 5.3.1. On considére la fonction
f:R? — R
r — f(z) =3z} — 4atzy + 23
Montrer que 'unique point critique de f est z = (O 0).
La condition nécessaire de solution du deuxiéme ordre est-elle vérifiée ?

La condition suffisante de solution du deuxiéme ordre est-elle vérifiée 7

W b

On fixe maintenant d € R? et on consideérela fonction

p:R — R
t — o(t) = f(z +td).
Montrer que t = 0 est un minimum local de .

5. Calculer f(x1,22?). Conclusion (faire le lien avec la remarque 5.2.3). O

Exercice 5.3.2. Attention a l'intuition dans R, cf. [?] page 52!

1. On considere une fonction f de R a valeurs dans R dérivable en tout point. On suppose que f admette
un minimum local en & et que & est I'unique point critique de f. Démontrer que & est un minimum global
de f.

2. On considére maintenant la fonction

f:R? — R
r —  f(x) =223 + 372 — 61

Montrer que T = (1 0) est 'unique point critique de f, que  est un minimum local de f, mais que f
n’admet par de minimum global. O

Exercice 5.3.3. Donner un exemple de fonction f (de R dans R), deux fois dérivable, ayant un minimum
strict en un point T et telle que dans toute boule B(Z, p) il existe un point z € B(T, p) vérifiant f”(z) < 0.
g



CHAPITRE 6

Problemes aux moindres carrés

6.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de résoudre les problémes aux moindres carrés non-linéaires.

min =1r 2
(P1){ minf(9) = 1 @)l

Dans le cas ou 'application r est affine, le probléme est linéaire et sera résolu facilement. Si 7 n’est pas
affine, il nous faut développer des algorithmes pour calculer une solution. La branche des mathématiques
qui s’occupe de ces questions pour les problémes d’optimisation continues s’appelle I’optimisation continue
et sera abordée en deuxiéme année. Nous allons ici nous limiter & des algorithmes de base pour les
problemes aux moindres carrés, qui sont ’algorithme de Newton et ’algorithme de Gauf3-Newton.

6.2 Les moindres carrés linéaires

6.2.1 Rappels

Considérons le probleme aux moindres carrés linéaire

. _1 B 9

Ce probléme admet une solution. En effet, ce probléme est équivalent & résoudre

. _1 _ 2
(p3) 4 ™ing() = 3llv =
v€eImX C R".

Comme Im X est un fermé et que g est 0—coercive, le théoréme 4.4.2.2 démontre I’existence d’une solution.

Remarque 6.2.1. Le probleme (P3) est en fait le probléme de la projection orthogonale du vecteur y

sur Im X. Il posséde une unique solution car g est strictement convexe. Par contre le probleme initial

(P2) possede une ou une infinité de solutions suivant que le rang de X est p ou est strictement inférieur

ap.

Le probléeme (P2) est un probléme convexe et différentiable, par suite une solution est caractérisée
par la condition nécessaire d’ordre 1, qui conduit au systeme d’équations suivant, aussi appelé dans ce
cas équations normales :

ViB) =XT'XB—-XTy=0. (6.1)

Remarque 6.2.2. Considérons ici la matrice X comme 'expression d’une application linéaire de RP
a valeurs dans R™. on a alors

RP = Ker X+ @ Ker X R" =Tm X @ Im X+ = ImX @ Ker(XT)
=Xty v* = Projrmx (y)
X+X = PrOj(Kerx)L )()(+ = PTOjImX

Si rank(X) = p, alors Ker X = {0} et X+ = (X7X)" 1 X7
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6.2.2 Application : approximation d’une fonction au sens des moindres carrés

Le probleme de l'approximation d’une fonction f sur un intervalle I C R est fondamentalement
différent de celui de I'interpolation. Il consiste a remplacer la fonction f considérée par une autre fonction
P(x) (en général plus réguliere, et facile & manipuler) de sorte que la distance entre f et P soit aussi
petite que possible.

On peut chercher par exemple un polynéme de bas degré, qui approche la fonction f en un sens a
préciser sur l'intervalle I, ce qui difféere du probleme d’interpolation qui consiste a trouver un polynome
de degré en général élevé qui coincide au maximum avec la fonction f.

La notion de distance entre les fonctions f et P est bien évidemment fondamentale dans la définition
du procédé d’approximation. On pourra par exemple distinguer :

(i) Papproximation au sens de la convergence uniforme, ou il s’agit de minimiser

max |f(z) = P(z)| = || f — Plleo ,

zel
(probléme ne relevant pas des moindres carrés)
(ii) I’approximation en moyenne quadratique ou il s’agit de minimiser la quantité

[ @ =P@)Pd = If =Pl
I

(iii) Papproximation au sens des moindres carrés discrets, utile lorsque f n’est connue que de
maniére discrete (c’est a dire sur un ensemble fini de points z; € I, 1 < ¢ < m) ; cette approximation
consiste alors a minimiser la quantité

6.2.2.1 Approximation en moyenne quadratique

On se propose d’approcher f sur l'intervalle I = [a, b] par une fonction P(z), ou P est une combinaison
lindaire d’un ensemble de n fonctions données u; € L2(I), j =1,...,n,

n
Px) =Y Bju;(x),
j=1
les coefficients 3; étant donc les inconnues a déterminer de fagon a minimiser la quantité
b n
FGresBa) = If = Pliagy = [ (F@) =X Brus(w)? da
a j=1

Remarque : Si on souhaite réaliser une approximation polynémiale de f, il suffira de choisir
uj(x) =271, j=1,2,....n.

Proposition 6.2.1

Soit 3 € R™ le vecteur des coefficients (3;, j = 1,...,n. Une condition nécessaire et suffisante pour
que f3 réalise le minimum de la fonctionnelle f(f3), est que [3 soit solution du systéme linéaire :

n

Z(u]|ul)ﬁj = (f‘uz)a t=1,...,n,

J=1
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avec

b b
(wle) = [ w@ wl@)de et (ffu) = [ f@)u@)dz,

6.2.2.2 Approximation au sens des moindres carrés discrets

Soit f une fonction dont on connait la valeur sur un sous ensemble fini de points x1, ..., Zy,. On se
propose alors d’approcher la fonction f par une fonction P de telle fagon que la quantité

Z(f(l”i) - P(iﬂi))Q )
i=1
soit minimale.
De plus, on cherche P sous la forme

P(z) = > Bju;(x);,
=1

ol les u; sont des fonctions connues et les {f; }?:1 sont les inconnues a déterminer. On suppose de plus
que m > n, pour ne pas étre ramené a un probléeme d’interpolation. Ce probleme correspond au lissage
d’une fonction f domnée par une combinaison linéaire de fonctions quelconques.

Introduisons alors la matrice X a m lignes et n colonnes, ainsi que les vecteurs 5 € R" et y € R™
définis par

wi(z1) -0 up(zr) B f(z1)
. ur(ze) - up(za) 5= IG5 ot y— f(x2)
wr(Em) - () B f(m)

En utilisant ces notations, on a alors le résultat suivant :

Proposition 6.2.2

11 est facile de voir que le probléeme d’approximation décrit ci-dessus se raméne en fait a minimiser
par rapport a 3 € R" la quantité
2
fB)=1X8-ylz,

et donc que le vecteur de coefficients 3 € R™ recherché correspond a la solution au sens des moindres
carrés du systéme linéaire surdéterminé

XB=y.

De plus, si les points x;, i = 1,...,m, et les fonctions u;, j = 1,...,n, sont choisis de telle fagon
que la matrice X soit de rang maximal, alors le probléme d’approximation au sens des moindres
carrés discrets précédent admet une solution unique 5 € R™, solution du systéme linéaire

XTxp=Xx"Ty.

6.3 La méthode de Newton

6.3.1 Introduction

L’algorithme de Newton est & la base des algorithmes d’optimisation implémentés dans les biblio-
theques numériques. Mais, avant de considérer le cas d’un probléeme d’optimisation, nous allons nous
intéresser au probleme de la résolution d’un systeme d’équations non linéaires a n équations et n incon-
nues.
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6.3.2 Algorithme de Newton pour résoudre f(z) =0
6.3.2.1 Résolution d’une équation : cas de la dimension 1

le probléme est ici de résoudre numériquement une équation f(x) = 0 ou la fonction f est une fonction
réelle de la variable réelle. nous supposerons de plus que cette fonction est dérivable. on considere alors
I’algorithme suivant :

Algorithme 6.1.

Initialisation :

choisir £ € R

choisir € > 0 et MaxIter

k=0

Corps :

répéter
Résoudre f(x®) 4+ /(2 (z — 2®) =0, soit ¥+ la solution
k=k+1

jusqu’a (|f(z®)| < e(|f(2O| +1)) ou (k = MaxTter)

Remarque 6.3.1. (i) ici f/(z®)) appartient & R.
(ii) Talgorithme peut se “bloquer” si f’(z(*)) = 0, et donc dans ce cas I’algorithme ne fournit pas de
solution.
(iii) cet algorithme ne converge pas toujours.

Illustration graphique 6.3.2. lintersection de la tangente d f en z®) avec Uaze des abscisses (cf.
figure 6.1) est donnée par la solution de f(x®)) + f'(z").(z — 2®)) =0, soit :

z= a2 _ f(i(k)) Fa®)

25

20 i

FI1GURE 6.1 — Algorithme de Newton.
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6.3.3 Résolution d’équations : cas de la dimension n

De la méme facon qu’en dimension 1 on obtient l'algorithme en calculant z(*+1) & partir de z®*)
donné en annulant la “meilleure” approximation affine de la fonction f au voisinage de z¥), ¢’est-a-dire
en résolvant le systéme linéaire a n équations et a n inconnues suivant :

F@®) + Jp(@®)(z — 2®) = 0

qui admet une unique solution si J;(z*)) est inversible.

Remarque 6.3.3. On présente tres souvent l'algorithme de Newton sous la forme de la mise & jour
du point courant donnée par 6.2. Cette équation est tres utile pour la théorie, mais est bien évidement
a bannir pour une implémentation informatique.

2+ = o ®) [ @8] f () (6:2)

Remarque 6.3.4. lorsque n = 1, f'(z(*)) est un réel et [f/(z®)]~1 = 1/f'(z®)), et nous retrouvons
la mise & jour exposée précédemment.

en conclusion nous obtenons ’algorithme suivant :

Algorithme 6.2. [algorithme de newton]

Initialisation :

choisir z0) ¢ R

choisir € > 0 et MaxIter

k=0

Corps :

répéter
Résoudre f(x®)) 4+ J;(z®)(z — 2*)) = 0, soit x**V la solution
k:=k+1

jusqu’a (| F(@®)] < (| (O] + 1)) ou (k= MazTter)

Remarque 6.3.5. (i) cet algorithme se “bloque” si J;(z(¥)) n’est pas inversible.

(ii) le test d’arrét || f(z®)|| < e f(z(?)]|| signifie en fait que toutes les composantes de f(z*)) sont
“proches” de 0 en relatif.

Exercice 6.3.1. On consideére la fonction

soit f:R — R

r — 22 —aaveca > 0.

1. Donner l'itération de Newton pour résoudre f(x) = 0. O
Exercice 6.3.2. On considere la fonction
fiR? — R?
() = (Bia)
alors f(z) = 0 si et seulement si x = (0,3)T ou z = (3,0)7.

1. Appliquer I'algorithme de Newton (6.2) en partant du point (%) = (1,5)” et en prenant ¢ = 0,6. O
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6.3.4 Convergence

Théoréme 6.3.1

Soit f une fonction définie sur un ouvert Q de R™ a valeurs dans R™ de classe C? dans B(x*,r) C Q
et * un point de Q tel que f(x*) = 0. On suppose que f'(z*) est inversible, alors il existe € > 0
tel que pour tout point £(0) € B(z*,¢), I'algorithme de Newton est bien défini et la suite des itérés
(x)r converge vers x*. De plus la convergence est quadratique, c’est-a-dire qu'il existe ¢ > 0 tel

que

[+ — (| <

llz® — | ?

(6.3)

Avant de voir la démonstration, voyons ce que signifie I’équation (6.3) (exemple provenant de [?] page
23). A la table (6.1) on voit que la convergence est plus rapide pour la fonction fi(z) = 2% — 1 qui
vérifie les hypothéses du théoréme que pour la fonction fo(x) = (z — 1) qui ne vérifie pas que f(1) soit
inversible. La convergence quadratique signifie en pratique que si on est suffisemment pres de la solution
et si a une itération k on a p décimales qui sont exactes, on aura a l'itération k£ + 1,2p décimales qui

seront exactes. !

fl@)=2"-1 | fo(z) = (z-1)*
i) 2 2
x1 | 1.25 1.5
xo | 1.025 1.25
x3 | 1.0003048780488 | 1.125
x4 | 1.0000000464611 | 1.0625
x5 | 1.0 1.03125

TABLE 6.1 — Convergence quadratique pour f1 et linéaire pour fo.

Démontrons maintenant le théoréme.

» L'ensemble {z € Q,J¢(z)inversible} = Co{z € Q,detoJs(z) = 0} est un ouvert car c’est le
complémentaire de 'antécédent d’un fermé par une application continue. Par suite il existe 1 > 0 tel
que pour tout x € B(z*, 1), Jy(x) soit inversible. Comme f est C? I'application qui & x € B(z*,&1)
associe ||[J¢(z)] 7| est continue, on en déduit que pour 0 < g2 < 1 I'image par cette application de
B(z*,e2) est un compact. Par suite, il existe 3 > 0 tel que pour tout x € B(z*,£2) on a ||[J¢(x)] 7| <

3.

[ — || = [|]2®) —&* — [Ty (@) @)

A

IN

Mais f est C? par suite en posant SUPLe By (o

Posons maintenant £ = min(es, 1/(37)) et prenons (9 € B(z*, ), on obtient

1T I @®) — f@) — J;@®) @® - 29|

sup [V f(@)]] ||l2®) — 2|7,
TEBy(x*,e2)

Sp)!

s€2

oY) — || <

) ||V2f(:n)|| =~ on obtient

1 *
557||$(k) -z H2

1
20 — 2| < S[l2® — 2| < /2.

1. Ajouter le graphique, cf. Daniel.
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Donc z() € B(z*,¢) et par récurrence
) _ g < L1200 _ 4
12— 2| < o212 ® — 2.

Par suite z¥) € B(z* ¢) et la suite des itérés de Newton existe et converge vers z*. Quand a la
convergenge quadratique elle vient de I'inéquation (6.7). |

6.3.5 Application aux problémes d’optimisation

Nous rappelons que le probleme qui nous intéresse ici est le suivant :

@) { min f(x)

z e R"

et nous avons vu (théoréme (5.5.1.1)) qu’une condition nécessaire de solution est f’(x) = 0. Cette condi-
tion nous conduit donc tout naturellement vers la recherche d'un zéro de I’équation g(x) = 0 avec
g(z) = Vf(z). Il nous suffit donc d’appliquer l'algorithme de Newton a cette fonction g. A chaque
itération nous aurons donc a résoudre le systeme linéaire suivant :

V2f(a®)(z — W) + Vf(z®) = 0. (6.8)
| Remarque 6.3.6. Si V2f(2(¥)) n’est pas inversible alors I’algorithme se bloque.

Remarque 6.3.7. Nous avons vu dans la formule de Taylor-Young a l'ordre 2 (Chapitre 3, Théo-
réme 3.1.3) que la meilleure approximation quadratique de la fonctionnelle f au voisinage du point
2*) est donnée par :

a(w) = F®) + (V1 aP)lz — 20) + 2 (V@ ®) (@~ 2®)z — 2

et nous avons Vq(z) = Vf(z®) + V2 f(z®) (2 — 2) et V2q(x) = V2f(2®)). Par suite si V2f(z*)
est définie positive ¢ est convexe et rechercher le minimum de g(z) sur R™ est équivalent & résoudre
Iéquation Vg(z) = 0. Mais cette derniére équation est équivalente a l'itération de Newton pour
résoudre Vf(z) = 0. En conclusion notre algorithme recherche & chaque itération, lorsque V2 f(z(*))
est définie positive, le minimum de I'approximation a ’ordre 2 de la fonctionnelle f.

6.4 Résolution des probléemes aux moindres carrés non linéaires

6.4.1 Algorithme de Newton

La fonction a optimiser s’écrit ici

7(8) = 5lIr @)1 = Zr
Nous avons donc
= S HBIT ) = 1)
Vif(B) = Z BYV2ri(B) + Zvn B)Vri(3

i

= S(B) + Jr(ﬂ) JT’(/B)

L’itération de l'algorithme de Newton s’écrit donc

BIHD = 0 —[5(8W) + 7, (8*)T I (BM)] 1T (B9) T (B0) (6.9)
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6.4.2 Algorithme de Gauf3-Newton

L’idée est ici de linéariser les résidus autour du point 3*) et ainsi de se ramener & un probléme aux
moindres carrés linéaire. Posons s = 8 — 3%, on cherche donc & chaque itération & résoudre

(Pk){ min fi(s) = L|[r(BW) + J.(8®)s][?

s € RP,
ce qui est équivalent & résoudre les équations normales
T (B 789 + 7, (8%)"r(8M) = 0.
Donc, si J,.(B%)TJ,.(8*)) est inversible, on peut écrire litération de GauB-Newton :
B = B — [ (BT 1 (BN 1T (BT (B1). (6.10)

Remarque 6.4.1. (i) La différence entre les deux algorithmes réside dans ’absence du terme S(f3)
dans I’équation (6.9), terme qui contient les matrices hessiennes des résidus.

(ii) Il y a deux avantages a l’algorithme de GauB-Newton par rapport a l’algorithme de Newton :

« On n’a pas besoin de calculer les matrices hessiennes des résidus;

» Contrairement a ’algorithme de Newton, on peut toujours trouver une solution B 3 (Pg).

6.4.3 Exemples

Exemple 6.4.1. Considérons le probléme suivant
. _ 10,2 2 2
(P){ min J;(a:)—ﬁ((:vl—xg) +(1—x1)%)
reR
La figure 6.2 visualise la fonctionnelle & minimiser. Calculons le gradient de f et sa dérivée seconde :
203 — 209 + 21 — 1
v = ! ,
f(x) ( —m% + X2
623 — 219 +1 —2x
2 _ 1 2 1
Vf(x)_( —2a3 1 )

Prenons z(®) = (0 1)”. A la premiére itération, nous avons & résoudre le systéme linéaire

V(2 O) (@ - 20) + V() =0 <= (_01 (1)) (xfi 1) * (_11> - (8)

—x1+ 0z = 1
Or14+22 = 0

ﬂn:<3§.

A la deuxiéme itération, nous avons a résoudre le systéme linéaire

V2 (W)@ — 2M) + V(1) = 0 (; ?) <m1 + 1) N (:411>

D’ou

Z2

Tx1 + 222
201+ = —1

o-(])

La figure 6.3 donne les courbes de niveaux de la fonction & minimiser ainsi que les itérés successifs.

|

[

w
Il
~/—~
o O
Nl

D’ou
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FIGURE 6.2 — Fonction f a minimiser pour l’exemple 6.4.1.

FIGURE 6.3 — Itérés de l'algorithme de Newton (Gauche), Gauf-Newton (Droite) pour l’exemple 6.4.1.
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