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OPTIMISATION - EDP

Examen — Optimisation - EDP, session 2

1 introduction

— Documents autorisés : 1 page A4 recto verso manuscrite ;
— Le baréme est donné a titre indicatif.

— Un corrigé sera mis sous Moodle dans la journée.

2 Exercices

>> Exercice 1. (5 points)

On considere le probleme d’optimisation suivant :

p { min f(z) = 27 + %x% — 222 + 22129 + 173 — 32023 — ) — X0
B € R3.

1.1. Calculer Vf(z) et V2f(x).

1.2. Calculer la trace de V2(f(z)).

1.3. Le probléme (P) admet-il des solutions, admet-ils des minima locaux ?

> Exercice 2. (6 points) Soit f une fonction de R? & valeurs dans R deux fois dérivable en tout
point de R2.

2.1. Démontrer le lemme
Lemme 1. Soit (79,y0) € R? tel que V f(z0,y0) = 0. On note
2 2 2
r= %(.ﬁb’o,yo), t= gngc(x(byO)? §= %(l‘o,yo)-
1. Sirt—s2>0 etr >0 alors (wg,y0) est un minimum local de f.
2. Sirt—s2>0etr <0 alors (zo,y0) est un mazimum local de f.
3. Sirt—s? <0 alors (zg,yo) n'est ni un minimum local, ni un mazimum local de f.

4. Sirt—s?> =0, on ne peut rien conclure.
2.2. Donner des exemples qui correspondent aux 4 cas du théoréme précédent.

>> Exercice 3. (3 points)

Soit f une fonction de classe C! de R? & valeurs dans R. On définit alors I’ensemble M = {z €
R2, f(z) = 0}. On appelle alors vecteur tangent & M en zog € M, tout vecteur v = ¢’(0) oil ¢
est une fonction dérivable d’un intervalle I ouvert de R contenant 0 & valeur dans M et vérifiant

©(0) = zo.
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3.1. En considérant la composée g = f o o démontrer que tout vecteur tangent a M en xg est
orthogonal au gradient V f(x¢).

>> Exercice 4 (Le probléeme du positionnement GPS). (6 points)

On se place dans le cadre d’une constellation GPS. Tout utilisateur disposant d’un récepteur
GPS recoit de la part de tous les satellites visibles des informations lui permettant de déterminer
sa position par triangularisation.

S1 S2

(t1,X1,YNZ1)

Utilisateur

FI1GURE 1 — Positionnement GPS.

Les informations renvoyées par le satellite S; sont :
— la date d’émission du message ¢;,
— la position du satellite au moment de 1’émission (x;, y;, ;).

L’utilisateur peut alors calculer la distance d; qui le sépare du satellite S; connaissant la vitesse
de propagation du signal ¢. En combinant chacune des distances obtenues, 'utilisateur détermine
sa position P par triangulation.

On introduira de plus un biais 7 entre ’horloge interne des satellites — H, — (horloge atomique
parfaitement synchronisée) et I’horloge du récepteur — H, — (horloge a quartz). Donc : H, =
Hy+ .

Mise en équation du probléeme

On considere que les instruments de mesure sont parfaits, c’est a dire pas d’erreur sur la position
des satellites (24, yi, 2i)i=1,..~ (N étant le nombre de satellites visibles), sur la date d’émission
des signaux (¢;) et sur la date de réception (tu;).

Soient P; = (wy, i, zi)T la position des satellites visibles et P, = (mu,yu,zu)T la position de
l'utilisateur & déterminer. On a :

dz‘ =cX ((tui—T) —tz‘) = HPu_PzHQ

ou c est la vitesse de propagation du signal.
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Il faut donc déterminer au mieux la position de l'utilisateur P, et le biais d’horloge 7 afin de
minimiser 1’écart entre ¢ X ((tu; — 7) — t;) et ||[Py, — P;||2, ceci pour I'ensemble des satellites
visibles 1 <7 < N.

4.1. Exprimer le probleme d’optimisation
SR
min —
g 2
relatif & I'estimation au sens des moindres carrés de la position de l'utilisateur et du biais
d’horloge. On précisera l'espace des parametres (3, ainsi que Iapplication “résidus” R(/3).

4.2. Exprimer la dérivée de 'application “résidus” qui intervient dans la formulation du pro-
bléme.

4.3. Ecrire formellement l’itération de Gauss-Newton permettant de résoudre le PB aux moindres
carrés non linéaire précédent.
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