


Université Fédérale

- JINP ENSEEIHT 2

BSTITUT NATIONAL
‘ DES SCIENCES

APPLIGUEES

TOULOUSE

Département Sciences du Numérique

Equations différentielles ordinaires
Joseph Gergaud

17 septembre 2021




Table des matieres

Chapitre 1. Introduction

1.1 Objectifs. . o oo
1.2 Terminologie. . .. ...
1.3 Qu’est-ce quune solution?. ... ... ..

1.3.1  Solution classique . .. ... e
1.4 Plan du cours . . ..o

Chapitre 2. Equations différentielles linéaires

2.1 Introduction . .. ... ...
2.2 Equations différentielles linéaires homogenes autonomes . . . ...............
2.2.1 Approche élémentaire . .. ... ... ...
2.2.2  Exponentielle de matrice ........ ... ... . .
2.2.3 Calcul de 'exponentielle de matrice . . . .........................
2.2.4  Forme des solutions ............ ... i
2.3 Equations HNnéaires . . .
2.3.1 Introduction . ........ ...
2.3.2  Existence et unicité de solution . .......... ... . ... o L
2.3.3 Résolvante . ... ... ...
2.3.4 Equations différentielles linéaires avec second membre .............

Chapitre 3. Théorie des équations différentielles

3.1 Existence ... ... ..
3.2 Dépendances par rapports aux donmées . . . ... ..o vttt
3.2.1 Introduction ......... ... .. ...
3.2.2 Continuité. ... ... ... . . .
3.2.3 Dérivée . . ... e

Chapitre 4. Intégration numérique, les méthodes de Runge-Kutta
4.1 Introduction . ... ... ... ..

4.2 Exemples . ... e
4.2.1 Exemple 1. ...
4.2.2 Modele de Lorenz . .. ...
4.2.3 Exemple de Roberston .. ... ... ... ... . . ..

4.3 Définitions et exemples ... ...

4.4 Méthodes de Runge-Kutta explicite. . ...... ... ... . . . . . ...
4.4.1 DEfinition . . ... ...
4.4.2  Ordre . ...
4.4.3  CONVEIZEINCE . . o v vttt ettt e e e e e e e e e e

4.5 FErreurs d’arrondi . ... ..

4.6 Controle du Pas . ... ..ot
4.6.1 Introduction . ... .. ... ...
4.6.2 Extrapolation de Richardson ........... . ... .. ... .. .. ... ... ...

U U

© o o o



4.6.3 Méthode de Runge-Kutta emboitées ........... ... ... ... .. .....
4.7 Les méthodes de Runge-Kutta implicites. ... ............ ... ... ... ...
4.8  EXEICICES . .t v it e

Chapitre 5. Sortie dense, discontinuités, dérivées

5.1 Sortie dense . . ...
5.1.1  Objectif. . .o
51.2 Calcul delasortiedense. ... ... ...
5.1.3 Détection d’évenements . ... ... ...«
5.1.4 Intégration d’équations différentielles & second membre discontinues . .

5.2 Calcul de la dérivée . ... ... .
521 Exemple .. ..
5.2.2 Différences finies externes. .. ......... ..
5.2.3 Equation variationnelle. . . ... .. L
5.2.4 Différentiation interne de Bock (IND) ...... ... ... ... ... .. ... ..
5.2.5 Exemple ...

Chapitre 6.

6.1 Espace de Banach ............ . . . . .. ...
6.2 Théoremes de points fixes .. ...
6.3 Topologie . . ...
6.4 Développement de Taylor. ... ... . .
Bibliographie
Index

Index

50
54
56

58
o8
58
58
59
60
61
61
61
61
62
62

66
66
66
66
67

69

71

71



CHAPITRE 1

Introduction

1.1 Objectifs

L’objectif de ce cours est I’étude mathématique, algorithmique et numérique des systemes
différentielles a condition initiale aussi appelé probleme de Cauchy

ou &(t) = ‘é—f(t) et f est une fonction

f: QCRxR" — R"
(5:9) — f(s,9),
Q ouvert et (tg, zg) € €. Le fait que € soit un ouvert est un point essentiel.

Remarque 1.1.1. Ici x est une fonction d’un intervalle ouvert I de R contenant ¢y a valeur
dans R" :

z: I — R"

t — x(t),

et @(t) = ZL(1).
Définition 1.1.1
L’équation @(t) = f(t,x(t)) s’appelle une équation différentielle.

Exemple 1.1.1 (Circuit RLC). On considére le circuit de la figure 1.1 et on note i(t) = ¢(t).
Le bilan des tensions conduit & I’équation différentielle linéaire du deuxiéme ordre :

Li(t) + R4(t) + qg) =0. (1.1)

On pose z1(t) = q(t) et z2(t) = ¢(t) alors ’équation 1.1 est équivalente au systeme d’équation

{ L1 (t) = xa(t)

i‘z(t) = —%xg(t) — %1‘1(2&).
ici f s’écrit
f: RxR? — R?
) S = (g, ).

R 1
—TY2 — o

1. Initial Value Problem.
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FIGURE 1.1 — Circuit RLC.

0 1
(_1 _R>?
LC L

On peut aussi écrire f(s,y) = Ay avec

et le systéme est dit linéaire, a coeflicients constants et sans second membre.

O

Exemple 1.1.2 (Pendule simple). On considere le pendule de la figure 1.2. Les principes phy-
siques de la mécanique classique donnent comme équation qui régit 1’évolution du mouvement

mi?a(t) + mlgsin(a(t)) = 0,

ou ¢(t) désigne la dérivée seconde de 'angle v par rapport au temps t.

mg

FIGURE 1.2 — Pendule simple.

On prend ici comme variable d’état qui décrit le systeme z(t) = (z1(t), z2(t))

Le systeme différentiel du premier ordre que 1’on obtient s’écrit alors

(a(t), ().
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Cette équation s’écrit

{ &(t) = f(t,z(t))
x(0) = xo,

f: RxR? — R?
(5.9) f<s,y>=( b2 )

— 7 sin(y1)
Ici le systeme est non linéaire car la fonction sin n’est pas linéaire. Si on fait 'approximation
des petits angles sinxz; =~ x1, le systeme devient linéaire a coefficient constant et sans second
membre : &(t) = Az(t), avec
0 1
A= ( ) ) |
-9 0

Remarque 1.1.2. Dans les deux exemples précédents, la fonction f ne dépend pas du
premier argument s. On peut donc aussi écrire I’équation différentielle sous la forme
z(t) = g(x(t)) avec

O

g: R — R’
(y) — g(y) = f(s,9).

Exercice 1.1.3. On considére I’équation différentielle

z1(t) = x1(t) + x2(t) + sint
(IVP)q d2(t) = —z1(t) + 3w2(t)
1'1(0) = —9/25,.%'2(0) = —4/25.

1. Ecrite la fonction f permettant d’écrire le systéme différentiel i(t) = f(¢, z(t)).
2. Eerire f(s,y) = Ay + b(s). On donnera A, matrice (2,2) et la fonction b. O
Exercice 1.1.4 (Modele de Lorenz (effet papillon)). On considere 1’équation différentielle
[ (t) t t t t
oo B e
21(0) = —8,22(0) = 8,23(0) =1 — 1,
avec 0 = 10,7 = 28,b = 8/3.
1. Ecrite la fonction f permettant d’écrire le systeme différentiel i(t) = f(¢, z(t)).
2. Peut-on écrire ici f(s,y) = Ay, A matrice constante ? O

Exercice 1.1.5 (exemple de Roberston). On considére la réaction chimique

o
=)
=

A — B (lente),
B+ B 3100 ¢ + B (trés rapide),
B+c 9% B (rapide).
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Le systeme différentiel associé a cette réaction chimique est donnée par

i:l(t) = —0.04:L’1(t) + 1011’2@)%3(15) -,
Ta(t) = 0.04z1(t) — 10%zo(t)xs(t) —3.10"x5(¢)

(IVP) y‘cz(t) = 1 o 3.10%%@)
.’El(()) = 1,1’2(0) = 0,$3(0) = 0,

1. Ecrite la fonction f permettant d’écrire le systéme différentiel i (t) = f(¢, z(t)).
2. Peut-on écrire ici f(s,y) = Ay, A matrice constante ? O

Remarque 1.1.3. On peut trés bien écrire f de la fagon suivante (par exemple pour le

second exemple)
f: RxR?* — R?

@y sfan)=(_g o)

f: RxR? — R?
(tz) — f(t,ar)Z( g )

— 7 sin(z1)

ou encore

Dans la suite on prendra toujours comme argument de f, les variables t et x, ceci afin de ne
pas multiplier les notations. C’est le contexte qui fera la différence entre les significations de
x : dans la définition de la fonction f c’est une variable de R" et dans I’équation différentielle
z(t) = f(t,z(t)), c’est une fonction d’un intervalle ouvert de R & valeurs dans R".

Remarque 1.1.4. Nous ne traiterons ni les équations a retard|7]

o E(t) = f(t,x(t), 2t —7))
(DDE) { z(t) = f(t) Vt € [to — 7, %0,

ni les équations différentielles algébriques|8]

a. Delay Differential Equation.
b. Differential Algebraic Equation.

1.2 Terminologie

o On appellera équation différentielle ou systéme dynamique toute équation z(t) = f(t, x(t))
(c’est-a-dire sans la condition initiale).
« Silafonction f ne dépend pas explicitement du temps, c’est-a-dire que I’équation différentielle
s’écrit @(t) = f(x(t)), on dit que I’équation différentielle est autonome.
« L’équation différentielle est dite linéaire? si elle s’écrit (t) = A(t)x(t) + b(t).
—x: I — R";
— A: I — LR, R") = M,(R);

2. En francais, on devrait dire équation affine.
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— b: I — R"™
o Elle est dite linéaire et homogene ou sans terme constant si elle s’écrit &(t) = A(t)x(t);
« Elle est dite linéaire & coefficients constants si elle s’écrit () = Ax(t) + b.
o On appelle dimension de I’équation différentielle # = f(¢,x(t)) la dimension n de z(t).

e On appelle équation différentielle d’ordre m une équation qui s’écrit

M) = gt 2(t), ..., 2D (@).

1.3 Qu’est-ce qu’une solution ?

La premiére question qui se pose est de savoir ce que I’on entend par une solution de (IV P).

1.3.1 Solution classique

Définition 1.3.1

[Définition classique] On suppose f définie et continue sur un ouvert 2 de R"*! & valeurs
dans R"™. On appelle solution classique de (IV P) tout couple (I,x), I intervalle ouvert
de R, contenant tg et = : I — R dérivable en tout point et vérifiant

L. (t,z(t)) e QVtel
2. @(t) = f(t,z(t)),Vt € I
3. l‘(to) = Xg.

Une solution est aussi appelée courbe intégrale de ’équation différentielle.

Remarque 1.3.1. Si f est continue (respectivement C*) et (I,z) est une solution alors x
est C! (respectivement CK*1).

Exercice 1.3.1. Vérifiez que la fonction

¢: R — R?

1 .
—5:(13sint + 9cost
t — 251( . . )
—5=(3sint +4sint)

est solution du systéme différentiel & condition initiale de ’exercice 1.1.3. O

Exercice 1.3.2. On considere le probleme de Cauchy définie sur 2 = R x R

i(t) = —22(t)
.%'(to) = 2o,

(IVP1) {

ou (to, zo) est fixé. Vérifiez que 'on a les solutions :
e Si o = 0,
p: I =]—o00,+400] —
t — () =0
e Sixzg>0,
o: I =]ty —1/xg,+0] — R
t — ) = et
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e Sizg<O,

(V2

Ces résultats sont visualisés sur les figures 1.3 et 1.4.

0.5

I :] — OO,t() — 1/%0[

#(t) = Tto)oor1

-0.51

FIGURE 1.3 — Visualisation de l’ensemble |w_(0,x0),w+(0,z0)[xx0 pour lexemple &(t)

—2%(t), 2(0) = wo.

FIGURE 1.4 — Solutions pour le probléme i(t) = —x%(t),x(ty) = o, les courbes intégrales ne

peuvent se couper, elles forment une partition de Uouwvert Q = R2.
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Théoréme 1.3.2

On suppose f continue et Q2 ouvert. Alors (I, x) est une solution de (IV P) si et seulement
sitg €I, (t,x(t)) € Q pour tout t dans I, et

z(t) = x0 + tf(s,x(s))ds.

» Si (I, ) est une solution alors = est C, par suite

t
x(t) = c+/ #(s)ds.
to
Le résultat est alors immédiat.
Réciproquement si

x(t) = xo + t: f(s,z(s))ds,

alors, z(tg) = xg et &(t) = f(t,z(t)). [ |

1.4 Plan du cours

Maintenant que 'on a définit le probleme traité, nous allons dans ce cours étudier tout
d’abord les aspects mathématiques qui comprendront les équations différentielles ordinaires
linéaires, le théoréme d’existence de solution de Cauchy-Lipschitz et la dépendance de la solution
par rapport aux données. Dans une deuxiéme partie, nous verrons l'intégration numérique via
les méthodes de Runge-Kutta.

Ce cours n’est bien stir qu’une introduction au domaine. Concernant la deuxiéme partie par
exemple une bonne référence est donnée par les 3 livres du professeur E. Hairer et al.[7, 8, 6]
qui font plus de 300 pages chacun!
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2.1 Introduction

Dans tout ce chapitre I sera un intervalle de R et K sera le corps des réels ou des complexes.
L’objectif de ce chapitre est I’étude mathématique des équations différentielles linéaires

z(t) = A(t)x(t) + b(t),

e x: 1 — K";
« A: T — LK",K") = M, (K);
. b:[—)Kn.

Ce chapitre est fortement inspiré del’ouvrage de Frédéric Jean [9]. Nous commencerons par
le cas des équations linéaires homogenes et autonomes #(t) = Axz(t), puis nous étudierons le cas
non autonome Z(t) = A(t)x(t) et le cas générale des équations linéaires i(t) = A(t)x(t) + b(t).

2.2 Equations différentielles linéaires homogénes autonomes

2.2.1 Approche élémentaire

Dans cette sous section le corps K sera le corps des réels R.
Exemple 2.2.1. On considére I’équation différentielle ordinaire linéaire scalaire

#(t) = Aa(t)
z(to) = o,

(IVP1) {
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ou A est un réel et x est une fonction de R dans R. On sait que la solution de cette équation,
qui est unique (cf. le théoreme 2.3.2 ci-apres), est donnée par

z(t) = M) g,
On en déduit que cette solution est définie sur I = R et que 'on a comme comportement
asymptotique

o Si A< 0 alors limy, 4o x(t) =0;
e Si A =0 alors z(t) = z¢;
e SiA>0

— Sixg < 0 alors limy_, o0 z(t) = —00;
— Sixg =0 alors z(t) =0;

— Si zg > 0 alors limy_, 4o 2(t) = +o0.

Exemple 2.2.2. Considérons maintenant un systéme de deux équations différentielles

1’1(t) = Alxl(t)

Zo(t) = Aaxa(t)
(IVP2) 21 (o) = 0.1

x2(to) = o 2.

La solution est alors donnée par

et le comportement asymptotique est

e siA; <0et Ay <0 alors limy_, o z(t) =0;

o si A1 <0et Ay >0etxpg#0 alors |z1(t)] = 0 et |z2(t)| = 400, et donc ||z(t)|| — +o0,
quand t — +o00;

2.2.2 Exponentielle de matrice

L’espace vectoriel normé (M., (K), ||.||), est un espace de Banach. On considére ici une norme
qui vérifie ||AB|| < ||A||||B|. La série S5 Ak—;c est alors normalement convergente (6) car

HA’“II

Z Z ||A||k _ Al
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Définition 2.2.1

[Exponentielle de matrice] On appelle exponentiel de matrice ’application

exp: My(K) — M,(K)
A — exp(A) = et =19 Ak—f

Théoréme 2.2.2

L’exponentielle de matrice a les propriétés suivantes :
1. 9 =1;
2. si A =diag(A1,...,\,) alors

e 0
exp(A) = : : (2.1)
0 en
3. si P est inversible on a
exp(PAP™') = Pexp(A)P~L; (2.2)

4. si A et B sont deux matrices qui commutent alors
exp(A + B) = exp(A) exp(B); (2.3)

5. pour tout « et 3, eletHA = gaAgBA .

6. pour toute matrice A, e est inversible et
(exp(A)) ™" = exp(—A); (24)

7. pour toute matrice A, I'application t — e est C™ et

d
%em = Aet = 1A (2.5)

> 1. Evident.
2. 1l suffit d’écrire la définition.

3. On a
1 1 1 PAFp-1
exp(PAP™') = PIP™!' + PAP +...T
Ak .
:P<[+A+...+k'+...>P—1_

4. Soit A, B deux matrices carrés qui commutent. Par définition on a

A+ B)™
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Mais A et B commutent, la formule du bindme permet alors d’écrire
m
(A+B)™=> CrA"B™F,
k=0

Mais les séries définissant e et e® étant normalement convergentes, nous avons

k! k!

:I+(A+B)+~--<m Af%)er

AF B*
eAeB:<I+A—|—-~-—|——|—---)<I—|—B—|—---—|——i—~-->

0
m |
:]+(A+B)_|_...1<Zm‘AkBm—k>_|_...

d’ou le résultat.
5. C’est immédiat car a A et A commutent.
6. 1l suffit d’écrire eA=4 = ede 4 = I.

7. Posons

tA

fr R — MyK)
t — e

La série définissant 1’application f(¢) est normalement convergente, par suite elle est
uniformément convergente sur tout intervalle compacte I de R. La série des termes
dérivées s’écrit
tk Ak "
AlT+ A+ 4+ ... ) = A4,
(k)!
Cette série est normalement convergente. On en déduit qu’elle est égale & f/(t).
|

Exemple 2.2.3. Si maintenant nous considérons le cas du systéme différentiel

z(t) = Az(t)
IV P3
( ) { Ji(t()) = 2o,
avec
A - 0
A =diag(Ag, ..., ) = | :
0 An
La solution est alors
e(t*to)Alxo’l elt—=to)Ar .. 0
x(t) = : = : : zo = elt=t0)A g,
e(tito)/\nl'()’n O e e(tfto))‘n

Le comportement asymptotique est alors

o si tous les \; sont strictement négatifs alors limy_, o 2(t) = 0;
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« sitous les A; sont négatifs ou nuls alors la solution est bornée quand ¢t — 400
« si au moins un \; est strictement positif et que xg; # 0 alors ||z(t)|| — +o0, quand
t — +o0.
O

Exemple 2.2.4. Soit maintenant A une matrice diagonalisable, A = PAP~! et le systéme
différentiel a valeur initiale

(t) = Ax(t)

(to) = o,

Posons z(t) = P~1x(t), alors z(t) est solution su systéme différentielle & valeur initiale
i(t) = P~ Li(t) = PIPAP 2(t) = Az(t)

Z(to) = P_ILUQ.

(IV P4) { i

(IV P5) {

On a donc z(t) = e*"10)AP~1zq et z(t) = Pz(t) = (Pelt=t0)A P~1) 4. Par suite le comportement
asymptotique est caractérisé par les valeurs propres de la matrice A. O

Théoréme 2.2.3

L’unique solution du systéme différentielle linéaire, autonome et homogéne a valeur initial

z(t) = Az(t)
(IV P6) { #{t0) = 20,
est
z(t) = eltt0) Az, (2.6)

» Soit x vérifiant (2.6), la propriété (2.5) implique alors que

i(t) = a(e<f—t0>%0) = Ae(10A%0 = Ax(t).

Comme on a z(tg) = xg, c’est bien une solution.
Supposons maintenant que  soit une solution de (IV P6). Posons z(t) = e~ (=0)A%(t), alors

2(t) = —Ae” T Ag (1) 4 e (70A A5 () = 0,

car A et e~ (*=%0)A commutent. Par suite z(t) = z(ty) = xo pour tout ¢ et z(t) = eltt0)Az(¢) =
e(t*tO)A:CO. |

2.2.3 Calcul de ’exponentielle de matrice

Exercice 2.2.5. A partir de la définition calculer e!4 pour
1.
10
=03,
0 1
=(00)
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N

Il
o O O
S O =
O = O

O

Remarque 2.2.1. Si A est une matrice réelle diagonalisable dans C, e = Pe®P~! est aussi

une matrice réelle.
o 1 1
Plo -2

Exercice 2.2.7. Soit a € R, a partir de la diagonalisation dans C, calculer
ox 0 —a
Pla o

Dans le cas général, pour calculer I’exponentiel d’'une matrice, on va utiliser sa décomposition
de Jordan [1]. On note respectivement P(\) et m(A) les polyndmes caractéristique et minimale
de A e M,(C)

Exercice 2.2.6. Calculer

O

et on rappelle que 'on a les propriétés suivantes
1. I'; = Kerc(A — N\ I)Pi = Kerg(A — N\ I)™,
2. dimI'; = p;;
3. Les I'; sont invariants par A;
4. La restriction de A a I'; s’écrit Ap, = M\Ir, + N;, ou N; est un endomorphisme de I';

nilpotent d’ordre inférieur ot égal & p; (N?* = 0).

Par suite, si P est la matrice de passage a une base formée d’une base de I'y, ..., d'une base
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deT,,ona P1AP = A + N avec

A1

A

=
I

ou \; est présent p; fois dans A et ou N est nilpotent. Pour aller plus loin nous allons utilisé la

décomposition sous la forme de Jordan.

Théoréme 2.2.4

[Décomposition de Jordan| Soit A une matrice carré complexe, alors il existe une matrice

P inversible telle que

P AP =

ot J; est de dimension (p;,p;) et s’écrit

avec

1. e¢; = dim(Ker(4A — \; 1)) ;

2. my; est la dimension du plus grand bloc de J;.

» cf. [1].

En conclusion, nous avons

etJ171

exp(tA) = Pet/ P71 =

2.2.4 Forme des solutions

otrer

etJZ‘y

k— e

9

Ji . matrice de dimension (n;k,n; 1)

t"i,k_l
(ni,k—l)!

tA;
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Théoréeme 2.2.5
Soit A une matrice carrée complexe. Toute solution de i(t) = Ax(t) s’écrit

mi—l

I
z(t) =Y e Y thuy (2.7)
i=1 k=0
ot Vi € T;.

Remarque 2.2.2. o Le terme en \; est polynomiale en ¢ lorsque m; > 1, et constant
lorsque m; = 1 (ce dernier cas se produit si et seulement si les ordres de multiplicités
algébrique et géométrique de A; coincident.

o Fixons z(0) = 29 = v1 + - - - + v, avec v; € [';. Cette décomposition de x( existe et est
unique car C" =1'y & --- & I',.. Alors en écrivant les dérivées successives en 0 dans la

formule (2.7) et en utilisant le fait que ‘g;—,f(O) = AFzg, on obtient

1
ik = HNkUi

olt N est la matrice nilpotente de la décomposition A + N de P~1AP.

Considérons maintenant le cas d’une matrice & coefficients dans R et d’une solution dans
R"™. On peut bien évidemment considérer A comme une matrice complexe, prendre comme
condition initiale ¢ + ¢0, appliquer le théoreme 7?7, puis prendre la partie réelle. Mais on peut
profiter du fait que si une valeur propre est complexe, sa valeur conjuguée est aussi une valeur
propre et on peut décomposer R™ comme la somme directe

Rn:E]_@”'@EQ’

ou E; =Ty, NR" si A est une valeur propre réelle et E; = (I'y, & F;\Z_) NR™ si \; est une valeur
propre complexe. On obtient ainsi le

Théoréme 2.2.6

Si A est une matrice réelle, 'ensemble des solutions réelles s’écrit

z(t) = i e N7 tF(cos(Bit)aiy + sin(Bit)bi ),

i=1 0<k<m;—1

ot \j = oy +if3; et les a; i, b; j, sont dans E;.

Corollaire 2.2.7

Si A est une matrice réelle diagonalisable dans C, alors toute solution de &(t) = Ax(t)

s’écrit
q
x(t) = Z ' (cos(Bit)a; + sin(B;t)b;)
i=1
avec A1, ..., \s, valeurs propres réelles de A, Agp1, Xst1,-- -, Ags E\q, valeurs propres com-

plexes conjuguées de A, \j = aj +i3; et a; + ib; vecteur propre de A associée a \;
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2.3 Equations linéaires

2.3.1 Introduction

On g’intéresse dans cette section aux équations différentielles linéaires & condition initiale
z(t) = A(t)x(t) + b(t)
z(to) = o,

Les fonctions A: I € R — M, (K) et b : I — K" seront toujours supposées de classe C*, k > 0.

(IV PT) {

2.3.2 Existence et unicité de solution

Théoréme 2.3.1

On suppose que A et b sont C* k > 0, tg € I, intervalle ouvert de R et que zo € K",
alors le probleme de Cauchy (IV P7) admet une solution et une seule.

» Ceci est aussi démontré au corollaire (3.3.1). Démontrons tout d’abord ’existence. On
considere un intervalle compact J C I qui contient tg. Nous allons démontrer que I'applica-
tion
T: E=(CYJLK"),|llx) — E
z(.) — T(z(.)) = xo + [ (A(s)z(s) + b(s))ds,

admet un point fixe. Le théoréme (1.1.3.1) permettra alors de conclure que le probléme de
Cauchy admet une solution sur tout intervalle compact J C I et donc sur tout I. Pour
démontrer que 'application T" admet un point fixe, nous allons utiliser le théoréme du point
fixe qui dit que si T', application d’un espace de Banach dans lui méme, admet un itéré TP
qui est contractant pour p > 1, alors 7' admet un point fixe (cf. 6.6.2). Remarquons tout
d’abord que T est bien une application de E dans E et que E est un espace de Banach.
Considérons maintenant deux éléments de E, z1(.) et z2(.). Nous avons

I @) = T = [ (A6 1(5) = alo))as]
— [ 14 1(9) - 2a(sDlas

<A | lor(s) = aa(o)ds
< AQ) o ll21() = 22 ot = o).

ol ||z(.)|lcc = max¢es ||z(t)]|. Comme J = [a,b], car c’est un intervalle compact de R, on a

1T (21()) = T(@2()lloo < A [ooll1() = 22()[loo(b = a).

Ceci montre en particulier que T' est continue. Montrons maintenant par récurrence que l’'on
a

to)?

(TP (21 () = TP(22(.)) )] < IIA(-)H’SO(t_wIle(-) = 22()loo (2.8)

et [TP(21(.)) — TP(22() oo < ”A('”’g;!(b =D o1 () — 22( oo (2.9)
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L’assertion est vraie pour p = 1. Supposons la vraie pour p et montrons la pour p + 1.
(TP (@1 () = TP (a2 () (@) = (T(TPa1 () = T(TPas()) ()]
=1 AT 1) - Taa(s)es|

< IIA(-)Iloo/ [TP1(s) = TPw2(s)]|ds

< 114() MJWAWS‘>Hmo—mmum

< agp =t

) anl( D) = 22()eo

En prenant le maximum sur ¢ € J on obtient (2.9).
Il nous suffit donc de choisir 'entier p de fagon a avoir

[AC)[E(b = a)P

<1
p!
pour conclure. |
2.3.3 Résolvante
On considere ici I’équation linéaire homogene
z(t) = A(t)x(t). (2.10)

Théoréme 2.3.2

L’ensemble des solutions de I'équation différentielle linéaire et homogeéne (2.10) £ est un
espace vectoriel de dimension n.

» Le fait que &£ soit un espace vectoriel est immédiat. Considérons maintenant ’application

LtO: K" — &
g +H—— x(.,to,l’o)

ou z(.,tg, xo) est I'unique solution de ’équation différentielle (2.10) vérifiant x(ty) = zo. Il
est évident que cette application est linéaire. Le théoreme 2.3.2 d’existence et d’unicité de
solution implique que cette application est une bijection, d’ott le résultat en ce qui concerne
la dimension. |

Définition 2.3.3

On appelle résolvante de 1’équation différentielle linéaire et homogene #(t) = A(t)z(t)
I’application
R(t,t)): K" — K"
g +— m(t,to,m’o).
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Théoréme 2.3.4

1. On a R(t,tg).xo = z(t, to, zo)-
2. Si le systéme est autonome on a R(t,ty) = e(*=10)4,
3. Pour tout ty fixé, R(.,to) est la solution du probléme de Cauchy

X(t) = A()X (1)

(IVP8) { X(ty) ~ I,

4. Pour tout tg,t1 et to dans I on a
R(tg,to) = R(tg,t1> X R(tl,to)

5. Pour tout to,t; dans I on a R(tg,t1) = (R(t1,t0)) " .
6. Si A(.) est CF, alors R(.,tg) est Ck*1.

> 1. Le théoreme d’existence et d’unicité de solution et la nature de 1’équation
différentielle #(t) = A(t)xz(t), implique que R(t,tp) est une application linéaire et
bijective, L’application R(t,ty) est donc un isomorphisme de K" sur K" et on a
l'(t,to, .%'()) = R(t,to)xo.
2. Evident.

3. Dans le probleme (IVP8), X(t) est une matrice (n,n) et I, est la matrice identité
d’ordre n. La propriété provient immédiatement du fait que

§t<R<t7t0>$O> — A(t)(R(t, to)z0),

et du fait que R(to,to) = I,, par définition.
4. Il s’agit tout simplement de la composée de deux applications linéaires.
5. 11 suffit de remarquer que R(tg,t1) X R(t1,t0) = R(to,to) = In.
6. Cela provient des propriétés des solutions d’une équation différentielle.

Théoréme 2.3.5

L’application R : I x I — My (K) qui a (t,s) associe R(t,s) est continue et de classe
C*+1 si A(.) est de classe CF.

» On peut écrire R(t,s) = R(t,tg) x (R(s,t0))~!. Or application R(.,tg) : I — M, (K) est
continue car c¢’est la solution de (IV P8). On sait de plus que I'application

: M,(K)x M,(K) — M,(K)
(A, B) — AB

est bilinéaire et continue et que 'application

inv: GL(K")

— M, (K)
A — A_l
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est continue.

On en déduit par composition des fonctions que R est continue.

Si A(.) est C*, alors R(.,tg) est C**1. Comme ® et inv sont C*°, on a, toujours par com-
position R qui est C*+1, [ |

Exercice 2.3.1. Soit R(t,1p) la résolvante de I’équation différentielle linéaire
x(t) = A(t)x(t).
On note A(t) = det R(t, tg).
1. On considere ’application

det: GL,(R) — R
A — det(A).

Montrer que det’(A).H = det(A)trace(A~'H)
2. Montrer que A(t) est solution du probleme de Cauchy

A(t) = trace(A(t))A(t)
V) { Alto) = 1.

3. En déduire que

det(R(t,tp)) = exp (/t trace(A(s))ds) :

to

Corollaire 2.3.6

[Liouville] Si pour tout t,trace(A(t)) = 0, alors det(R(t, tp)) = 1 pour tout t.

On se place ici dans le cas ou le corps K est le corps des réels. Une conséquence du corol-
laire précédent est que si la trace de 'opérateur A(t) est constamment nulle, alors I’équation
différentielle conserve le volume d’un domaine de R"™. En effet, si on note I'g un domaine de R"
et I'; son transport de ty a t par I’équation différentielle, c’est-a-dire

Iy = {R(t,to)xo S Rn, xo € Fo} g R(t,to)ro,

alors en utilisant la formule du changement de variable dans une intégrale multiple on a

Vol(Ty) :/F dac:/F det (;ﬁ)(t,to,xoo
= [ 1det (R(t.to))| day
= | det(R(t, to)|Vol(To).

dl‘o

Dong, si trace(A(t)) = 0 pour tout t, Vol(I't) = Vol(Iy).

2.3.4 Equations différentielles linéaires avec second membre
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Théoréme 2.3.7

La solution du probléme de Cauchy linéaire

(IV P9) { #(t) = A(t)x(t) + b(t)

x(to) = wo,

s’écrit .
z(t) = R(t,to)zo + | R(t,s)b(s)ds. (2.11)

to

» Nous allons appliquer la méthode de la variation de la constante. Posons z(t) =
R(t,to)v(t), nous avons alors

(%R / to)) v(t) + R(t, to)0(t)
R(t, to)v(t) + R(t, to)i(t)
t)z(t) + R(t, to)o(t).

(\z.
||

A(
A(

11 suffit alors de poser R(t,t9)v(t) = b(t), soit v(t) = R(to,t)b(t), pour que z vérifie I'équation
linéaire. Si on pose maintenant v(t) = ft R(to, s)b(s)ds, on obtient pour z une solution qui
vérifie z(tg) = 0. En conclusion, si on prend

z(t) = R(t,to)zo + 2(1),
nous aurons bien z(tg) = z et

a(t) = A

tR(t, to)xo + (t)

(R(

(OR(t to)zo + 5 (R(t, t0)u(0)

()R(t, to)mo + A)R(t, to)v(t) + R(t, to)b(t)
(O(R(t,to)o + R, 10)o(0)) + b(1)
(0)a(t) + ()

Il
S

Il suffit maintenant d’écrire

z(t) = R(t, to)xo + R(t, o) tR(to, s)b(s)ds

to

t
— R(t, to)o + / R(t, to) R(to, s)b(s)ds
to
t
= R(t,to)xo + | R(t,s)b(s)ds,
to

pour conclure. |

Exercice 2.3.2. ! On considere le systéme controlé suivant (pendule inversé linéarisé oli on

1. Sontag 1.4, page 9
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controle le couple moteur et avec g =)

avec 0(0) =1 et 6(0) = —2.

1. Ecrire le systeme sous la forme

vy | 4 = A0+ B0

2. Calculer e/ & 'aide de la définition.
3. On consideére le controle en boucle ouverte u(t) = 3e~2. Résoudre (IV P).

4. Résoudre le systeme
z(t) = Ax(t)
z(0) = xo.

avec comme condition initiale 6(0) = 0 et 0(0) = e. En déduire la solution de (IVP) avec
6(0) =1, 0(0) = —2 + ¢ et toujours pour le contrdle u(t) = 3e~2.

5. Commentaire.

6. On prend maintenant u(t) = —af(t) — B0(t). Quelle relation doivent vérifiez les constantes
a et 8 afin que z, = 0 soit un point d’équilibre asymptotiquement stable ? O
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Théorie des équations différentielles
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3.2 Dépendances par rapports aux données .................

3.2.1 Introduction
3.2.2  Continuité
3.2.3 Dérivée

3.1 Existence

On s’intéresse au probleme de Cauchy suivant

ot  est un ouvert, (g, o) € Q et

: QCRxR" — R"
f

(t,z) — ft,z)

Définition 3.1.1 — Fonction localement lipschitzienne

L’application f: Q C R x R™ — R", Q ouvert, est localement lipschitzienne par rapport

22
29
29
30
32

a la variable x si et seulement si pour tout (¢, z¢) € €2 il existe un voisinage V' € V(to, xo)

et une constante k > 0 tels que

V(t,x1) € VV(t,z2) € V, [If(t 21) — (£, 22)|] < Kz — 22|

Théoréme 3.1.2

Si f est différentiable par rapport a x et si 'application

of .

o — L(R",R")

(t,z) —> gi(t, x)

est continue alors f est localement lipschitzienne.

» C’est un corollaire du théoréme des accroissements finis (cf. le corollaire 1.3.6 page 17 de

[13]).
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Théoréme 3.1.3 — Théoreme de Cauchy-Lipschitz

Soit f : Q — R™, Q ouvert de R x R", f continue et localement lipschitzienne par
rapport a x alors pour tout (tg,xo) € 2, il existe une unique solution locale au probléme

de Cauch
’ vy |0 = ()
( ) { x(ty) = xo.

Remarque 3.1.1. Par unique solution locale on entend : si (I1,z1) et ([2,x2) sont deux
solutions de (I'V P) alors elles coincident sur I; N I5.

R” Q
4 R
pente M
x(t)
\\\\ \\\\ .
L s = [

INE-—t VAVES

/ | | | \1

to -1 to — 10 to to + 10 to -+ t

FIGURE 3.1 — Cylindre de sécurité; x(t) est dans le cylindre de sécurité [ty — no,to + Mo X

By (xo,10), mais n’est pas dans le cylindre initial [to —n,to 4+ 1] X Bf(xo,10). Ceci implique que
(¢, T(2) ()| < M pour tout t € [to — no,to + 10]-

» Nous allons appliquer le théoréme du point fixe (6.6.2) a ’application

T: F — FE
x — T(x),
définie par

T(x)(t) =z + tf(s,x(s))ds.

to
Il nous faut pour cela construire tout d’abord l’espace métrique complet E, puis montrer
que T est bien définie et qu’il existe un entier p pour lequel TP est une contraction.

Exercice 3.1.1. Afin de bien comprendre la définition de 'application T donner les premiers
itérés £(#+1) = T(x(*) dans le cas du probleme de Cauchy i(t) = Az(t),z(ty) = z avec
20 (t) = zo pour tout t. O
Définissons donc tout d’abord E. Comme f est localement lipschitzienne, il existe V; =

[to — m,to + 1] x Byf(xo, 1) voisinage de (tg,xo) sur lequel f est k—lipschitzienne. f est
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continue, donc supy, |[f(t,x)|[ = M. Si M = 0 alors le théoreme est évident. Si M # 0,
on pose 19 = min(n,ro/M) et C = [tg — no,to + 1m0] X Bf(xo,r0); C s’appelle le cylindre
de sécurité (cf. la Fig. 3.1). Posons maintenant E = C%([to — no,to + no], Bf(zo,70)) et d
la distance sur E' définie par d(z1,%2) = SUD,_y, to4no] [|71(t) — z2(t)[|. (E,d) est alors un
espace métrique complet.

Montrons maintenant que 'application T est bien définie. x est continue, f est continue donc
To + ftto f(s,z(s))ds € R™ existe. Il nous reste a vérifier que cette quantité est bien dans
By (xo,10); c’est ici que nous allons utiliser le cylindre de sécurité. Mais ceci est immédiat
car

7)) = sall = 1| [ Fls.a(easl < [ 155, a(sDllds

< [ Mds= M(t—tg) < M(ro/M) = ro.

to

Pour démontrer la contraction de TP, constatons tout d’abord que
¢
T (21)(t) — T(x2)(8)]| S/t 1f(s,21(5)) = f(s,22(s))]|ds
0
¢
< [ kllaa(s) = aa(s)]ds
0

< k(t —to)ll[x1 — ]|

Par récurrence on a alors

kP(t — to)P
TIH@H-@IH

kPnb
plod(wl,mg).

TP (1) (8) = TP(22) ()] <

d(TP (1), T"(22)) <

kpng

Il suffit donc de prendre p tel que

Nous avons donc montrer 1’existence et 1'unicité de la solution dans E. Il reste donc & montrer

pour I'unicité que toute solution définie sur [to —no, to+mno] est a valeur dans la boule By (o, 7).
Raisonnons par ’absurde et supposons qu’il existe une solution v telle que

A= {t € [to,to—l—?]o],“?)(t) —xo” > TQ} 750)

Posons t; = Inf{t € A},onaty <ty < to+no, ||[v(t1)—zo|| = 10 et v(t) € By(xo,r0),Vt € [to, t1].
Par suite

o =Ilo(t2) — woll < [ 115, v(5)llds < M(t2 ~ t0) < rg

Donc rg = M (t1 — to) et t1 = tg+ ro/M > to + no d’ou la contradiction.

la

Nous allons maintenant montrer I'unicité d’une solution dite maximale. Pour cela rappelons
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Définition 3.1.4

[ensemble ordonné inductif] Un ensemble ordonné est dit inductif si toute partie totale-
ment ordonnée est majorée.

Rappelons aussi le

Lemme 3.1.1 (lemme de Zorn). Tout ensemble ordonné inductif admet un élément mazimal.

» cf. page 24 de [15]. [ |

Théoréme 3.1.5

L’ensemble des solutions du probléme de Cauchy est ordonnée par la relation d’ordre

IlCIQ

<
(Il,xl) < (IQ,J:‘Q) < { Top, = 11

et si cet ensemble est non vide alors il est inductif.

» La relation d’ordre est évidente. Montrons que toute partie totalement ordonnée
(In,Ta)aca admet un élément maximal. Posons I = Uscaly et z : I — R™ la fonction
définie par x|, = 4. x est bien définie, en effet soit ¢ dans I, alors il existe I, qui contient
t et x(t) = xq(t) ne dépend pas le «, si t € I, NIz alors on a (Iy,z4) < (Ig,23) ou
(Ig,28) < (Ia,xa), et donc x4 (t) = xa(t)
On a bien évidemment (I, z,) < (I,z) il reste donc & montrer que (I,z) est bien une
solution.
o I est un intervalle. Soit donc (s,t) € I?. Alors il existe I, et Ig qui contiennent
respectivement s et t. Mais on a soit I, C Ig, soit Ig C I, donc soit [s,t] C I, C I,
soit [s,t] C Ig C I.
o to €I et x(ty) = xo.
o Pour tout ¢ € I, il existe « tel que ¢ € I, et x(t) = z4(t), par suite (t,z(t)) € Q.
« Pour tout t € I, il existe « tel que I, contient t et (I, xq) est une solution. Donc
2(t) = xa(t) = 0 + [, f(s,2(s))ds.
|

Corollaire 3.1.6

Sous les hypothéses du théoréme de Cauchy-Lipschitz, toute solution se prolonge en une
solution maximale (I, z), cette solution maximale est unique et I est un intervalle ouvert.

» L’existence d’une solution maximale vient de I’application du lemme de Zorn et I'unicité
du théoreme d’existence et d’unicité de Cauchy-Lipschitz. Pour montrer que I est un inter-
valle ouvert il suffit de voir que si I =|tg —n,tg + np] on peut la prolonger en ty + 79 grace
au théoreme de Cauchy-Lipschitz. [ |

Remarque 3.1.2. Le résultat d’exitence et d’unicité d’une solution maximal implique que
les courbes solutions x(t,tg, xp) ne peuvent se couper, elles sont confondues ou sans point
commun, elles forment une partition de 'ouvert Q (cf. Fig. 3.3).
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Exemple 3.1.2. On considere le probleme de Cauchy définie sur 2 = R x R

i(t) = —22(t)
IE(to) = Xy.

(IVP1) {

Pour (tp,x¢) fixé on a une unique solution maximale définie sur I =|w_(tg, zo), w+(to, zo)[ qui
dépend de (tg, xg) :

o Sixzy=0alors I =] — 0o, +oo[;w_(tg,0) = —00,wy(tp,0) = +o0 et z(t) =0;

o Sizo > 0alors I =]ty — 1/xg, +00[ et

7o
t) = :
z(?) (t —to)ao + 1’
e Sizg<0alors I =]—o0,ty—1/xg] et
o
) = ——F.
z(?) (t — to)ao + 1

Ces résultats sont visualisés sur les figures 3.2 et 3.3.

2-

0.5

-0.51

FIGURE 3.2 — Visualisation de l’ensemble |w_(0,x0),w+(0,z9)[xx0 pour lexemple x(t) =
—22(t),2(0) = x0.

Corollaire 3.1.7

Soit f: I xR™— R", I intervalle ouvert, continue. On suppose qu’il existe une fonction
continue k : I — R telle que tour tout t fixé I'application f soit localement lipschitzienne
par rapport a x de rapport k(t). Alors la solution maximale est globale, c¢’est-a-dire définie
sur I.

» Soit [tog — m1,t0 + 1m2] C I. Dans la démonstration du théoréme de Cauchy-Lipschitz,
prenons rg = +o00, E = C%([tg — n1,t0 + 2], R"),d) et K = MaX(y, _p, to+ne] K(t). f(t, ) est
alors lipschitzienne de rapport K sur cet intervalle et si p est tel que (K?/p!) max(ny,n2)? < 1,
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FIGURE 3.3 — Solutions pour le probléme i(t) = —x2(t),x(ty) = o, les courbes intégrales ne
peuvent se couper, elles forment une partition de l'ouvert Q = R2.

alors TP est une contraction.
Corollaire 3.1.8
On considére le systeme de Cauchy linéaire

&= A(t)z(t) + b(t)
z(to) = xo.

(IVP2) {

Si A(t) et b(t) sont définis sur R et continus alors on a existence et unicité de la solution
sur I = R.. Le résultat est en particulier vérifié si le systéme est autonome.

» Il suffit de prendre k(t) = ||A(t)||. En effet on a

1F (@t 1) = (& 22)|] < [JA(E) (21 = @) < [[A@)]] |21 — 2.

Remarque 3.1.3. Le résultat est encore vrai si A(t) est localement intégrable.
Théoréme 3.1.9 — Théoréme d’explosion

On suppose f: Q2 C R x R™ — R", Q ouvert, continue dérivable par rapport a x et telle
que I'application
2]
9. a9 — L(R",R")
(tu .’E) — Oz (t7 :L')
soit continue. Soit K un compact contenu dans ) et (to,xo) € K, alors il existe n; et
12 > 0 tels que pour tout t €|ty — n1,to + ne2|, (t, x(t, to, x¢)) soit extérieur a K.
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» Nous allons montrer 'existence de 7.

Si w4 (to, xo) = 400 alors le résultat est évident car K étant compact, on a K C [t1,ta] X
By (xo, R) et donc pour tout ¢ > t9, on aura (¢, z(t, %0, 0)) ¢ K. Supposons donc maintenant
que wy = w4 (tg,xo) € R. Posons F' = BRnJrlQ et p=d(K, F) > 0 et définissons le compact

Ky ={(t,r) e R x R",d((t,r), K) < p/2}.

On a K C K, C Q. Considérons maintenant un point (t;,71) € K, alors I'ensemble
Qt1,z1) = {(t,z) € Q, |t —t1] < net ||z — 21]| < a} avec n? + a® < p?/4 est un ouvert inclu
dans K,/5. Or K,/ est un compact, par suite pour tout (t,z) € Q(t1,21), |[f(t, )| < M

et H%(t, z)|| < k. On peut alors dans la démonstration du théoréme de Cauchy-Lipschitz
prendre ryg = 400 et 79 = 7, ces quantités étant indépendantes de (¢1,x1). Montrons alors
que ty = wy —n = tg + n2 répond a la question. Raisonnons par I’absurde et supposons
qu'il existe t €]ta,w, ] tel que x(t, tg, zg) soit dans K. Prenons t; =t et z1 = (1, t, x¢), la
solution du systeme de Cauchy

(IV P3) { igz )::f éj #()

existe alors sur |t; — n,t; + n[. Par conséquent la fonction définie par

2(t) = x(t, to, zo) s% t €lw_,t1],
x(t, t1,$1) sit e [tl,tl + ?7[

est une solution du probléme de Cauchy de départ et t +n > to + 1 > w,, ce qui est
impossible. |

Corollaire 3.1.10

Si dans le théoréme précédent Q@ = R x R™ et w, (to, zo) € R alors on a ||z(t, to, zo)|| —
+oo quand t — w4 (to, xo) (cf Fig. 3.3).

Exercice 3.1.3. On considere le probleme de Cauchy définie sur 2 = R x R

(1V P4) { jéff) vl

1. Vérifier que p1(t) =0 et pa(t) = % pour tout ¢ dans R sont solutions de (IV P)4.

2. Soit a > 0, vérifier que

0 sit<a
¢a(t) .
w2t —a) sit>a

pour tout ¢ dans R est solution de (IVP)??.

3. Quelle hypothese du théoréeme d’existence de Cauchy Lipschitz n’est pas vérifiée ici? [

Si on suppose seulement que f est continue, alors on peut montrer qu’il existe une solution
locale.



3.2. Dépendances par rapports aux données 29

Théoréme 3.1.11 — Théoréme de Peano

On suppose que f : Q@ — R™ est continue, que || f(t,x)| est borné par A sur I’ensemble
D ={(t,x),to <t <ty et ||x—wol <b}. Sity—1ty < b/A, alors il existe une sous suite
des polygones d’Euler qui converge vers une solution du probléme de Cauchy.

» cf. [7] page 42. [ |
On peut cependant perdre I'unicité. Par exemple le probléeme
(IVP5) x(t) = |x(t)|
z(0) =0,

admet les solutions z;(t) = 0 et x2(t) = % ainsi que

Zalt) = 0sit<a
) wa(t—a) sit>a

(cf. la Fig. 3.4).

{ “4 { {
oo
W /]
I A
N A
Y A
A
7067/ ;o

74/ f/ / /4 /

FIGURE 3.4 — Solutions pour le probléme x(t) = \/|z(t)|, z(0) = 0.

3.2 Dépendances par rapports aux données

3.2.1 Introduction

On s’intéresse ici au probleme de Cauchy
@(t) = f(t, (1), \)
(IV P6) { 2(0) = 0,
avec
e [:QCRXR"xRP— R" continue;;
o ) ouvert;
. 9  — L(R"R")
(t,a, ) — Ltz N

continue.
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Sous ces hypotheses le probleme de Cauchy

(IVPT)s { %(to) e,

admet une solution locale maximale pour tout (¢g,zg, Ag) € 2
— R"

]w— (t(]a xo, )‘0)7 w+(t07 Zo, )\0)[
— .T(t, to, X, )\0).

t

Posons O = {(t,tg, xo, \o) € R x Q,w_(ty, z0, Ao) < t < w4(to,x0,No)}, I'objectif de cette
section est d’étudier les propriétés de continuité et de dérivabilité de la fonction

ZT:

@) — R"

X
(tatO)x()a)‘O) — x(tyt[)ax()vAO)-

3.2.2 Continuité
Nous allons dans un premier temps considérer la dépendance par rapport au parametre .

Posons ici O = {(t,\) e R x RP,w_(\) <t < wy(N\)}. On a alors le

Théoréme 3.2.1
Sous les hypothéses de la sous-section précédente

1. O est un ouvert;
2. z: 0O — R" est continue.

Pour démontrer ce théoréeme, nous avons besoin du

Lemme 3.2.1. Soit u(t) une fonction de R a valeurs dans R continue et « et [ deuz réels

strictement positifs. On suppose que

u(t) < /t(au(s) + B)ds,

to

alors on a

Q™

u(t) < S(evtto) _ 1),

» Posons v(t) = f;(av(s) + B)ds, v(t) est la solution du systéme de Cauchy

(IV P8) { ig()))::ag &)+ 5

Donc v(t) = (B8/a)(e®t~t) — 1). Considérons maintenant la suite vo(t) = u(t),...,v;(t) =
ftto (aw;—1(t)+B)ds. Cette suite converge uniformement sur tout compact vers v(t) la solution
du probléme a valeur initiale linéaire (IVP8). Montrons par récurrence que ’on a toujours
vi(t) < fti)(avi(t) + B)ds et vi41(t) > v;(t). Nous aurons donc montrer ainsi que

210 1) = (1) 2 woft) = u(t)
Ceci est évident pour 7 = 0. Supposons donc l'inégalité vraie pour ¢, alors par hypothese de
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récurrence

vit1(t) = /t(avi(t) + B)ds > v;(t).

to

Par suite on a, puisque « et § sont strictement positifs
avit1(t) + B > av;(t) + 5.

Et donc .
[ (@via(t) + B)ds = v 1)

to

|
» du théoreme. Le fait que O soit un ouvert est non trivial. Considérons (t*,\*) € O et
supposons pour fixer les idées que t* > tg (le cas t* < ty se traite de la méme maniére).
Comme z(t*, \*) existe, on a t* < wy(A*). On peut donc choisir t* < t; < w4 (A*) et z(¢, \*)
est définie pour tout ¢ € [to,t1]. Définissons alors l'ensemble C = {(¢,z(t,\*), \*),tog <
t < t1} C Q qui est un compact car c’est I'image du compact [to,?;] par I'application
continue ¢t — (¢, 2(¢, A*), \*)). C est un compact de R"!, donc il existe un coefficient de
Lebesgue € > 0 du recouvrement €2 (cf. (6.6.3.1)), c’est-a-dire tel que pour tout (¢,z, \*) €
C,B((t,z,\*),e) C . Par suite il existe a et b strictement positifs tels que I’ensemble
K={(t,z,\) e RxR" x RP tg <t <ty ||z —z(t,\")|]| < a et |[|A—=X|| <b} C Q.
De plus K est un fermé borné, donc un compact, et f(¢,z, \) est uniformément continue sur
K:
Ve, E]’I?,V(th X1, )\1) € K, V(tg, X9, )\2) e K, H(tl, X1, /\1)—(t2, x9, /\2)” <n,= Hf(tl, X1, Al)—f(tg, X9, /\2)|| <e€

Considérons maintenant x(t,%p, zo,\) pour |[A — A*|| < b. Le théoréeme d’explosion (3.1)
implique que z(.,tp,zp, \) quitte le compact K quand t — wy(\). Posons alors to =
Inf{t,x(t,to,zo,\) ¢ K}. On a bien évidemment ty < to < ¢; par définition de K. Nous
allons montrer que ¢ty = t.

t
||$(t,t0,l‘0,)\) - $(t,t0,$0,)\*)|| < /t Hf(S,ZE(S,to,I‘o,)\),)\) - f(S,CE(S,to,xo, )‘*)7>‘*)||d5
0
Or

Hf(87$(87t07x07 A)7)\) - f(sax(87t07x07)‘*)7 A*)H
< Hf(s,.’L'(S,t(),l'(),)\), A) - f(S,x(S,to,l‘o,)\*),)\)" + "f(3,$(37t07$07)\*)7)\) - f(S,%‘(S,to,m(), /\*)a )‘*)H
< kl|z(t,to, zo, A) — z(t, to, xo, \*)|| car f(t,z, A) est Lipschitz par rapport a x

+ £ uniforme continuité.

Par suite
(L, to, 20, A) — (£, to, 20, A)|| < /tt(ka(t, o, 20, A) — 2 (t, to, 70, \*)|| + £)ds.
0
Donc en posant u(t) = ||z(t, to, zo, A) — (¢, to, 9, A*)|| dans le lemme (3.2.1) on obtient
u(t) = |[z(t, to, zo, ) — x(t, to, 29, A7)|| < %(e’““—to) 1) =e (3.1)

Prenons maintenant ps < b,e2 < a et ||A — X*|| < pa, alors (t2, z(t2, to, zo, A*), A*) € OK par
définition de to, mais
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o (A=Al <p2 <;

o ||lx(t,to, xo, A) — z(t, to, zo, \¥)|| < €2 < a.
Il faut donc que to = t1. En conclusion pour t* > tg, il existe to > t* et ps > 0 tels que pour
tout t, tog <t < tg et tout A, [|A — X*|| < p2, x(t, to, xo, \) existe et donc (¢, \) € O. Par une
démonstration identique on peut construire ¢; < t* et donc un ouvert |t1,t2[x B(A*, p) C O.

On en déduit que O est bien un ouvert. Quant-a la continuité, elle provient immédiatement
de (3.1). [ |

Théoréme 3.2.2

Sous les hypothéses de la sous-section précédente
1. les fonctions w_ : (tg,xo, Ao) = w—(to,xo,x0) et wy : (to, zo, Ao) — wi(to, xo, xo)
sont respectivement semi-continue inférieurement et semi-continue supérieurement ;

2. O est un ouvert;

o

x: O — R" est continue;

4. si f est indépendante de \, (tp,z9) € & C R x R" et si w_(tg,z9) < a < b <
wy (to, o), alors pour tout r > 0, il existe s > 0 et M > 0 tels que pour tout (t1,z1)
vérifiant t1 € [a,b] et ||z1 — x(t1,to, z0)|| < 8, on ait w_(t1,21) < a < b < w4 (t1,21)
et pour tout t € [a, b

z(t,tr, 21) — 2(t, to, mo)|| < 7
< M|ty — to| + M|lz1 — x|

» cf. [14] page 344 ou [10] [ |
Remarque 3.2.1. On suppose f indépendante de A, f: Q2 € R x R" — R", et on consideére
to < t1. On pose

Oy = {:L‘() S Rn, (t(),l‘()) € Q,tl < LUJr(to,l'o)}

O = {$1 eR", (751,.%1) € Q,w,(t1,$1) < to}.

Dire que 2y € Oy, c’est dire que l'intervalle de définition de x(¢,to, xo) contient ¢, le point
x(t1,to, xo) appartient alors a O;. Ces ensembles Oy et O; sont des ouverts et I'application

R(to,tl): 00 — 01
rg +H—— x(thto,xo)

est un homéomorphisme (cf. la figure 3.5).

3.2.3 Dérivée

On suppose dans cette sous-section que A = RP.
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t

FIGURE 3.5 — Homéomorphisme entre Oy et O1.

Théoreme 3.2.3
Soit f:Q C R xR"xRP —- R", Q ouvert, f continue. On suppose que f admet des

dérivées partielles continues par rapport a xr et A

of of
o ax 87 My (R).

Alors, la fonction x : O — E est de classe C'. Elle est de classe C*T1, 1 < k < o0, si f
est de classe C*. De plus

Q= M (R)

1. La fonct1on 3 (20, To, Ao) :Jw— (o, Zo, Ao), w4 (to, To, Ao) [ Mn(R) est la solution
au probleme de Cauchy linéaire

X(t) = A(t)X (t)

A { X

ot A(t) = ﬂ(t x(t,to, o, Ao), Ao) € My (R) et I, est la matrice identité d’ordre n.

2. La fonction 87( to, o, No) :Jw—(to, o, Ao), w4 (to, o, No)[— R™ est la solution au
probléme de Cauchy linéaire

(1) = A(t)z(t)
war) { 07400

3. La fonction BT( t0, 0, Ao) :Jw—(to, Zo, Ao), w4 (to, o, Xo)[= Mpp(R) est la solu-
tion au probléme de Cauchy linéaire

X(t)= A(t)X(t) + B(t)

(VARI11) { X(t) 0,

avec B(t) = %(t,w(t;to,ﬂUO,)\O),)\O) € Myp(R).

a. Equations variationnelles.
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» Supposons que l'on ait la dérivabilité alors, puisque nous avons par définition

¢
x(t, to, o, No) = xo + [ [f(s,2(s,to,x0, No), No)ds,

to

nous pouvons écrire grace aux théoremes classiques du calcul intégral

Ox to ox

0xg to Ox Oxg

D’ou le résultat.

7(t,t0, xQ, )\0) =1+ —f(s,:l:(s,tg,xg, )\0), /\0)7(8,150,.%0, )\O)dS.

Les autres formules s’obtiennent de fagon similaire. Pour une démonstration complete du

théoréme nous renvoyons a [14] page 350 ou [10]
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4.1 Introduction

L’objectif de cette partie est d’étudier les algorithmes numériques utilisés dans les pro-
grammes actuels, en particulier les programmes ODE45 de Matlab[12] et DOPRI5 du professeur
Hairer [7].

4.2 Exemples

4.2.1 Exemple 1

21(t) = x1(t) + z2(t) + sint

2o(t) = —x1(t) + 3z2(t)
WVP)S o) = —ops

22(0) = —4/25.

La solution est

x1(t) = (—1/25)(13sint + 9 cost)
x2(t) = (—1/25)(3sint + 4 cost).
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Sur cet exemple on constate que si on utilise les valeurs des parametres par défauts dans
les codes d’intégrations numériques on peut tres rapidement obtenir des résultats faux. Par
exemple sur la Fig. 4.1, la solution calculée pour les valeurs par défauts des parametres RelTol
et AbsTol de ODE45 n’est pas du tout périodique.

RelTol=10", AbsTol=10* RelTol=10, AbsTol=10"*

x(t)
Lo
A b &L
8 88 2
8 8 8 8 o
)
L

RelTol=10"%, ApsTol=10"" Solution

FIGURE 4.1 — Solutions calculées avec ODE45, RelTol=10"2 et AbsTol=10"%, RelTol=10"°
et AbsTol=10"?, RelTol=10"10 et AbsTol=10"1% et solution ezxacte

4.2.2 Modeéle de Lorenz

21(t) = —ox1(t) + oxa(t)
Ltz(t) = —I (t)xg(t) -+ m:(t) — $2(t)
z3(t) = x1(t)xa(t) — bas(t)
(IVP) xj(O) _ _18 2 3
xz(O) =8
x3(0) =r —1,

FIGURE 4.2 — Solutions pour le probleme de Lorentz.
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05F

L L L L L L L L L
0.05 0.1 0.15 02 0.25 03 0.35 04 0.45 05
t

FIGURE 4.3 — Solutions numérique pour le probleme raide obtenues par une méthode classique
(ODE45) et par une méthode pour les équations différentielles raides (ODE15S)

4.2.3 Exemple de Roberston
On considere la réaction chimique
A 804 B (lente),
B+B 9 ¢+ B (trs rapide),
B+C 10 B (rapide).

Le systeme différentiel associé a cette réaction chimique, qui est un exemple de probléme raide !,
est donnée par

z1(t) = —0.04x1 (t) + 10%2o(t)23(1)
io(t) = 0.04x1(t) — 10%zo(t)23(t) —3.10723(¢)
x3(t) = 3.10723(¢)
(IVP) 21(0) = 1
x2(0) =0
1‘3(0) 0
et la solution calculée par les deux programmes ODE45 et ODE15s sont visualisées sur la figure

4.3.

Exemple 4.2.1 (Orbite d’Arenstorf). On considére deux corps de masses (1—u) et 4 en rotation
circulaire dans le plan, et un troisieme corps de masse négligeable dont on souhaite étudier le
mouvement z(t) = (z1(¢), z2(t))T en fonction de I'attraction des 2 autres corps dans le méme
plan. Les équations du mouvement sont

. : ¢ t)—p'

B1(8) = 21 () + 2 () — p B — p

o
iy (t) = wa(t) = 21(0) — 1/ Ty — 1y

ri(t) =/ (@1(t) + ) + 23(1)
(IVP)§ ra(t) = \/(@1(t) — )2 + 23 (1)
21(0) = 0.994
i1(0) =0
ZEQ(O) =0
%2(0) = —2.00158510637908252240537862224

1. stiff problem en anglais.
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avec p = 0.012277471 et ¢/ = 1 — p. La solution est alors périodique de période t; = T =
17.0652165601579625588917206249. Elle est visualisée sur la figure 4.4.

25

Euler
—— RK4
ode45 ||

w(t)
o
o

T

FIGURE 4.4 — Orbite d’Arenstorf calculée avec Euler (24000 pas équidistants), RK4 (6000 pas
équidistants) et ODE45 (64 pas variables), cf. [7] page 130. Le professeur Ernst Hairer est né
en 1949 et est le pere de Martin Hairer, médaille Fields 2014.

O
4.3 Définitions et exemples
On désire calculer la solution sur l'intervalle I = [tg,ts] du probleme de Cauchy
@(t) = f(t,2(t))
VP
( ) { x(tg) = X0.
On considere pour cela une subdivision ¢y < t; < ... < ty = ty de I. On note h; =
tiv1 — tiyi = 0, N — 1, les pas, et hpq, = max;(h;). Nous allons calculer successivement les
valeurs approchées z1,...,zy de z(t1),...,x(tnN).

Définition 4.3.1 — Méthodes a un pas explicite

On appelle méthode a un pas explicite toute méthode pour laquelle la valeur de x;41 est
calculée de facon explicite en fonction de ¢;, z; et h; :

Tit1 = T; + hi(I)(ti, X, hz) (4.1)

Remarque 4.3.1. Pour simplifier les notations, nous n’écrirons dans la suite que le premier
pas

r1 = X0+ h(b(to,l‘o, h)
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Définition 4.3.2 — Schéma d’Euler (1768)

On appelle méthode d’Euler explicite le schéma

r1 =g+ hf(to, :L'()). (4.2)

Remarque 4.3.2. Le shéma d’Euler explicite est tout simplement une approximation de
lintégrale ft';l f(s,2z(s))ds par hf(to,xo).
Exemple 4.3.1.

i(t) =2 + 22(t)
(IVFP) { r(—1.5) = 1.4

—O—h=1/4

h=1/8
6 X h=1/16
solution

FIGURE 4.5 — Schéma d’Euler, h =1/2,1/4,1/8.

L’idée évidente pour améliorer la précision numérique est d’approcher cette intégrale par une
formule de quadrature ayant un ordre plus élevé. Si on exploite, pour améliorer 'approximation
de l'intégrale, le point milieu, nous obtenons

h h
x(t1) = xo+ hf(to + E,x(to + 5))-

Mais on ne connait pas la valeur de z(tg + %), d’ou l'idée d’approximer cette quantité par un
pas d’Euler : 2(to + h/2) & zo + 2 f(to, 70). Nous obtenons ainsi le schéma de Runge.

Définition 4.3.3 — Schéma de Runge (1895)

h h
xr1 = X9+ hf(to + 5, xo + §f(t0, .730)) (43)
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4.4 Meéthodes de Runge-Kutta explicite
4.4.1 Définition

Définition 4.4.1 — Méthode de Runge-Kutta explicite

On appelle méthode de Runge-Kutta explicite a s étages, la méthode définie par le schéma

k1 = f(to, o)
ko = f(to + c2h, xo + haziky)

: (4.4)
ks = f(to + csh,wo + h Y52 asiks)

1 = X + hZle biki
ou les coefficients ¢;, a;; et b; sont des constantes qui déﬁnissent précisément le schéma.
On supposera toujours dans la suite que ¢; =0 et ¢; = Z};ll aj; pour i =2,...,s.

On représente en pratique ce schéma par le tableau de Butcher[3], cf. la table 4.1.

C1
Co | a21
C3 | asr as2

Cs | As1 As2 ... GQgs—1

bl bQ “e bs_l bS

TABLE 4.1 — Tableau de Butcher (né en 1933).

Exemple 4.4.1. On considére par exemple les schémas de la table 77

O
Exercice 4.4.2. On considére le schéma de Heun, cf. la table 4.2.
1. Ecrire le schéma de Runge-Kutta correspondant.
2. Donner explicitement ®(tg, xg, h). O

4.4.2 Ordre

Rappelons tout d’abord les notations de Landau
Définition 4.4.2 — Notations de Landau

1. L’équation (4.5) ci-apres signifie qu'’il existe un voisinage U de 0 et il existe une
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0
0 1/3]1/3
0 1/2|1/2 2/31 0 2/3
1 0 1 |1/4 0 3/4
Euler (ordre 1) Runge (ordre 2) Heun (ordre3)
0 0
1/2]1/2 1/3| 1/3
/2] 0 1/2 2/3|-1/3 1
10 o0 1 1 I |
|1/6 2/6 2/6 1/6 | 1/8 3/8 3/8 1/8

La méthode Rk4 (ordre 4) RKk4, réegle 3/8 (ordre 4)

TABLE 4.2 — Schémas de Runge-Kutta classiques.

constante C telle que pour tout h € U on a |le(h)|| < C|hP.
e(h) = O(hP) (4.5)

2. L’équation (4.6) ci-apres signifie qu'’il existe une fonction e(h) a valeurs réelles telle
que ||e(h)|| = |h[Pe(h) avec e(h) — 0 quand h — 0.

e(h) = o(hP) (4.6)

Définition 4.4.3 — Ordre

On dit d’une méthode & un pas est d’ordre p > 1 si, pour tout probléme de Cauchy avec
f suffisamment dérivable, 'erreur sur un pas, appelée erreur locale satisfait

e(h) = z1 — x(t1, to, z0) = O(hp+1), (4_7)
ou x7 est la valeur calculée par le schéma et x(t1, tg, zo) est la valeur exacte du probleme

de Cauchy avec la valeur initiale z(tp) = zo.

Remarque 4.4.1. Attention, un schéma d’ordre p a une erreur locale en O(hP*!). Nous
verrons au corollaire (4.4.3) que c’est I'erreur globale xn — x(tf,t0,z0) qui est en O(h%,,.).

Exemple 4.4.3. Le schéma d’Euler explicite est d’ordre p = 1 car par définition de la dérivée
on a

z(ty) = z(to + h) = o + hi(to) + O(h?) = x¢ + hf(to, z0) + O(h?)
=1+ O(hQ)

O

Nous allons maintenant étudier les relations que doivent vérifier les coefficients a;j,b; et ¢;
pour qu'un schéma de Runge-Kutta explicite a 2 étages soit d’ordre 2. Pour cela nous allons
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comparer les développements de Taylor a 'ordre 2 de x; et de x(t1, %o, zo). Pour x1, nous avons

k1 = f(to,zo)
ko = f(to + coh, xg + aglhkl)
x1 = xo + h(bi1k1 + baka)
= x0 + h(b1f(to, x0) + b2 f(to + c2h, 2o + a21h f(to, 20)))
= 20 4 h(by + by) f(to, x0) + h2ba(cafi(to, x0) + as1 fo(to, 20) f(to, 20)) + O(h3).

Quand a la solution exacte sur un pas, nous avons

h2
x(to + h,to, 20) = zo + hi(to) + ?jc'(to) + O(h?)

2
= z0 + hf(to, o) + %(ft(to, o) + fa(to,z0) f(to, z0)) + O(h®).

Par suite en identifiant les termes des coefficients des puissances de h et en utilisant co = ao1,
on peut voir que le schéma sera d’ordre deux si et seulement si on a

1
bi+by=1 et boags = 3

Si on considere la méthode de Runge de la table 4.2, on voit qu’elle est d’ordre 2.

Exercice 4.4.4. On considere le schéma de Runge-Kutta explicite a 3 étages

0
s
C2 | a21
avec ci:Zaij,
€3 | az as2 j=1

by b2 b3

1. Vérifier que, dans le cas d’un systéme autonome, les relations que doivent vérifier les coef-
ficients pour avoir un schéma d’ordre 3 sont

bi+by+b3=1

baasi + bsasy + bsazs = 3

boa3, + b3(ad, + 2az1a32 + a3y) = %
bsasaas = &

O
Théoréme 4.4.4
Les méthodes de Heun et de Runge-Kutta RK4 de la table 4.2 sont respectivement d’ordre
3 et 4.
» cf. [7]. [ |

Remarque 4.4.2. On démontre que :

e p =4 est possible pour s =4 et que 'on a 8 conditions;
« pour avoir p = 5, il faut que s > 6;
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e pour avoir p = 8§, il faut s > 11 et il y a 200 conditions ;
e pour p = 10, il y a 1205 conditions.

4.4.3 Convergence

Définition 4.4.5 — Erreur de consistance

Soit x(.,tg, zp) la solution du probléeme de Cauchy & valeur initiale z(¢y) = zo. L’erreur
de consistance e; 11 est I'erreur locale en t;11 obtenue par le schéma & un pas en partant
de la solution & l'instant ¢; (cf. Fig. 4.6).

tit1
Ci+1 = SL‘(tH_l, to, SC()) — Tj+1 = . f(S, fL’(S))dS - hiq)(ti7 l‘(ti, to, .’L’o), hl) (48)

x(tigy ti (i

FIGURE 4.6 — Erreur de consistance du schéma d’Euler.

Définition 4.4.6 — Méthode consistante

On dit qu’'une méthode & un pas est consistante avec I'équation différentielle #(t) =
f(t,xz(t)) si pour toute solution x de ’équation différentielle on a

N-1 N-1
Z HeZH = Z H.%‘(ti_:,_l,to,xo) - hi@(ti,x(ti,to,xo), hl)H — 0, (4.9)
=0 1=0

lorsque hmax = max;(h;) — 0.

Définition 4.4.7 — Méthode stable

On dit qu’une méthode a un pas est stable si et seulement si il existe une constante S
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indépendante de h telle que pour toutes suites

Tit1 = T+ hiq)(ti,xi, hl) 0<i<N-1 (4.10)
Tit1 = T4 + hiq)(ti,ji, h,) +ei11 0<i <N -1, (4.11)
on ait
N
T, — x|l < Ty — ill). 4.12
onax [|zi — zill < S(|lz0 — o +;HEzH) (4.12)

Définition 4.4.8 — Méthode convergente

Une méthode & un pas est convergente si pour toute solution exacte z(.,ty, zo), la suite
(x;); définie par z;11 = x; + hi®(t;, zi, h;) vérifie

oHAX, |2(ti, to, wo) — 2i)[| — O, (4.13)

lorsque xg — z(tp) et hmax — 0.

Remarque 4.4.3. La quantité maxo<;<n ||z(i, to, o) — z;)|| dans I’équation (4.13) est l'er-
reur globale.

Calculons cette erreur globale. Posons &; = z(t;, to, z¢). Par définition de 'erreur de consis-
tance on a

Tiy1 = T + hi (s, Ti, hy) + eiq1.

Si la méthode est stable, nous en déduisons que

’ — il < S(||7o — ).
o2ax (ll(ti, to, 2o) — i) < S(llZo on+l<§i<:NHezH)

Nous en déduisons le théoreme
Théoréme 4.4.9

Si la méthode est stable et consistante, alors, elle est convergente.

Corollaire 4.4.10

Si la méthode est stable, consistante, d’ordre p et si &g = xq alors 'erreur globale est en
O(h?).
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» Il suffit d’écrire (cf. Fig 4.7) que

max x(ti,to,z0) =zl <S Y [leiall
0sisN 0<i<N—1
<s Y ot
0<i<N-—1
S Sc(hmax)p Z hz
0<i<N-—1
< SC(ty —to)(hmax)?

<— Seq k— es = Seos

— Se;

k— Seo

o 28 [ ts o 28 [

FIGURE 4.7 — Convergence, attention ’erreur de consistance et la propagation des erreurs sont
visualisées sur le graphique de droite et non de gauche.

Théoréme 4.4.11

Une méthode a un pas est consistante si et seulement si

V(t,z) € [to, t] x R™, B(t, 2,0) = f(t,).

» Par définition, nous avons
eit1 = z(tit1,to, vo) — x(tis to, wo) — hi® (i, x(ti, to, xo), hi).-

Le théoréme des accroissements finis appliqué & x(¢) sur Uintervalle [t;,¢;41] implique qu’il
existe ¢; €lt;, ti+1] tel que

x(tiy1,to, zo) — x(ti, to, x0) = hit(ci) = hif(ci, 2(cq)).
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Par suite, nous pouvons écrire

€iv1 = hi(f(ci, z(ci)) — ®(ts, 2(ti, to, 0), hi)) = hilaq + Bi)
Q= f(cia$(ci)) - (I)(Ci?l'(ci)ao)
5 = @(ci,x(ci),()) — @(ti,l‘(ti,to,l‘o),hi).

Or la fonction (t,h) — ®(t,z(t), h) est continue. Elle est donc uniformément continue sur

le compact [tg,tf] x [0,0], et donc pour tout € > 0, il existe n > 0, tels que hmax < (=
ci —ti| <n) = [|1Bill <e.

N-1 N-1
1Y Uleiall = RillesI] < > Hlleigall — hillas|
=0

=0
N-1
< D e — hiagl|
=0
N-1
[hafill < e(ty — to)
=0
Par suite, si les limites existent, on a limy,. 0 SNV |le:l| = limp,,, 0 S04 hill]. Or,

par définition de l'intégrale de Riemann, nous avons

[ 15 0) = Bt 0. 0 =t Sl (65,2(6) — (6 2(6), 0l

& € [ti,tiv1]. Donc la méthode est consistante si et seulement si

/f £t 2(t) = (t, (), 0)l|dt = 0

<~ f(t,z(t)) = (¢, z(t),0).

[ |
Théoréme 4.4.12 — Condition suffisante de stabilité
Pour que la méthode a un pas explicite soit stable il suffit que ® soit Lipchitzienne en
x : il existe A tel que pour tout t € [to,t¢],h > 0 et pour tout (z1,z2) € R? on ait
[@(t, 21, k) — (t, 22, h)|| < Allz1 — 32|
On peut alors prendre comme constante de stabilité S = elMtr—to),
Lemme 4.4.1 (Lemme de Gronwall). Soient (h;);, (0;); et (g;); des suites telles que
Oiv1 < (14 Ah;)0; + |giva], (4.14)
alors
i—1
0; < eMliTholgy 4 3" eMliTthrn) gy ). (4.15)

k=0
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» Démontrons le résultat par récurrence. Pour i = 0, I'inégalité (4.15) devient 6y < 6y.
Pour i = 1, l'inégalité (4.14) s’écrit 61 < (1 + Ahg)bo + |e1]. Il suffit alors de remarquer que
(1 + Ahg) < eAt1=10) pour conclure.

Supposons donc maintenant que 1’assertion soit vraie pour ¢ — 1 et montrons la pour 4.

Oiv1 < (14 Ah;)0; + |git1]

i—1
S eA(tiJrlfti)(eA(tiftQ)eO 4 Z eA(tiitk+1)’€k+1’) 4 ’€i+1’
k=0

%
S eA(tile*tO)aO + Z eA(t¢+1*tk+1)|€k+1|.

k=0
[ |
» du théoréme 4.4.3. On considere les deux suites
Tiv1 = i + hi®(ti, 24, hy)
Tip1 = T + hi®(ti, Ti, hi) + i1
Comme & est Lipchitzienne par rapport a la variable x, nous avons
@it = Tigall < llws — &l| + hal[w; — &l + ||€ia ]
Posons 6; = ||z; — Z;||, le lemme de Gronwall 4.4.1 implique alors que
i—1
0; < M0 + 3 [legp .
k=0
Mais t; —tg <ty —tg et t; — tg41 <ty — 1o, ce qui donne
N-1
max (63) < AU Gy + 3 [l + 1))
k=0
[ |
En conclusion lorsque le pas est constant, si nous notons nfe = Ns le nombre total

d’évaluations du deuxiéme membre f(¢,z) de I’équation différentielle, I'erreur globale en t;
pour une méthode a un pas explicite d’ordre p stable et consistante s’écrit

err = Ch?
= C(ty —to)’s"(nfe)™”
= C(p)(nfe)™".

Soit, en passant au logarithme en base 10

logyg(err) = log;o(C(p)) — plogig(nfe).



48 Chapitre 4. Intégration numérique, les méthodes de Runge-Kutta

0 T 0
ler
-2 ler -2
unge
—4r unge 1 —4r
< N
5 5
2 eun 4 eun
g 6 g ¢ K
k) k)
> >
> >
o o
k4
-8f . -8t
-10 -10
12 . . . . _12 . . . .
25 3 3.5 4 4.5 2 25 3 3.5 4 4.5
log, ,(nfe) log, (nfe)

FIGURE 4.8 — Erreur globale, pour chaque composante, en fonction du nombre d’évaluations,
pour ’équation de Van der Pol (E. Hairer, S.P. Norsett and G. Wanner, Tome I, page 140).

Ceci est illustré, pour I’équation Van der Pol (cf. page 140 de [7])

@1 (t) = z2(2)

o(t) = (1 — af(t)aa(t) — x1(t)

561(0) = 2.00861986087484313650940188
332(0) = 0,

avec ty =T = 6.6632868593231301896996820305, sur la Fig. 4.8 ou la pente de la droite est —p.

(IV P)

4.5 Erreurs d’arrondi

On considere sur [0, 1] ’équation différentielle ordinaire

(IVP) { igg)) - i@

Si on considere le schéma de Runge on a

1. Calcul 1

k1 = xg

kay = xo + (h/2)x

x1 =z + h(zo + (h/2)x0)
2. Calcul 2 x1 = (1+ h+ h%/2)xg

Donc e; ~ h3z;/6 d’ott e; < Ch? avec C = ¢/6 sur [0, 1]. Par suite

macheps 1/3 _6
hopt Z T/6 - 626 10
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erreur globale

I
0 0.5 1 15 2 25 3

x 1072

IS )
T T
\

I I

erreur globale (Horner)

N
T
I

=}
r

. _— .
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4
h

FIGURE 4.9 — Erreurs globales en fonction du pas h pour le schéma de Runge; en haut x1 =
(14 h+ h?/2)zq et en bas 1 = zo + h(zo + (h/2)20), hopt = 6.26107°, [/] page 218.

4.6 Controle du pas

4.6.1 Introduction

La question qui se pose maintenant est le choix du pas; sachant qu’un calcul a pas constant
est en général inefficace (cf. Fig 4.4). L’idée est de choisir les pas afin que lerreur locale soit
partout environ égale & une tolérance Tol fournie par I'utilisateur. Il faut pour cela avoir une
estimation de cette erreur locale.

4.6.2 Extrapolation de Richardson

Pour simplifier la présentation, nous supposons ici que la dimension de I’équation différentielle
est n = 1.

L’idée de Richardson [11] est de calculer 2 pas d’une longueur h d’une méthode de Runge-
Kutta d’ordre p. En partant de z, on obtient ainsi les valeurs de x1 et de x2. On calcule ensuite
un grand pas de longueur 2h et on obtient une nouvelle quantité zs. L’erreur locale en t1 = tg+h
est ey = x(tg + h) — 1 = ChPTt + O(hP+?). Quant-a l'erreur en ty = to + 2h pour la premiere
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méthode elle est elle composée de deux parties

Jf(tg,to,xo) — To = ($(t2,t0,x0) — x(tQ,tl, .’131)) + (x(tg,t1,ac1) - 332)
= (x(t2, t1, 2(t1, 0, 0)) — x(t2, t1,21)) + €2

*@(t ti,xz1)er +ee(er) +e
= o, i T)er + sl 2
t2
=(I+ \ gi(s,tl,xl)(;a;(s,tl,xl)ds)el—i—ele(el)—i-eg

_ I+ h%al, 1) + O(h))er + e
= (I +O(h))ChPT + ChPT + O(hp + 2)
= 20hP*! + O(hPF?).
Pour la deuxiéme méthode on a
&y = x(to + 2h, to, To) — To = C((2R)PT1) + O(KPT2).

Nous en déduisons alors ’estimation de 'erreur

1
x(to + 2h, to, m0) — w2 = o= ((to + 2h, to, x0) — Ta) + O(hP*1)

9P
To — X2 9
= O(hPt2).

Remarque 4.6.1. Si on pose T2 = x2 + :’322,,__3_”12, Ierreur local est en O(hP*2). Nous pou-
vons donc ainsi construire a partir d’'une méthode d’ordre p, une méthode d’ordre p + 1.
Cette méthode est implémenté en particulier dans le code ODEX des professeurs Hairer et

Wanner[7].

4.6.3 Méthode de Runge-Kutta emboitées

On considere deux schémas de Runge-Kutta a s étages d’ordre p et p = p — 1 emboités,
c’est-a-dire avec les mémes coefficient a;;. Nous pourrons alors par différence estimer I’erreur
locale

el ~T1 —IT1 = (l‘l — :B(tl,to,fvo)) + (x(tl,to,aio) — 3?1) = O(hp+1) + O(hﬁ—H) = O(hﬁ—H)

= ChPt!.
Exemple 4.6.1 (Méthode de Runge-Kutta emboitées Rk2(1)).
0
1/2 | 1/2
] 1
1 0
kl - f(t(b I'())

ko = f(to+h/2,x0 + h/2k1)
x1 = xo + hka Runge
I1 = xo + hky Euler

estimation de 'erreur locale : ||z1 — &1|| = h||k2 — k1| O
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Exemple 4.6.2 (Méthode de Runge-Kutta emboitées Rk4(3)).

0
1/3| 1/3
2/3 | -1/3 1
1] 1 -1 1

1 [ 1/8 3/8 3/8 1/8
/12 1/2 1/4 0 1/6

ki = f(t07370)

ko = f(to+h/3, 20 + (h/3)k1)

ks = f(to + 2h/3, ¢ + h(—k1/3 + k2))
ks = f(t+ h,xo+ h(ki — ko + k3))

x1 = xo + (h/8)(k1 + 3ka + 3ks + ka) O(hB)
zo + (h/12)(ky + 6k 4 3k3 + 2f (to + h, 1)) O(R*)

T

L’idée est alors d’accepter le pas si ||z1 — £1|| < T'ol. La norme choisie est en générale

R 2
A 1 Ti1 — Z41 )
r1— &1 =/ = '
|21 1] \/nzi:(l—i-maxﬂxio\,‘xil)

On peut aussi écrire ceci err < 1, ou

W N2
1 Ti1 — T
err = | — Z _
n = SC1

7
et sci = Tol + Tol max(|zl, |x;1]|). En pratique on prend sci = Atol; + Rtol; max(|x;o|, |zi1])-

Remarque 4.6.2. e Si Rtol; = 0, on a pour cette composante une erreur locale absolue.
e Si Atol; = 0 on a pour cette composante une erreur locale relative.
« Dans ODE45 Rtol est un scalaire et Atol est un vecteur.
o Dans DOPRI5 Rtol et Atol sont des vecteurs.

Il nous reste maintenant & déterminer la mise & jour du pas. Comme||z; — #1|| ~ ChPH,

et que l'on veut C’hfz;,rtl = Tol, on peut estimer que C = ,3;311- On en déduit que hyp =
opt

)1/(15+1) )1/(13+1)

Tol _ 1
0.9h (2% = 0.9h (&
d’éviter de plus des variations brusques du pas on imposera en pratique que 0.2 < hyp < 5h.En

conclusion on obtient ’algorithme suivant.

. Le coefficient 0.9 est un coefficient de sécurité. Afin

Algorithme 4.1. [Contréle du pas]
Calculer les sc; = Atol; + Rtol; max(|xiol, |xi1])

Calculer
_ T (%1-@1)2
err = ||x; le—\/n E o~

=1
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st err <1 alors
Le pas est accepté
fin si
Calculer le nouveau pas : h = hmin(5, max(0.2,0.9 ?*{/1/err))
sit+h >ty alors
h=t;—t
fin si

Quand au pas initiale, nous donnons ci-apres I'algorithme implémenté dans DOPRI5.

Algorithme 4.2. [Pas initial DOPRI5 | Ici sc;

Calcul d’un premier pas d’Euler
ko = JYto,xo) do = [|zol, d1 = [[kol|
ho = 0. 01 {le pas est petit par rapport a la solution}
st dy < 10 5 oud; < 107° alors
hg = 1076
fin si
h() = min(hmax, ho)
x1 = xo + hoko {pas d’Euler}
Estimation de la dérivée seconde
ki = f(to+ ho, 1)
dy = ||k1 — Koll/ho
si max(dy, dy) < 1071 alors
h1 = max(107%,1073hg)
sinon
hy = (0.01/ max(dy,d2))"/? {hy tel que h?ﬂ max(dy,dsy) = 0.01}
fin si
h = min(100hg, h1, hmaz)

= Atol + Rtol|z;| et ||z|]| = /> i 1(361)

Illustrons maintenant cet algorithme sur I’équation du Brusselator

PP e A

To(t) = 3x t)xo(t

(IVP) miO)zl 2
1‘2(0):3

La Fig. 4.10 donne pour ¢y = 20 la solution calculée, les pas acceptés et rejetés et les erreurs

commises.

Exemple 4.6.3 (Méthode de Runge-Kutta emboitées Rk3(2)). Paires de Bogacki-Shampine

utilisés dans ODE23 de Matlab.

0

1/2] 1/2

3/4| 0 3/4
2/9 1/3 4/9
7/24 1/4 1/3 1/8
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erreurs

erreur local estimée
erreur locale "exacte"
erreur globale "exacte"

FIGURE 4.10 — Solutions, pas acceptés et rejetés, erreurs locales estimés, “exactes” et erreurs
globales "exactes”. L’intégration est effectuée avec rk34 (régle 3/8 pour Uordre 4) et les solutions
Yexactes” sont calculées avec ode4 5, E. Hairer, S.P. Norsett and G. Wanner, Tome I, page 170.

k1 = f(to, o)

ko = f(to + h/2,x0 + h/2k1)

ks = f(to + 3/4h, xo + 3/4hks)

x1 = xo + h(2/9k1 + 3/9%2 +4/9%k3)  O(h')

1 = w0 + h(7/24ky + 1/4ky + 1/3ks + 1/8f(t1,21)) O(h%)

estimation de 'erreur locale : ||z1 — &1|| = (h/72)|| — 5k1 + 6ka + 8ks — 9f (t1,z1)|] O

Exemple 4.6.4 (Méthode de Runge-Kutta emboitées RK5(4)). Paires de Dormand Prince
utilisé dans ODE45 et DOPRI5.

0
1 1
5 5
3 3 9
10 | 40 10
4| w4 _ 56 32
5 15 15 9
8 | 19372 25360 64448 212
9 | 6561 2187 6561 729
1| 9017 355 46732 49 _ 5103
3168 33 5247 176 18656
35 0 500 125 2187 11
384 1113 192 6784 84
5179 0 7571 393 _ 92097 187 1
57600 16695 640 339200 2100 40
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4.7 Les méthodes de Runge-Kutta implicites

Définition 4.7.1 — Méthode de Runge-Kutta implicite

On appelle méthode de Runge-Kutta implicite a s étages, la méthode définie par le schéma

{h:fmwwm4@+h2;um%)Immi=1w~ﬁ (4.16)

x1 =0+ h> i bik;

ou les coefficients ¢;, a;; et b; sont des constantes qui définissent précisément le schéma.
On supposera toujours dans la suite que ¢; = 3774 a;5 pour i = 1,...,s.

Remarque 4.7.1. La méthode est implicite car sur chaque pas, il faut résoudre un systéme
d’équations non linéaires & ns équations et ns inconnues.

(S) { ki = f(to+ cih,zo + h Y iy aijk;) pour i=1,...,s

On représente en pratique ce schéma par le tableau de Butcher, cf. la table 4.3.

c1|1am ... Qis
Cs | Usl Qss
bl bs

TABLE 4.3 — Tableau de Butcher.

Exemple 4.7.1 (Euler implicite).
w1 =x0 + hf(t1, 1)

1)1
1

Exemple 4.7.2 (Trapéze).

T = x0 + g(f(to,ito) + f(t1,21))

Exemple 4.7.3 (Point milieu).
x1 =20 + h(f(to + /2, (x0 + 21)/2))

1/2 1{2
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Exemple 4.7.4 (Gauss implicite & deux étage d’ordre 4).

1/2-+/3/6 1/4 1/4—+/3/6
1/24++/3/6 | 1/4+/3/6 1/4
| 1/2 1/2

Théoréme 4.7.2

On suppose f : R x R™ — R" continue et Lipchitzienne par rapport a la deuxiéme

variable x de constante L. Si 1

<
Lmax;(3; |aij])
alors il existe une unique solution a (S) (cf. (4.16)). Si f(t,x) est CP, alors les k; sont
aussi CP.

Exercice 4.7.5. Démonstration du théoréeme (4.7)
1. Démontrer l'existence et 'unicité de la solution de (S) (utiliser le théoreme du point fixe).

2. Démontrer que les k; sont CP si f est CP (utiliser le théoréme des fonctions implicites).
O

Nous allons maintenant voir le lien entre les méthodes de Runge-Kutta implicites et les
méthodes de collocation. Ces derniéres méthodes consistent a chercher sur chaque intervalle
d’une discrétisation en temps un polynéme u de degré s dont les dérivées coincident? en s
points donnés a f(tg + cih, u(ty + c;h)).

Définition 4.7.3 — Méthode de collocation

Soit s > 1 et ¢1,...,¢s, s points distincts de [0, 1], on définit 'unique polyndme u(t) de
degré s vérifiant

u(to) = zo
u,(to + Cih) = f(t(] + ¢ih, u(to + Cih)).

La méthode de collocation consiste alors a calculer x; par

xr1 = u(to + h)

Théoréme 4.7.4

[[5, 16]] La méthode de collocation est équivalente a une méthode de Runge-Kutta impli-
cite a s étages avec

ci 1
(Zij:/o lj(t)dt b]:/O lj(t)dt i,jzl,...,s,

2. co-locate en anglais.
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ot l;(t) est le polynéme de Lagrange.

L) =11 L=

i —cp
2

Remarque 4.7.2. Pour résoudre sur chaque pas le systeme d’équations non linéaires, on
peut soit utiliser un point fixe (cf. la démonstration du théoreme (4.7)), soit utiliser un
algorithme de type Newton. Nous allons donner ici le cas le plus simple d’un algorithme du
point fixe, sachant qu’en pratique, il est préférable d’utiliser un algorithme du type Newton
(cf. IV.8 page 118 de [8)]).

Algorithme 4.3. Initialisation
N = nombre de pas
fpeps= epsilon pour le point fize
foitermax= nombre maximum d’itérations pour le point fize
h = (ty —to)/N
pourl=1a N faire
Initialiser les k; = f(to + ¢ih, xo)
normprog=1; nbiter=0
tant que (normprog>fpeps) et (nbiter<fpitermax) faire
Calculer les newk; = f(to + ¢ih, xo + h3>5-1 a;jkj) pouri=1,...,s
Calculer normprog=||(newky — k1; ... ;newks — ks)||
k; := newk; pouri=1,...,s
nbiter=nbiter+1
fin tant que
to=to+h
To =19+ h Z;’:l bjk‘j
fin pour

4.8 Exercices
Exercice 4.8.1. 1. Appliquez un pas d’une méthode de Runge-Kutta explicite a s étages a
léquation #(t) = z(t),z(0) = 1 et montrez que 1 est un polynoéme en h de degré s.

2. En déduire que l'ordre d’'une méthode de Runge-Kutta explicite ne peut étre plus grand
que le nombre d’étages : p < s. O

Exercice 4.8.2. On rappelle qu’un systéme non autonome peut toujours s’écrire sous forme
autonome. En effet si on considére le probleme a valeur initiale

L(t) = f(t,x(t))

x(to) = wo,

(IVP) {

et si on pose t =tg+ 7, 7 € [0,t5 — to], on a

(IVP) —
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avec

0= (30) 76 = (st

1. Ecrire ce que devient le schéma de Runge-Kutta explicite a s étages dans le cas autonome,
c’est-a-dire avec la variable z : k1 = ...

2. On pose g1 = zp et ¢; = zp + hZé-;ll aijf(gj) pour i = 1,...,s. Ecrire ce que donne ce
schéma de Runge-Kutta explicite avec ces notations.

3. En considérant la premiere composante des g; et de x1, montrer que 1'on doit avoir

s i—1
Zbizl et Zaij:ci,W:Z...,s
= =1

O

Exercice 4.8.3. 2 On considere 1’équation différentielle de Cauchy du deuxiéme ordre et auto-
nome (on considére pour simplifier ici que z(t) € R)

i(t) = f(z(1))
(IVP)q x(to)
#(to

o

T
9.

~—

(=)

T .
1. On pose z(t) = @(t) et u(t) = (a:(t) z(t)) . Ecrire le systeme (IV P) sous la forme d'un
systeme a condition initiale du premier ordre.

2. On considére maintenant le schéma de Nystrom suivant

k1 = f(zo)

ke = f(xo + haqzo + (h2/2)a2k‘1)

<I>1(u0, h) = <I>1(a:0, 20, h) =2z0+ (h/2)(")/1k1 + ’ygkg)
@2('&0, h) = (I)Q($0, 20, h) = (1/2)(51]’61 + 52]{32)

ne(5) s = () e (BT

20

Montrer que la méthode est consistante si et seulement si 41 + o = 2.
3. Donner le développement limité a 'ordre 2 de ko : ko = f(zg) + .

4. Donner les relations que doivent vérifier les coefficients pour que la méthode soit d’ordre 3.
O

3. sujet 36 page 83, Calcul différentiel et équations différentielles, Azé, Constans, Hiriart-Urruty, Dunod, 2002.
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Sortie dense, discontinuités, dérivées

5.1 Sortie dense

5.1.1 Objectif

Les intégrateurs numériques ne donnent les résultats qu’aux points de la subdivision ¢y <
t1 < ... <ty (celle-ci étant déterminée a priori pour les méthodes & pas fixes et a posteriori
pour les méthodes a pas variables), or I'utilisateur peut vouloir calculer la solution en tout point
de I'intervalle [to, t¢] ou sur une grille tres fine. L’objectif de ce qui est appelé dans la littérature
la sortie dense ! est de répondre & ce besoin. La sortie dense est en autre nécessaire :

o pour faire le tracé de la solution (cf. la trajectoire tracée dans le cas de l'utilisation

d’ODE45 sur la figure 4.4) ;

o pour détecter un événement, on intégre le systéme différentiel jusqu’a l'instant 7' ou

P(xz(T)) =0 (cf. la sous-section 5.1.3 ci-apres) ;
« pour intégrer les équations différentielles & second membre discontinue (cf. la sous section
5.1.4 ci-apres).

On désire donc sur un pas [tg,t1] avoir une approximation peu cotiteuse de la solution
x(t) = x(to + 6h),0 € [0,1], c’est-a~dire qui ne nécessite pas d’évaluation supplémentaire du
second membre de I’équation différentielle, et de méme ordre que la solution aux points de la
subdivision g, ...,ty. Cette approximation sera en pratique un polynoéme u(6) ~ x(ty + 6h)
de degré p* = p — 1. Si on choisit correctement ce polyndéme, nous pouvons avoir une erreur
d’approximation en O(6P). En ajoutant cette erreur a 'erreur globale qui est en O(hP) pour un
schéma d’ordre p, nous obtiendrons bien ce que nous voulons.

5.1.2 Calcul de la sortie dense

Une solution simple pour un schéma de Runge-Kutta d’ordre 4 est de considérer l'interpo-
lation de I’'Hermite, c’est-a-dire de déterminer I'unique polynéme de degré 3 tel que

xo  w(0) = f(to,z0)h
u(l) =T ’11(1) = f(tl,asl)h.

On obtient ainsi le polynéme suivant
u(@) = (1 —0)xg+ 0x1 +60(6 — 1)((1 — 20)(z1 — o) + (0 — V)hf(to, x0) + Ohf(t1,x1)).

Remarque 5.1.1. « La solution approximée ainsi est C';

« pour calculer le polynome, il faut calculer f(t1, 1), mais comme cette valeur est calculer
au pas suivant, il ne s’agit pas d’une évaluation supplémentaire de f.

1. dense output en anglais.
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Dans le cas général, on suppose que 'on part d’'une méthode de Runge-Kutta d’ordre p a s
étages. On rajoute s* — s étage et on cherche le polxnéme u(6) sous la forme

=1

En générale on prend s* > s+ 1 avec kg1 = f(t1,21). On cherche alors les polynomes b;(6) tels
que
u(f) — z(to + 6h) = O(hP" +1).

Exemple 5.1.1. Pour la méthode RK4, s = s* = 4, on peut prendre

362 26°
b(0) =0 — 2 4 =
1(0) 7 + 3
20>
by(6) = bs(0) = 6% — 3
9% 20°
ba(0) = — = 4 2,
) =-5 173
u() est alors continue sur [to,¢s], mais non C*. O

Exemple 5.1.2. Pour la paire de Dorman-Prince (DOPRI5 et ODE45) on trouvera les valeurs
des b;(0) page 192 de [7]. O

Remarque 5.1.2. La sortie dense permet aussi d’obtenir une approximation polynomiale
des dérivées u¥) () et donc des ¥ (tg + 6h) :

W *u® (9) — 25 (1o + 0h) = O(hP"H17F).

5.1.3 Détection d’évenements
L’objectif est de déterminer l'instant ¢ tel que (¢, z(t)) =0 € R.

Algorithme 5.1.  si ¢(t;, x;)Y(tit1, ziv1) < 0 alors
Déterminer T = t; + 6h; et z,, 0 € [0,1] tel que g(0) = (t; + Oh,u(0)) = 0 {u(f) est la
sortie dense sur [ti,tiy1].}
tiv1 =1t; + 0h;
Ti+1 = u(ti + th)
fin si

Exemple 5.1.3 (Balle qui rebondie). >> help ballode

BALLODE Run a demo of a bouncing ball.
This is an example of repeated event location, where the initial
conditions are changed after each terminal event. This demo computes ten
bounces with calls to ODE23. The speed of the ball is attenuated by 0.9
after each bounce. The trajectory is plotted using the output function
ODEPLOT.

See also 0DE23, ODE45, ODESET, ODEPLOT, FUNCTION_HANDLE.

>> orbitode
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Exemple 5.1.4 (Probléme aux trois corps restreints). >> help orbitode

ORBITODE Restricted three body problem.
This is a standard test problem for non-stiff solvers stated in Shampine
and Gordon, p. 246 ff. The first two solution components are
coordinates of the body of infinitesimal mass, so plotting one against
the other gives the orbit of the body around the other two bodies. The
initial conditions have been chosen so as to make the orbit periodic.
Moderately stringent tolerances are necessary to reproduce the
qualitative behavior of the orbit. Suitable values are le-5 for RelTol
and le-4 for AbsTol.

ORBITODE runs a demo of event location where the ability to
specify the direction of the zero crossing is critical. Both
the point of return to the initial point and the point of
maximum distance have the same event function value, and the
direction of the crossing is used to distinguish them.

The orbit of the third body is plotted using the output function
ODEPHAS2.

L. F. Shampine and M. K. Gordon, Computer Solution of Ordinary
Differential Equations, W.H. Freeman & Co., 1975.

See also 0DE45, ODE23, 0DE113, ODESET, ODEPHAS2, FUNCTION_HANDLE.
>> orbitode

This is an example of event location where the ability to
specify the direction of the zero crossing is critical. Both
the point of return to the initial point and the point of
maximum distance have the same event function value, and the
direction of the crossing is used to distinguish them.

Calling ODE45 with event functions active...
Note that the step sizes used by the integrator are NOT
determined by the location of the events, and the events are

still located accurately.

O

5.1.4 Intégration d’équations différentielles & second membre discontinues

@(t) =12 +22%(t) si (t+0.05)% + (z(t) +0.15)2 < 1
V) { i(t) =22 +32%(t) —2 si (t+0.05)*+ (z(t) +0.15)* > 1
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35
O pas acceptés
x  pas rejetés

30 7

25- 7

Nombre de pas
N
o
T
L

.
o
T
I

10r q

o I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t

FI1GURE 5.1 — Utilisation du pas variable, programme myode43.m, E. Hairer, S.P. Norsett and
G. Wanner, Tome I, page 197.

5.2 Calcul de la dérivée

5.2.1 Exemple

On considere le probleéme a valeur initiale suivant (Brusselator)[7], page 201.

i =1+ 2229 — (A + 1)y
3'32 = )\fEl — ‘T%.TQ

xl(O) =13

x2(0) = A

(IVP)

ou ty = 20.

5.2.2 Différences finies externes

ox 1
0o (tf7m0) ~ g( (tf’ zo + 5ej) - a:(tf,a;o)),
j
ol eq,...,e, désigne la base canonique de R".

5.2.3 Equation variationnelle

%(tf’ xo) est la solution X;(t¢) du systéme de Cauchy

&(t) = f(t,z(t))
(5Q); X(;()) = Z(t,2(0)X;(0)
7Y z(0



62 Chapitre 5. Sortie dense, discontinuités, dérivées

5.2.4 Différentiation interne de Bock (IND)

Nous allons approximer par différences finies le deuxiéme membre de I’équation variationnelle
[2]. On a

of

F(t,2(t) +0X;(t)) = f(t,2(t)) + 57 (8, 2(8))0.X;(t) + 0(0X;(t))

On approxime alors dans les équations variationnelles

o= (6 2() X (t) = < (f(t, 2(t) + 0X;(8) — f(t, x(t))).

On résout donc

x(t) = f(lt,x(t))
D), | X0 = 6200 + 8,60 — fitx(6)
Xj(O = e]

©
a

X1
1
X
I L

|
N0y
|

X
1
Xy
v o 4 b

29 2.95 3 3.05 3.1

L
NG
|
®
a

29 295 3 3.05 3.1

L
o
|

X
]
Xy
v o 4 b

©
@

29 2.95 3 3.05 3.1

iR
o
|

X
I
X
v o 4 b

©
@

29 2.95 3 3.05 3.1

FIGURE 5.2 — Dérivée de la solution par rapport a A amlg;f’)‘) et amg){’)‘) pour (de haut en

bas) : les différences finies avants (6\ = 4T0l), les différences finies avants (6A = vTol), la
différentiation interne de Bock (60X = \/macheps) et I’équation variationnelle. On utilise le code
ODE45 de MATLAB avec Atol = Rtol = Tol = 1074,

5.2.5 Exemple
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5.2.5.1 Modeéle a compartiments

kq

Sang x1(t) Organe x2(t)

k3

5.2.5.2 Données

Les concentrations dans le sang sont mesurées a différents instants :

0.25 | 215.6 || 3.00 | 101.2
0.50 | 189.2 || 4.00 | 88.0
0.75 | 176.0 || 6.00 | 61.6
1.00 | 162.8 || 12.00 | 22.0
1.50 | 138.6 || 24.00 | 4.4
2.00 | 121.0 || 48.00 | 0.0

5.2.5.3 Modele Mathématique

Le systeme d’équations différentielles décrivant le modele est le suivant :

#(t) = (—k‘lkl— ) f]ig) x(t) = Aga(t)

5.2.5.4 Probléme aux moindres carrées

(P) { Min  f(B) =5 ¥ (@ — 21t 8)* = 5llr(8)]?
B = t(COak17k27k3) € R4
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. . . . \ AT \ \ \ 2]
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

L L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
t

FIGURE 5.3 — Données, courbe pour 8 = (0.5,0.55,0.5,240) et résidus

5.2.5.5 Calcul de la dérivée de la fonction résidus

L’utilisation d’un algorithme a pas variables pour calculer les résidus impose d’utiliser les
équations variationnelles pour calculer les dérivées de x1 par rapport aux parametres.

#(t) = Aga(t)
1,‘1(0) = C0
.%:2(0) =0

X = A X(t)

(VAR)

avec

5.2.5.6 Solution
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FIGURE 5.4 — Données, courbe pour 5 = (0.5,0.55,0.5,240) et résidus
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6.1 Espace de Banach

On rappelle qu'un espace de Banach E est un espace vectoriel normé complet.

6.2 Théorémes de points fixes

Théoréme 6.2.1

Soit (E,d) un espace métrique complet et f : E — E une application contractante (c’est-
a-dire qu’il existe 0 < p < 1 tel que pour tout (z,y) € E?, d(f(x), f(y)) < kd(x,y)), alors
f admet un point fixe unique x = f(x).

» cf. [15] [ |
Théoréme 6.2.2

Soit (E,d) un espace métrique complet et f : E — E une application, on suppose qu'’il
existe p > 0 telle que fP soit contractante, alors f admet un point fixe unique v = f(x).

» Le théoreme du point fixe précédent appliqué a g = fP implique que g a un unique point
fixe z = g(z) = fP(x). Par suite f(z) = f(fP(x)) = g(f(x)). Donc f(x) est aussi un point
fixe de g. L’unicité du point fixe de g implique alors que = = f(z).

Supposons maintenant que f possede 2 points fixes z1 et x2. On a x; = f(x1) = fP(z1) et
x9 = fP(x2). Donc z1 et xo sont des points fixes de g. L’unicité du point fixe de g implique
alors que 1 = xs. |

6.3 Topologie

Lemme 6.3.1 (Coefficient de Lebesgue d’un recouvrement). Soient X un espace métrique
compact et (O;)icr un recouvrement ouvert de X, alors il existe ¢ > 0, appelé coefficient de
Lebesgue du recouvrement, tel que pour tout x € X,3i € I, B(x,¢) C O;.

» Pour tout z € X, il existe ¢ € I et n, > 0, tel que B(z,n,) C O;. Comme X C
Uzex B(z,m:/2) et que X est compact il existe J fini tel que X C UjejB(zj,7:,/2). Posons
alors € = minje 7(n,/2) > 0, alors pour tout x € X il existe j € J tel que d(z, ;) < ns,/2,
par suite si 2’ € B(z,¢) on a d(2',z;) < d(2',z) + d(z,zj) < €+ ns;/2 < 0. Et donc il
existe i € O; tel que B(x,e) C B(xj,1.;) C O;. [ |
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6.4 Développement de Taylor

On rappelle ici les développement de Taylors. Soit f : 2 € £ — F, une fonction, €2 ouvert,
E et F espaces vectoriels normés. On suppose f de classe C*. On rappelle que

f'(z) € L(E,F)
f"(x) € L(E,L(E,F)) = Ly(E, F)

f"(z): ExE — F
(hi,ha) —  f"(x).(h1, ho)
¥ (2) € Li(E, F) (6.1)

F®E () EF — F
(hl,...,hk) — f(k)(:c)(hl,,hk)

Si E = R, on identifie f*)(2) = f®)(2).(1,...,1) € F.
Proposition 6.7.1

Siz:[to,tf] = F est C* et (k + 1) fois différentiable sur lto, ts] et telle que ||z*T1(¢)|| <
M, vty <t <ty alors

hk
a(to + h) = x(to) + ' (to).h + - - + 2 ¥ (to) 7 +ra(t),
avec
Nl < REtL — o(pktL
k@] < G O(RF+h)

Théoréme 6.7.2

Soit f : Q € E — F une fonction C*t! et zy et xy + h deux points de § tels que
[x0, 0 + h] € Q alors

f(xO + h) = f(x()) + f’(l‘o).h + %fﬂ(xo)'<h7 h) +o A+ %f(k)(.%’())(h, U 7h> + rk<h)7
’ k fois

avec H ||k+1 H ||k+1
h h
< (k+1) <M _ Bl [F+L
Hm(h)!l_oigglllf (xo+th)\|(k 0t =M O(I[RI[*)
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