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Dans cette partie nous ferons des rappels sur le calcul différentiel :
Définitions
Développement limité d'une fonction de plusieurs variables
Notions de Gradient, matrice jacobienne, matrice hessienne, opérateur
laplacien, etc.
Formule de green-Ostrogradsky, intégration par partie pour les fonctions a
plusieurs variables



DERIVEE 5

Définition 3.1.1 — Dérivée d’une fonction de R dans R

Une fonction d'une seule variable réelle a valeurs dans R est dérivable en tout point
x de R s'il existe un nombre réel a noté f'(x) tel que :

im (XA O

Définition 3.1.2 — Dérivée au sens de Fréchet

Soient E et F deux espaces vectoriels normés. Soit f une application définie sur le
domaine D C E et 4 valeurs dans F. L'application f est dite F-différentiable (ou
différentiable au sens de Fréchet, ou encore différentiable au sens fort) en un point
x de l'intérieur du domaine D, s'il existe un opérateur linéaire continu f'(x) de E
dans F (f'(x) € L(E, F)), tel que

Vhe E, f(x+h)=f(x)+f (x)h+|h|]ee(h) , avec IIhIHim 0||<<3(h)||;r =0.
E—
(1)




Cas f:R" — R™ 6

Si E=R" et F =R" les bases étant choisies dans ces espaces, on peut associer a
I'application linéaire f'(x) une matrice notée Je(x) :

f'(x): E — F
h — f'(x).h=Ji(x)xh

Définition 3.1.3 — Matrice jacobienne

Une base dans les espaces de départ et d’arrivée étant choisi, on appelle matrice

jacobienne la matrice vérifiant

vh eR",  f'(x).h = Jr(x) x h.
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Proposition 3.1.4

Si I'application f est F-différentiable (dérivable) au point x, elle est alors continue
au point x.

Définition 3.1.5

Soient E et F deux espaces vectoriels normés, et Q C E un ouvert de E. On dit
que l'application f : Q C E — F est dérivable dans (Q si elle est dérivable en
tout point x de Q. On peut alors définir I'application

f'ixeQCE—f'(x)eL(E,F),

appelée application dérivée de f. Si I'application dérivée ' : Q C E — L(E, F)
est continue, on dit que I'application 7 : Q C E — F est (une fois) continiiment
dérivable dans (2, et on écrit

feckQ) .




EXERCICES

§)

Exercice 3.1.1. On considére la fonction

f: R" — R7
x +— Ax+b

Donner, a I'aide la définition f'(x).h, f'(x) et Je(x)
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Exercice 3.1.1. On considére la fonction

f: R" — R
X  — %XTAX+bTX+C

Donner, a l'aide la définition f'(x).h, f'(x) et Jr(x)



EXERCICES 8)

Exercice 3.1.1. On pose C(E, F) I'ensemble des fonctions continue d'un espace vectoriel
normé E compact muni de la norme ||f|lcc = Maxxcel||f(x)||F a valeurs dans un espace
vectoriel normé F et on considére xg fixé dans E. On définit
¢: C(E,F) — F
f —  f(xo)

Donner, a l'aide la définition ®'(f).h et ®'(f)
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Exercice 3.1.1. Soit L une application linéaire et continue d'un espace vectoriel normé E
a valeurs dans un espace vectoriel normé F. Donner, a I'aide la définition L'(x).h et
L'(x).
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Donc f'(x) € L(R, F) que I'on peut identifier via 'isométrie linéaire entre L(R, F) et F

®: L(R,F) — F
T — T(1)

Avec cette identification on a f'(x) € F et

Fx+h) — F(x) _

lim b f'(x),

h—0
et
f'(x).h = hf'(x). (2)

Remarque 3.1.1. Dans |'équation ci-dessus, le terme f’'(x) de gauche est une fonction
de R dans F alors que le terme de droite est un vecteur de F. Si de plus F = R alors ce
vecteur de R est tout simplement le nombre dérivée habituel.



DEUXIEME CAS FONDAMENTAL : F =R @

Définition 3.1.6 — Gradient

On appelle gradient de la fonction f en x de H, espace de Hilbert, a valeur dans
R I'unique vecteur de H, noté V£ (x), tel que

Yh e H, f'(x).h=<Vf(x),h>

Exemple 3.1.2.
f: R" — R
B — Sly—X8IP



FONCTION A VALEUR DANS UN ESPACE PRODUIT ID

La donnée d'une application

P
f-QcE—F=]]F
i=1
revient a se donner p applications composantes f; : Q C E — F;, 1 < < p, de telle facon
que
fi(x)

Vx e E, f(x)= f2(X)

()

Proposition 3.1.7

On établit facilement que I'application f est dérivable en un point a € Q si et
seulement si chaque application composante I’est aussi, et on a alors :

f’l(a)
, f'>(a) ,
filay={ . avec f'i(a) € L(E,F), 1<i<p .

Fo(a)




DERIVEES PARTIELLES @

Considérons ensuite une application

n
frac|[e—F
i=1
ot Q est un ouvert de [];_; E;. Soit a un point de Q de composantes (a1, a2, ..., an), et
soit k € (1,2,...,n) I'un des indices.
Soit Q;,i =1,...,n des ouverts des E; tels que []i_; Qi C . On définit alors la k-iéme
application partielle

Qc CExk — F
Xk — f(al,...,ak,l,xk,akﬂ,...,a,,)

on 3.1.8 — Dérivée partielle

On appelle dérivée partielle de f au point a par rapport a la k-iéme variable la
dérivée, si elle existe de I'application partielle au point ax € Qx C Ek, on note

of
aka(a) € L(Ek, F)

cette dérivée partielle.
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Théoréme 3.1.9

Soit

f:QCﬁEi—)F

i=1

= Si f est dérivable en a € Q, alors f admet n dérivées partielles %ﬁ, pour
i=1,...,netona
n
of (a)
f'(a)h = ———=h;.
( ) 6Xi 1
i=1
= Si f admet n dérivées partielles dans un voisinage de a € Q continues en a,
alors f est dérivable en a et on a

o N\ Of(a)
f'(a)h = ol

i=1




Cas f:R" > RP @

» Si f est une fonction de Q C R", Q ouvert 3 valeurs dans R™ dérivable en a € Q
alors sa matrice jacobienne d’écrit

8f1 o 8f1
-—(a) a) - -—=(a)
fl -—(a) 7%)?2 (@ - ffﬂ (a) Zl
fllayh=| a7 Ox O ”

o0 O afp b
G 2@ - 52

= Si p =1 alors le gradient de f en a s'écrit
of
(9X1
Vif(a) = :
of
Oxn




EXEMPLES

&

= Exemple 3.1.3.
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= Exemple 3.1.3.

= Exemple 3.1.4.

R3 — R

(x1, x2,x3) +—> (

3l

2

X2 COS X1 — X3 Sin X1
X1 X2 X3

).
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= Exemple 3.1.3.

X — %HXHz
= Exemple 3.1.4.
f: R3 — R?
X2 COS X1 — X3 Sin xl)

(XI’XZ’XB) — ( X1 X2 X3

= Exemple 3.1.5. Soit E, F et G 3 espaces vectoriels normés et

B: ExF — G
(x,y) +— Bl(xy)
une application bilinéaire continue
A T'aide la définition calculer B'(x, y)(h, k).

Calculer
0B(x,y) . 0B(x.Y)

Ox dy
Ecrire B'(x, y) a 'aide des dérivées partielles
0B(xy) . 0B(xy)
Ox Jdy
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Théoreme 3.1.10 — Théoréme des fonctions composées

Soient E, F, et G, trois espaces vectoriels normés. Soit f : Q C E — F une
application dérivable en un point x € Q (Q ouvert de E), et soit g : QCF—G

une appllcatlon dérivable au point y = f(x) € Q (Q ouvert de F). On suppose
f(Q) C Q. Alors I application composée

gof : QCE—G
est dérivable au point x € Q et

Vhe E , (gof)(x).h=g (F(x))-(F'(x).h).

. J

Proposition 3.1.11 — Cas de la dimension finie

SSTE=R"F=R"et G=RP,ona

Jgor (x) = Jg(y) x Jr(x) = Jg(F(x)) x Jr(x).




EXEMPLES

Exemple 3.1.6.

Rn
B

— R
— 5lly = X8I1%
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Définition 3.1.12 — Dérivée seconde

Soit f: Q C E — F une application dérivable sur I'ouvert Q C E. Si I'application
dérivée

fQCE— L(E,F)
est elle méme dérivable (i.e. F-différentiable) en un point x € €, sa dérivée, notée

F'(x) < (F) (x) € L(E, L(E, F))
est appelée dérivée seconde de I'application f au point x, et on dit que I'appli-
cation f est deux fois dérivable au point x.

\. J

Notation : |l est facile de remarquer que |'application

B: (hk)ecExE—=((f'(x)-h)-k)€e F,
est linéaire séparément en chacune des variables h et k, et est de ce fait bilinéaire. On
identifie |'application dérivée seconde de f au point x, f/(x) € L(E, L(E, F)), a une
application de I'espace L2(E X E, F)), espace des applications bilinéaires continues de
E x E dans F. On écrira alors

Vh,k € E, f"(x)(h,k) = (f"(x)-h) - k.



DERIVEE SECONDE W)

Proposition 3.1.13

Si I'application f : Q C E — F est deux fois dérivable au point x de |'ouvert
Q C E, alors I'application dérivée seconde de f au point x est une application
bilinéaire symétrique en ce sens que

Vhk € E, f/(x)(h,k) = f"(x)(k, h).

Définition 3.1.14 — Application dérivée seconde

On dit que I'application f : Q C E — F est deux fois dérivable dans Q si elle
est deux fois dérivable en tout point x de Q. On peut alors définir I’application
dérivée seconde de f

" xe€QCE—f'(x) € Lo(E X E,F) .

Si cette derniére application est continue, I'application f est dite deux fois conti-
niiment dérivable dans Q, et on écrit

fec’(Q) .




CALCUL DE LA DERIVEE SECONDE @)

Remarque 3.1.2. En ce qui concerne le calcul effectif des dérivées secondes, on utilise
le résultat suivant, qui permet de se ramener a des calculs de dérivées premiéres :

étant donné deux vecteurs quelconques h, k € E, I'élément f”(x)(h,k) € F est égal 3 Ia
dérivée au point x € Q de I'application v € Q — f'(v) - k € F, appliquée au vecteur h.

Remarque 3.1.3. Cas ou f : R” — R Si f est une application de R" a valeurs dans
R alors f”(a) est une forme bilinéaire de R” X R” 3 valeurs dans R. On peut alors lui
associer une matrice (n, n) appelée matrice hessiennne

o°f a o°f a o°f (@)
8X18X1 8X18X2 6X18X,,
o°f (a o°f @ - o°f a
Hf(a):VQf(a): Ox20x1 Ox20x Ox20xn
OPf a iai (@) - i a
O0xnOx1 O0xn0x2 O0XnOXn

et on a

Yh € R",Vh € R”, f”(a).(h,k) = h" V*f(a)k.



FORMULE DE TAYLOR @

Théoreme 3.1.15 — Formules de Taylor pour les applications une fois déri-

vables

Soient f : Q C E — F et [a, a + h] un segment fermé contenu dans Q ouvert.

i) Si f est dérivable en a, alors

fla+h) =f(a)+ f'(a) - h+ ||h||g e(h) , avec lim Jle(h)||[g = O .
[Ihllg—0

Formule des accroissements finis : si f € C°(Q) et f est dérivable en tout point du segment ouvert a, a + h[,
alors

If@+m) — f@lr < sup IF Wl ceerlblle -
x€Ja,a+h[

iii) Formule de Taylor-Maclaurin : si f € C%(Q) et f est dérivable en tout point du segment ouvert Ja, a + h], et
si F = R, alors
36 €]0,1[ tel que f(a+h) = f(a)+ f'(a+6h)-h.

Formule de Taylor avec reste intégral : si f € CI(Q) et F est complet, alors

£

1
f(a+h):f(a)+/ (f'(a+ th) - h)dt .
0




FORMULE DE TAYLOR @

Théoreme 3.1.16 — Formules de Taylor pour les appli. deux fois dérivables

Soit f : Q C E — F et [a, a + h] un segment fermé contenu dans Q (Q ouvert de E).

i) Formule de Taylor-Young : si f est dérivable dans €, et si f est deux fois dérivable au point a, alors

fla+h) =f(a)+ f'(a) - h + lf”(a)(h,h) +IhIZ () , avec lim [le(h)]lf = O.
2 lIhllg—0

ii) Formule des accroissements finis généralisée : si f € C'(Q) et f est deux fois dérivable en tout point du
segment ouvert |a, a + h[, alors

1 2
f(a+h) — f(a) — f'(a) - h|| < 5 sup I Gl coex e A lINIE
x€Ja,a+h[

iii) Formule de Taylor-Maclaurin : si f € C(Q) et f est deux fois dérivable en tout point du segment ouvert
Ja,a+ h[, etsi F =R, alors

1
36 €]0,1[ tel que f(a+h) = f(a)+f'(a)-h+ Ef“(a + 6h)(h, h) .

iv) Formule de Taylor avec reste intégral : si f € CZ(Q) et F est un espace complet, alors

1
fla+h) =f(a)+f'(a)-h +/ (1 —t)(f"(a + th)(h,h)) dt .
0




DEVELOPPEMENT A L’ORDRE 2 23)

Pour illustrer ces considérations, voici trois facons équivalentes d'écrire (par exemple) la
formule de Taylor-Young pour une fonctionnelle f : Q C R” — R deux fois dérivable :

f(a-+h) = F(a) + (a) - h+ 27" (a)(h, h) + 0] ()

f(a+h) = f(a)+ < Vf(a),h > +% < V?*f(a)h,h > + < h,h > £(h)
f(a+h) = f(a) + (Vf(a))"h + %hTVZf(a)h +h"he(h)

f(a+h) = ga(h) +h"he(h).

ol g, est une forme quadrique généralisée.



DEVELOPPEMENT DE TAYLOR (24)

On rappelle ici les développements de Taylors. Soit f : Q € E — F, une fonction, Q
ouvert, E et F espaces vectoriels normés. On suppose f de classe CX. On rappelle que

= f'(x) est une application linéaire continue : f'(x) € L(E, F)

f(x): E — F
h +— f'(x).h

= f"(x) est une application bilinéaire continue : f"(x) € L(E,L(E,F)) = L2(E, F)

f'(x): ExE — F
(hl,hz) — f”(X).(hl,hg)

» f(x) est une application k-linéaire continue : f*¥)(x) € Ly(E, F)

f(k)(x): E* — F
(hi,....h) — FO).(h,. .., h)



THEOREMES (25)

Théoréme 3.2.1

Soit f : Q € E — F une fonction C¥*! et xp et xg + h deux points de Q tels que
[0, x0 + h] € Q alors

Fxo+ h) = f(x0)+ F(x0).h+ %f”(xo).(h, h)+---+ %f(k)(xo).(h, oo h) 4 re(h),

k fois
[[A]

[N
(k+1)! = " (k+1)!

avec [|n(h)]| < sup ||V (x0 + th)]] = O(||Al[**")
0<t<1




THEOREMES

Si E =R, on identifie f¥(x) = f¥(x).(1,...,1) € F.

Théoréme 3.2.2 — Casou E=R

Si x : [to,tr] — F est C* et (k + 1) fois différentiable sur Jto, t¢[ et telle que
[x ()] < M,Vip < t < tr alors

x(to + h) = x(to) + x'(t0).h+ - - (to)hk + (1),

M
avec ||r(t)|| < mhk+1:(9(hk+1)
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