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1.1. Introduction



MOTIVATIONS

Objectifs
Pouvoir comprendre, prédire, optimiser le comportement de systémes complexes, tels que
ceux issus de la physique, la chimie, I'économie, etc..
= Prévoir le futur (météo, climat, évolution des marchés, ...);
= Systémes difficilement accessibles a I'observation (astrophysique, océan, physique
quantique, ...);
= Réduire les colits de prototypage (ingéniérie).

Modélisation
Les modélisations de ces problémes font intervenir des équations différentielles ordinaires

(EDOQ), mais aussi des équations aux dérivées partielles (EDP), 4 savoir des équations
pluri-dimensionnelles.



LA DEMARCHE CLASSIQUE

Etapes :

1- Modélisation :

> Mise en équations du probléme =- équations aux dérivées partielles;

2- Analyse du modeéle :

> Existence, unicité de la solution dans des espaces a définir;

3- Discrétisation du probleme :

> Passage de la dimension infinie a la dimension finie; étude de la "perte"

d’information ;

4- Résolution du probléeme discret :

> Numérique, analyse du comportement de la solution numérique.

| Remarque 1.1.1. Ce cours ne s'intéressera qu’aux étapes 3 et 4.
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1.2. Exemples d’'EDP et éléments de classification
1.2.1. Exemples
1.2.2. Définitions et classification



EXEMPLE 1 : FIL ELASTIQUE 6

Exemple 1.2.1. Fil élastique On considére un fil élastique dans un plan en équilibre sous
I'effet de forces. On note u(x) la déformation du fil en x.

u: [0,1] — R
X —  u(x)

{ ~LU )+ ) = () x €l0.1]
o= <o

%) = v(x)
CK; (x) = e(x)u(x) = f(x)
u(0)=u(l)=0

Il s’agit ici d'un probléme aux deux bouts (une équation différentielle ordinaire avec des
conditions aux instants initiaux et terminaux).



EXEMPLE 2 : POT DE CONFITURE 7

Exemple 1.2.2. On considére un pot de confiture cylindrique que I'on referme avec un
film plastique souple (cellophane) maintenu fixé par un élastique au bord du pot. Au fur
et a mesure que la confiture se refroidit, le film se déforme prenant une forme de plus en
plus concave. Une fois la température stabilisée, le film est dans une position d'équilibre.
Comment déterminer la forme de ce film 7.
Cette forme est définie par une fonction

u: QcR? — R

(a, %) ula,x),

ott Q = {x € R?,||x||* < 1}. Il s’agit donc de trouver la fonction u telle que

{ —Au(x) + c(x)u(x) = f(x) VxeQ
u(x) =0,Vx € 0Q

ol Au(x) est I'opérateur de Laplace

&u ?

Au(x) = 8712()0 +

;;(X).

Ox2
Remarque 1.2.1.
= C'est aussi le modeéle du tambour.
= Sic(x) = f(x) =0, pour tout x € Q et si Al(x) = 0 alors Al(x) + Ax + b est
aussi solution de Au(x) =0, d’ou les conditions aux bords.



EXEMPLE 3 : MEMBRANE VIBRANTE

Exemple 1.2.3. On considére une membrane vibrante. La question est de déterminer a
chaque instant t la position de cette membrane.
L'inconnue est ici une fonction
u: Qx[0,T]=[0,1?x[0,T] — R
(x, 1) —  u(x,t).

Et le probléme s'écrit
%u s
ﬁ(x, t) — c“Au(x,t) = f(x,t) x € Qx]0, T|
u(x,t) =0, V(x, t) € 92x]0, T|
x(x,0) = o(x), 22(x,0) = w(x), x €

ou
2 2

o 0°u
Al_l(X7 t) = aixf(x,t) + 87X22(X, t)



EXEMPLE 4 : DIFFUSION DE LA CHALEUR 9

Exemple 1.2.4. On cherche a déterminer la température d'un fil métallique chauffé a ses
extrémités et plongé a I'instant initial dans une piéce, elle-méme a une température
donnée. Le fil est le segment [a, b] et on cherche la fonction

u: [a,b]x[0,T] — R
(x,t) — u(t,x) = la tempétature du fil en x & l'instant t.
Il s’agit donc de trouver la fonction u telle que
2
(e~ DUty = F(x, 1) V(x,1) €la, B[]0, T
u(a, t) = ua(t)a U(b, t) = Ub(t) t 6]07 T[
u(x,0) = wo(x) x €]a, b[

ol Au(x) est I'opérateur de Laplace

&u

AU(X) = ﬁ
1

() + %’(x).

» C'est aussi le modeéle du tambour. f est la source extérieur de chaleur (0 si on ameéne
rien).

= U, et up sont les températures aux extrémités du fil.



QUELQUES EXEMPLES RECURRENTS DE CE COURS

10

Exemple 1.2.5. Equation de la chaleur 2D

Trouver u telles que :

%(x, t) — Au(x, t) = f(x, t) dans Q x R}
u(x,t) =0sur I x R}, 'Conditions aux limites'
u(x,0) = uo(x) dans Q. "Conditions initiales"

Exemple 1.2.6. Equation d'advection linéaire 1D
Trouver u telles que :

%(X, t) + a%(x, t) = 0 dans Q x R
u(x,t)=0sur I x Rf, "Conditions aux limites"
u(x,t) = u(x) dans Q. "Conditions initiales"



DES MODELES MATHEMATIQUES... 1

Exemple 1.2.7. Equations de Navier-Stokes (fluide incompressible)*
= Conservation de la masse
div(u) =0
= Equations du mouvement

Ou 1
aJr(u-V)qu;foyAufO

avec u le champs de vitesse, p la pression, p la densité du fluide, et v la viscosité
cinématique.

Remarque 1.2.2.

= Le probléme de I'existence et unicité de la solution de ce systéeme d'équations reste
ouvert en 3 dimensions pour des temps long.

= Expressions analytiques d'éventuelles solutions inconnues.

1. On ne mets plus ici les arguments (x, t) afin de ne pas alourdir les équations.



FORMULATION GENERALE

= Le domaine, variable x est un ouvert Q de R", en pratique, n = 1,2 ou 3. Nous
ferons I'hypothése que la frontiére de cet ouvert 9Q =T est lipschitzienne. Cela
signifie essentiellement que ' est localement le graphe d'une fonction lipschitzienne
et que  est situé d'un méme coté par rapport a cette frontiere.

FIGURE 1 — Q et Q3 sont possible, mais non Q2.

« Equation
ou ou ou
f(t7X7 U(X7 t)aa(xv t)7 87)(1()(7 t): R 87)(,7()(7 t)a
&u 0

’u 0u
X, t)7 712()(7 t)a m()ﬂ t) . ) =0

et 5



FORMULATION GENERALE 13

Définition 1.2.1 — Conditions aux limites

= Dirichlet : la valeur de u(x) est donnée Vx € T;

Oou , .
» Neumann : la valeur de 8—()() est donnée Vx € I', avec v normale sortante a
17

[en x;

= Cauchy : les valeurs de u(x) et @(X) sont données Vx € T';

= Robin : la valeur de a(x)u(x) + B(x ) (x) est donnée Vx € I, avec a et 3
des fonctions définies sur I'.

Définition 1.2.2 — Conditions initiales (si on a une variable t)

u(x,t) = uo(x) dans Q. "Conditions initiales"




ORDRE D’UNE EDP 14

Définition 1.2.3 — Ordre d’une EDP

On appelle ordre d’'une EDP, I'ordre le plus élévé des dérivées présentes dans I'équa-
tion.

Exemple 1.2.8. Les EDP présentes dans les exemples 1.2.5 et 1.2.6 sont respectivements
d'ordre 2 et 1.



CLASSIFICATION DES EDP D’ORDRE 2 15

Définition 1.2.4 — Classification des EDP d’ordre 2

Soit une EDP linéaire d’ordre 2 sur un domaine Q C R? et d'inconnue v : Q — R.

VzeQ ZZa,,U )+Zf(z ~(2) + g(2)u(2) = h(2),

i=1 j=1

avec par convention Vz € Q a;i(z) = aij(z) € R, (fi(2))iza € R et
(g(2), h(2)) € R?. On note A(z) € Mq4(R) la matrice définie par [A(2)];; = ai,;(2).
L'EDP est dite :
= Elliptique en z € Q si la matrice A(z) n’admet que des valeurs propres non
nulles toutes de méme signe;
= Hyperbolique en z € Q si la matrice A(z) admet d — 1 valeurs propres non
nulles de méme signe, et une valeur propre non nulle de signe opposé.
= Parabolique en z € Q si la matrice A(z) admet d — 1 valeurs propres non
nulles de méme signe, et une valeur propre nulle.

J

Remarque 1.2.3. Les composantes de z renvoient aussi bien aux dimensions spatiales
que temporelles.




EXERCISE 16

Exercice 1.2.9. Dites pour les exemples suivants si I'EDP est elliptique, hyperbolique ou
parabolique

= modeéle stationnaire (thermique, électrostatique, membrane élastique, écoulement
potentiel).

—Au = f dans Q
+ conditions aux limites

= modele instationnaire (propagation d'ondes, électromagnétisme, élastodynamique).

2
%—Au:fdanstRI
+ conditions aux limites + condition initiale

= modele instationnaire (diffusion thermique, chimique, neutronique, fluide visqueux
incompressible).

{ @—Au:fdansQXRI
ot

+ conditions aux limites + condition initiale
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1.3. Les différences finies pour les équations stationnaires

1.3.1.

1.3.2.
1.3.3.
1.3.4.
1.3.5.
1.3.6.
1.3.7.

Principe de la méthode

Principe de la méthode des différences finies
Exemple Laplacien en 1D

Questions

Etude d'un cas 1D

Cas de la dimension 2

Cas d'un domaine non carré



APPROXIMATIONS DES DERIVEES 18

On se place en 1D : v : R — R et on suppose "u suffisamment réguliere".

Rappels

= u est dérivable en x € R si Jlim M
h—0 h
h40

= u'(x);

» Développement de Taylor-Lagrange
On suppose u C"*! sur le segment [x, x + h]. Alors

LNV n+1
6 exox £ ] tae ulx-+ ) = 060+ 3 (0 + ()
i=1

Remarque 1.3.1. L'utilisation du développement de Taylor-Lagrange de la fonction u
a différents ordres n sera a la base de |'approximation des dérivées de u en un point
particulier.



APPROXIMATIONS DES DERIVEES 19

Approximations de la dérivée d’'ordre 1

Proposition 1.3.1 — Une approximation décentrée

On suppose u: R — R, C? sur le segment [x — hg, x + ho], avec ho > 0. Il vient

3C >0 t.q. Yh €0, ho] |w —u'(x)| < Ch

L'approximation est dite consistante d'ordre 1.

» Soit h €]0, ho]. u étant C? sur [x,x + h], il vient par développement de Taylor -
Lagrange 3¢, €]x,x + h[ t.q. u(x + h) = u(x) + hd'(x) + %2u(2)(§h).
D'ou A

|M —J(x)| < Ch

D). u

1
avec C == sup |u
yE[x,x+h0]

| Remarque 1.3.2. La constante C est indépendante du pas h choisi.



APPROXIMATIONS DES DERIVEES 20

Approximations de la dérivée d’'ordre 1
Proposition 1.3.2 — Une approximation centrée

On suppose u: R — R, C? sur le segment [x — ho, x 4 ho], avec hy > 0. Il vient

u(x 4+ h) — u(x — h)
2h

— ' (x)| < CH?

3C >0 t.q. Yh €0, ho] |

L'approximation est dite consistante d'ordre 2.

Exercice 1.3.1. Démontrer la proposition

Remarque 1.3.3. La précision de I'approximation va dépendre de la régularité de la solu-
tion : plus la solution est réguliére, plus on pourra espérer construire une approximation
d’ordre élevée.



APPROXIMATIONS DES DERIVEES 21

Approximations de la dérivée d'ordre 2

Proposition 1.3.3 — Une approximation centrée

On suppose u: R — R, C* sur le segment [x — hg, x + ho], avec ho > 0. Il vient

u(x 4+ h) —2u(x) + u(x — h)
h2

3C >0 t.q. Vh e, ho] | —u®(x) < cw?

L'approximation est dite consistante d'ordre 2.

Exercice 1.3.2. Démontrer la proposition
Définition 1.3.4 — Ordre de consistance d’une approximation
Une approximation de u(k)(x), avec k € N*, est dite consistante a |'ordre p, s'il

existe une constante positive et indépendante du pas h, notée C, telle que I'erreur
d'approximation est majorée par ChP :

|Approx(u, x, h) — u®(x)| < ChP.




APPLICATION A LA RESOLUTION D’EDP 2

Idées

Supposons un probléme spatio-temporel 1D x1D. Soit le maillage régulier, de pas
d’'espace h et de pas de temps At :

. [ B o o
- I S s et | y——t

AL L ] |

el | = | £~p = I

r.y
LS
| B )

,

H

avec Vi € N x; = ih, et Vn € N t, = nAt.
On cherche une approximation up de la solution u en les points du maillage :

[un]f = uf = u(xi, tn).



APPLICATION A LA RESOLUTION D’EDP 23

Idées
Ceci nous conduit a approcher les dérivées par différences finies.

Exemple 1.3.3. Dérivées partielles d'ordre 1

8u(X. £) ~ uttt —ur

oty T A
ou uf — u

- 7(Xi7 tn) ~ '7”
ot At
Bu( £) ~ urtt — gt

. Xi P .
ot 2At

= etc..

Exemple 1.3.4. Dérivées partielles d'ordre 2

& i1 —2 j
- TY ) ~ %ﬂ’l
= etc..

Remarque 1.3.4.
Il n'y a pas unicité du schéma d'approximation. Néanmoins, ceux-ci auront des propriétés
d’approximation différentes.



EXEMPLE LAPLACIEN EN 1D 24

Trouver u € C*([0,1]) telle que

{ —u®@(x) = f(x), Vxe€]o,1]
u(0) =, u(l) =5
Soit une grille réguliére (x;)icfo:n+1) de [0,1], de pas d’espace h: Vi € [0: N+1], x; = ih.
On cherche (uj)icpont) € R +2 approximant la solution u de 'EDP en les noeuds du
maillage :

Vie[o: N+1], u =~ u(x).

Conditions aux limites : u(0) = « et u(1) = j donnent up = « et un1 = .

Intérieur du domaine : on s'intéresse a uy, 1= (u;)icp.n] € R". Avec I'approximation

Uip1 — 20 + Ui—1

u®(x) ~ e )

il vient,
_ Uiy1 — 2ui + Uiy
2

Exercice 1.3.5. Ecrire le systéme d'équations sous la forme

Viel:N], = f(xi).

A;,Uh = b;, (1)



EXEMPLE LAPLACIEN EN 1D

Ceci conduit a la résolution du systéme linéaire

Ahuh:bh
avec
2 -1 0 0
—1
1
A= o . . o et by =
. .
0 0 —1 2
Questions

2)
Fx)+ 3
f(x2)
: (3)
f(xn-1)
fo) + 45

1- Le systéme admet-il une solution ? Si oui, est-elle unique?

2- Les composantes de up convergent-elles vers la solution évaluée en les noeuds du

maillage quand h — 07



CONVERGENCE, ERREUR : QUELLES NORMES 7 26

Définition 1.3.5 — Norme matricielle subordonnée

Soit ||| une norme sur RY. On pose

- Mu(R) — R
[|Ax]|

x#0 HX”

A —

ainsi définie est une norme sur My(R), appelée norme matricielle subordonnée.

\. J

Proposition 1.3.6 — Quelques propriétés

Soit [[|| une norme sur RY. Sa norme matricielle subordonnée vérifie :
* VA€ Mn(R), [[All = sup [|Ax];
1

Ixll=
» V(x,A) € R x Mn(R), [|Ax]| < [IA][[Ix]|;
» V(A B) € Mn(R)?, ||AB]| < [|A]ll|BI|.




CONVERGENCE, ERREUR : QUELLES NORMES 7 27

Exemple 1.3.6.

Soit [[||oc la norme infinie sur RY définie par Vx € R, ||x||cc = sup |x|. Sa norme
i€[1:N]
matricielle subordonnée est définie par

N
YA € Mu(R), [[Allc = sup Y laiy|
i€[1:N] =1

Remarque 1.3.5.
Pour I'étude des EDP, nous privilégierons des normes discrétes du type

N
¥p >0, ¥x €RY, x|, = (h Y |xl?)>.

i=1

Elles renvoient a des discrétisations de normes définies sur des espaces fonctionnels (L,).



CONVERGENCE, ERREUR : QUELLES NORMES 7 28

Définition 1.3.7 — Norme ||||»

N

h E x2. ||||n, ainsi définie, est une norme sur RV,
i=1
De plus, sa norme matricielle subordonnée est définie par :

VA € Mn(R), [[Alln = /p(ATA),

avec p le rayon spectral d'une matrice.

On pose Vx € RY, ||x||» =

\. J

Proposition 1.3.8 — Propriété

On a Vx € RY, [|x||s < [|x[|oo.




DEFINIE POSITIVITE DE Ap, 29

Rappelons le systeme linéaire 2, 3 obtenu

Ahuh = bh
avec
2 -1 0 0 N
. , . . fla)+ 2
-1 . " - : f(x2)
1 .
Ap= s o .. o et by = :
. f(xn—1)
: -1 Flxn) + &
0 0 -1 2
Alors pour tout up # 0,
h2uhTAhuh = 2uf — U — Uy + 2u§ — Uol3 — - — Un_1UN + 2u,2\,
=0 + (1 — w)’ + -+ (uv—1 — un)?

>0

En conclusion le systéeme admet une unique solution.



CONVERGENCE 30

Soit u la solution de I'EDP (que I'on suppose exister et unique) alors pour tout i dans
{1,...,N}.
—u"(x;) — f(x;) = 0.
Définition 1.3.9 — Erreur de consistance

L'erreur de consistance du schéma numérique Anup = by, est

&n(u) = An(mn(u)) — by

ol mp(u) = (u(xl), ceey U(XN)) T

Cette erreur est ici

en(uy, =~ =2 el _ gy,
. u(Xi_1) — 2u,-(Xi) + U(Xi+1) " e .
=— = +u"(x) — v (%) — F(x)
u(xi—1) — 2ui(x;) + u(xiy1)

2

. Xi) _



CONVERGENCE

Par suite
[€u(u)lloe = Max i|En(u)il

:Maj(w&ﬂ_u@Fszﬂgo+wmﬂn

N

u(y)]

h2
> ESUPye[o,l]

On dit que le schéma numérique est consistant d'ordre 2
Montrons maintenant la convergence. On a

Ahuh = bh
An(mn(u)) = b + &n(u)

Par suite

up — mh(u) = A”H(En(u))

= Jlun = m(u)lloo < 1AG locll€n()]
2

1h 4
8 ESUPyE]O,IHU( )(}’)|~

N

IA

D'ou la convergence.



CAS DE LA DIMENSION 2 32

Soit f donnée er continue sur  =]0,1[x]0, 1[. On considére le probléeme

{ —Au(x) = f(x) Vx € Q=]0,1[x]0,1]
u(x) =0,Vx € 0.

= On définit une grille sur Q :

- Xj,1 = h*hi, avec hy = 1/(Ny +1);

- Xp2 = ik hp, avec hp = 1/(No +1).
= On note uj,j, une approximation de u(x;, X, ).
= On approxime les dérivées secondes par

82”()(1 ) ~ u(x1 + h1, x2) — 2u(x1, x2) + u(x1 + h1, x2)
OxY - h?

2 — —
0 u(Xth) ~ u(xi, xo — ho) — 2u(x1, x2) + u(x1, x2 + hg).

0x3 h?



CAS DE LA DIMENSION 2 33

On a donc les Ny x N> inconnues (uj, ;,), pour ih € {1,..., N1} et b € {1,..., No}
vérifient les Ny x N, équations

_ Ui—1h — Ui Ui+t Uip—1 — 2Uip + U1 F(Xi 1, Xi2) (4)
h2 h2 = I'{Xip,1, Xi2,2)5

pouriip=1,...,Nietbh=1,..., Ny,
avec uj,;, =0si it € {0, Ny + 1} ou io € {0, N> + 1} (conditions aux limites).

Ce schéma s'appelle usuellement le schéma a 5 points du laplacien :

i, i+ 1

h+1,k i) h+1,h
i, —1

FIGURE 2 — Stencil pour le laplacien, schéma a 5 points.



CAS DE LA DIMENSION 2 34

On pose by = %, by = % et a=2(by + by), le systéme 4 s'écrit alors Cyup, = by,

(h = max(hz, h2)) avec up = (ul,l ceeo LN, U210 . U2N, e UN1,N2)T7
A D o ... ... 0 a —by 0 0
D A D ... ... 0 —by a —by ... 0
0 0 0
Ch = 5 A == )
: D A D : b a —b
0 0 D A 0 .. o 0 —by a
—bs 0
. f(x11)
D= 0 ' 0 et b, =
: - : f(XNleXNz,?)
0 oo ... —b2

On démontre alors, comme pour le cas 1D que la matrice C, est symétrique, définie
positive et qu'il existe une constante C > 0 telle que ||Ch||oc < C. On en déduit alors que
le schéma est consistant d’ordre 2 et convergent.



CAS DE LA DIMENSION 2 35

Que fait-on dans le cas ol € est un ouvert borné du type de la figure

FIGURE 3 — Ouvert Q0 et modification du stencil pour les points proche de la frontiére.

Dans ce cas le maillage ne tombe pas sur ' = 9Q en général. On a alors 2 stratégies :
= On applique la condition aux limite aux points proche de la frontiere I';

= On modifie le schéma a 5 points pour le laplacien afin que les points du maillage
tombe sur la frontiere (voir la figure 3)
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